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Pfispevek k pouilti dlferenmélnich rovmc
\' poustné matemahce
Napsal Dr. E. Schoenbaum

I

'5) V 1. &sti této prace?) OdVOdll jsem z diferencidlni rovmce'
pro spojity doZivotni diichod diileZitou v&tu Blaschke- Grameovu:

,Hodnota doZivotniho' dichodu a, (x,) pro stiFi x, pfi tirokové
mtensxté d,, tabulce- umrtnostl s konstantami e,, ,, y, rovnd se @

ndsobné hodnoté dfichodu a (x) pro stdfi x pfi intensit¥ dGrokové
0 a pii intensit® dmrtnosti o konstantéch o, 3, y Pri tom lést x
a 6 stanoviti ze vztahu:“

é
_—- 0y=——m, Xx;=0X+n.
0= ” 0 1=0 +
DilleZitost této vity plyne nehled® k teoretickému dosahu.
z praktickych aplikaci a vzrostla v posledni dob& snahou teorie
- 1 prakse , respektovati ve vypoCtech pojistné matematiky pokles
umrtnosti priib&éhem doby,. jinymi slovy. uvaiovatl intensity dmrt-
nosti v_z4vislosti na dobé.?) :
Jest proto diileZito Fesiti problém opatny :
. Jakym podminkdm -musi vyhovovati tabulky . umrtnostx, aby
dozivotni diichody, potitané podle nich vykazovaly vztah prokézany
Gramem pro funkci Gompertz-Makehamovu.
Jest tedy stanoyiti intensity umrtnosti ;akozto funkce stéﬁ p(x)
tak, aby byly splneny rovnice o :

a1(x1) Qa(x)
6———2———171 x1—9x+n . (13)_

kdei o m.n ]SOU ‘konstanty, 6,, ¢ jsou mtensxty a x,, X stafi .
: odpovida]ici si v obou systémech hodnot a,, a.

 Problém tento vyslovil Saxert) a ukdzal, Ze-krom& Gomperfz-b B
Makehamova hovi také zékon Mowreﬁv Achardﬁv a ququetovy

1) Viz Cas. pro pstovéni mat a fys rotnik L.

- %) Viz na pt. Blaschke: Die Sterblichkeit der osterr. Vers:cherten-x_

- ozw verschiedener Zeit, Versicherungs wiss. Mittellungen 1913;: Die Todes- .

. -ursachen .bei’ sterr. Verslcherten nach fﬂnfjahrigen erioden (i914) a Do-

. bov_é tabulky amrtni, Pojistny obzor 1922,
)} Mltteilungen der VeremigungderschweizerVersmhernngsmathematlker




,;.‘?funkce podminkém prob}ému Obecné reéeni problému vk ie asi
f":_;velmi nesnadné. . = .

: - Za to lze snadno stanov1t1 podminky pro mtensxtu umrtnosti
N 'Vtakové, aby vztah Grame-Blaschkeliv byl spin¥n invariahtng&. *

Vyjdéme za tfm uéelem ze zékladni rovnice pro dozlvotni
1::_:'_dﬁchod L
: i < da da(x)

i —-(u(x)+6)a(x)—1 '

a uvaime, ie lest ‘ o
' da (x) da(x,) dx _ da(x) -

s ' dxl - dx an1 “dx
_,’,Plati tudii pro mtensxtu u (x) podminka N
L - eG4l 3, )=k (2)+0] 3 ()
.l’-a tedy podle (13) .
o [u(ex+n)+d]ea X) [ (x)+(5] a(x).
f',.Musi tedy funkce u (x) vyhovovan funkciondlni rovmci '

o nlexn =t () + ¢ = & = g u (.

T uto jeduoduchou funkclonélni rovmc1 miiZeme rozfeSiti - metodou,

‘které" pouzil Abel v znidmém pojedndni ,Determination d'une
~~ fonction' au ‘moyen. d’une équation qui ne conuent qa une seule
_"variable‘“) upravime-lx ji. pon&kud. '

' ,Zaved’me za ‘tim {i¢elem novou funkcl «p (y) rovnicemi

T = PGy
L exdn= «p(y+l) SUREE )
u(w(y+1))_;~~u(¢(y))+m. o

w(y) w(y) _
w(y+!)=~'-w(y)+m



e

gm SR

pfi em% C1 jest llbovolné perxod.cké funkce o penodé 1, takie h
jest - GOo+D=G6 ).

Vrétime-h se k defitici funkce ® (y), mame \
x=9@), y=o(x),
ak uréeni funkce w(x) rovnici d:ferenéni
e y)+n=9(y+1)
které poskytu;e feSeni
x—';v(y)———~+Cz ¢

- kdeZ opét C, jest perlodxcké funkce o period€ 1.
- Odtud obdrzime jakoZto feSeni.

_.em _ G.C, _em (1—@GCG
B o Te—1 x(-o—n"
1—e » a

Polozime-h C1 C2 C, odvodime jednoduchou integraci tento

vyraz: . ,
' _1("—-30) [x(l—g)_n]c

x‘_.

le=e @

xo(1—o)—nf| (15).

‘Tim dospivdme k dﬁlezntému vysledku :

- R4d dmrtnosti vy;édi‘eny vyrazem (15) md vlasfnost Ze pro- |
vedeme-li s tirokovou mirou d, a se stdfim x linedrni transformaci -

S 4= Z“"’" Xy=ex+n,
naisobi se dozivotni " dfichod podle ného poditany koeﬂcxentem AN |

- Sta¥{ tudiZ zndti hodnoty @ (x) pro jedinou tdrokovou miru.d,
i aby bylo Ize stanoviti hodnotu pro llbovolnou ]mou miru urokovou
0y, souéinem e T , .
. X1+

_ Funkce 1,, vyjédienai v (15) 1est “té1 jedmé které mé tuto '
pozoruhodnou vlastnost..

. "v Konstantu Cx Ize uréitx z podminky |
- - lm — 0 B

dee w je nejvyssi stérl ﬁv tabulce se vyskytujici xo znac‘.i nejniz§1
,stéi‘i tabulky : A

o
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6 Z dlferenclélm roviice pro doZivotni dichod 9) odvozené
v ééstl I tohoto poledném

e

Ize nejjednodussim zpiisobem dokézati.vysledky'dﬁleiité pro praksi
" podtdfskou o variaci konstant zdkona umrtnosti, dokdzané po prvé-
- Friedlim®) &4steCn&€ obtiZnymi dvahami o charakteru transcen-
.dent P(4, k) a Q (4, k), jimiZ je hodnofa diichodu vyjddiena.
BudiZ na pfiklad tikolem zjistiti variaci veli€iny ay s ohledem
na variaci konstanty g zdkona Gompertz-Makehamova.
Vyjdeme-li' z oznaCeni (6) a (8) prvé &asti, mdme

f=—log g, Per™=( y=logc
a tedy fadu vztahi

%¢ B g g

3 v o _w L

Y YR Y B YARY'

dax @ L _ ddx

ox & ax AL ré
Z téchto vztahii odvodime ihned-

9y oy

a_:_ ox _ __ ox
, =T By - ’
g , &by glogllOgc

_ V titateli- miiZeme nahradm denvacx dax pravou stranou dife-
' rencnélm rovnice (8), tak¥e mime ox
R _@_E:g __v(e + C) ax — 1

¥Y3

) , glog — log c v
' ‘f‘kdéz "za 7, O, | o, § jest dosadih konstanty pﬁvodm formule podle
vztabﬁ 6) a(8). .

Velml snadno obdrixme pnslu§ny vyraz pro variaci vehc‘.my s
3 aax - 9_5:5_ da . s -
as Y "’as S

LA "‘

s ‘) Reserve und Rentenbarwert als Analytische Functioneti, Dr. w. Friedli'
: S T gung der schwenzer Versxcherungsmathematlker 1918

Ch VR
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- a uva¥ime-li, %e 1 v 1
} ‘ a—log?, Pl = —

a kone&né pro %‘i‘cf jednoduchym vypoc‘.tem

== g+ 0% o, — “"]

dc c log c Ox

Pfi soufasné zméné& konstant g,s,¢ o Ag, As, dc, dostaneme
kone¢né& slouenim &lenit s tymiZz koeficienty vztah

- dc day
ZEP ~(Ag+ gloge. x) ag—l—

—_————

‘mezi dplnou variaci funkce a, a variacemi g, s, Ac, dokézany
rozborem transcendent Q a P v citované préci.

A/ lmeérm diferencidlni rovnice 2. fadu (11)

du,+(‘—0+CU) 2 flz=

pro funkci 2 =paxy, pii u=e?? plyne souvislost jeji s transcen-
dentou G (¢, 7, x), definovanou nekone&nou fadou

e(£+1)
(n+1)

-

G(e,n._.,x)=1+”iﬂx+ x5t

kterd jest 'feSem’m rovnice
xy'+(n—x)y—ey=0

a uvaZovanou opé&tovn& v literatufe.”)

Ale jeZto uvedend diferencidlni rovnice 2. fddu jest té% dege-
neraci hypergeometrlcké diferencidlni rovnice, lze funkci yaxy: vy-
_jadfiti pomoci hypergeometrické fady F (e, 8, 7, x), pro f =1,

y= —a, X=- nechéme-h a konvergovah k cc.8)

Toto vyjadieni pomoci hypergeometncké rady bylo odvozeno”
Mc. Clintockem a van des Belten z analytického vyrazu
pro Ax. _ ,

"'7) Viz na pf. Goursat Cours d’analyse math, 1L dxl 1911 a Frledle
v citované préc str. 187. }

%) Viz na pf. Goursat cit. misto.
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Souvxslost mezi P(ﬂ k) aQ(4k uvaiovanymx zvl4sté Hermi-

tem?) yay .y lze vySetfiti rovnéZ nejlépe, vychdzime-li z rovnice (7).
PoloZime-li kone&n&
s=1, tedy a=0 a 6...@
obdrZime jakoZto zvldstni pfipad funkce a (x) funkci e(x), t.j. pri-
mérnou délku Zivota pfi- Gomperzové& formuli.
V tomto pfipadé méni se rovnice (7) na diferencidlni rovnici
definujici integrallogaritmus, takZe mdme vztah

_ —e 5 Li(ett)
Ex= - 7 y

kde? Li (e—*) je oznaleni pro integrallogaritmus, jehoZ odvozeni
neni jinak snadné. .

*

Confribution a Papplication des 'équations " différentielles
: a la science actuaire.
(Extrait de 'article précédent.)

Dans cette deuxiéme partie de son mémoire, l'auteur résout
le probléme inverse a celui, résolu par lui dans la premiére partie,
‘a savoir: quelles sont les conditions auxquelles doit satisfaire le
‘taux instantanné de mortalité pour que les rentes viagéres, calcu-
lées d'aprés ce taux, remplissent 1a relation trouvée par Gram pour
la fonction de Gomperz-Makeham. On trouve pour l'intensité de
la mortalité u (x) I'équation fonctionnelle

plex+m=gu(+ & — b= u(+m

qu'on résout par la méthode employée par Abel dans son mémmre
cité dans le texte.s) On obtient ainsi la loi de mortalité (15); elle
jouit de la propriété suivante: si I'on applique au . taux J et & I'dge x
la transformation linéaire . ,

~+m1 X1=gx+ﬂ

- alors. la rente viagere, calculée d'apres la loi trouvée, est multipliée
par un coefficient 9. On peut déduire d’'une maniére simple, de
* I'équation différentielle (9); trouvée pour la rente viagére dans la
~_premiére partie, des résultats importants au point de vue du calcul
' numérique, concemant la variation des constantes de la loi de

, . 9'Viz na pf Nielsen Handbuch der Theorie des Gammafunction
st 25&1 5 . : ’ _
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mortalité, démontrée pour la premitre fois par Friedli °) p. ex. la
variation de a, ‘par rapport & la variation de la constarte g, etc.
Pour la variation simultannée de g, s, c on obtient la relation (19).

Il suit, de I'équation linéaire du 2°¢ ordre (11), immédiatement
la connexion du probleéme avec la fonction transcendente
e(e+1
tn(p+1)

ainsi qu'avec la série hypergéométrique.

Si, enfin, on pose s =1, et, par conséquent @ =0, d =0, on
obtient une expression de la fonction donnant la durée moyenne
de la vie e(x), a lalde de l'intégrale-logarithme.

G n ) =1+ X+ 3 e
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