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100...0
010...0 —1

000...1
jet rizny od nully; lze tedy z mich utvoriti nanejvise n—s pod-
statné réznych soustav ®, ..., ®a. Tolik jich ale taky skuteiné
lze utvoriti vici okolnosti, %e @41, ..., ®» jsou libovolné, Ze
tedy tyto vidy lze tak voliti, aby determinant z n—s soustav
utvoreny =+ 2 2, ... 2§ nebyl nullou.

Ale i opak nalezené véty platf t. j.: Vyhovuje-li danym
rovnicim n—s podstatné riznych soustav x, pak musi vymizet: 4
¢ se viemt minory, jichZ stupen jest vyssi mef s. Nebof jakmile
by néktery nemizic{ nejvySsf minor byl stupné ¢>>s, tu bychom
ihned soudili, Ze miiZe existovati nanejvySe n—o podstatné ra-
znych YeSenf, kdeto jich dle supposice jest m—s, to jest vice
nez n—o.

V Praze, v prosinci 1884.

Diichod invalidni.

Napsal
Martin Pokorny.
(Pokradovén{.)

2. Vypocitinf hodnoty ¢t pfedpoklddd tedy mimo zndmé
veliiny p. a s, jeSté A, jakoito zndmé, kterouito veli¢inu tedy
bylo by téZ urditi.

Pocinajice si podobné jako pti uréovéni veli¢iny ¢uti, roz-
délme rok opét v m dild, a uréeme postupujice po mtindch roku
vidy zbyvajic{ aktivni. Podle vzorce (2) jest pravdépodobnost,
%e osoba aktivnf, Zijicf na konci (xz — 1)nf mtiny, pteZije a-tou
mtinu, ‘

m—axtx,r
m—ax-4+14+@—1)r’
¢i zavede-li se 1—rn=wa,
m— W,
také =D ‘
Z A, aktivnich nletych preZije tedy prvnf mtinu roku
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m — Wy,
Ano‘_—,

m
od nich jest nynf odecfsti pocet povstalych invalidnich, totiz

A, %, zbude tedy aktivnfch na konci 1. mtiny roku:
A, B g Pn
n . m n m "
Z téch preZije 2. mtinu roku
(An ""'—1‘1"__A Pn m—2w,.
m m

m— w,

k]

od nich opét odecfsti bude pocet invalidnich A,,%'—, tak ze
bude aktivnich na konci 2. mtiny roku:

A, [(fm—w,.__m) m—2Wn &’

m — Wn m
tedy ddle na konci 3. mtiny:
Au[({’r_wa_zn_},@;%_& m— 3wy pa

m m[ m—w, m) ' m—2w, m]’

a na konci mté mtiny, ¢ili za cely rok
M—Wp  Pny M—2Wy P M—3Wa :
[( m m)°m~wn m|'m—2w,
MM P
‘m—m—1)w, m|’

An+1 = Aﬂ

Provedouce ndsobeni obdrZime:

m— mw, 1 1
Aﬂ+1——A"T - A,.p,. (1 — wn) (m—w,. +m——2wn

1
+-. + (m-——l)w +m——mw,,)'

Nahradime- 11 zde Cleny fady v zdvorce jako pii (3), a se-
¢teme-li Cleny dle rovnych mocnin, vyjde pfi témZ oznaceni
jako tam:

A,,+1_A,.(1—w,.)—A,.p,,(1—w,,)(1+ 2 + me
—}—W%D‘:z‘?m’—{—...).

~ Obecny élen Fady v zévorce jest
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w: n . wn 'm“"*‘
pree ey e (w+1+ + 2(1)13 m1— )
1 € /w,l
m m 1 2 T ey
1+ 2 ——— 2 (1)3 pon
z CehoZ pro lim m= o,

1, wf. m

lmwzmw-—w_*—l

Vlozice hodnotu tuto Pro =1, 2,... do hotejitho vzorce
pro A,, obdrifme:

An+1:An(1—Wn)—AnPn(1—wn)('1_}_&_{__wn+wﬁn+ )
5w

u‘n

= A (1 —wa) = AaPn (L — wy) — (wn -+ -
¢ehoz jako ve vzorci (6) Vvyjde 1hned.
Angr = Aw (1 — w) + Aupn (1 —w,,).%”.m —w), (1)
¢ili polozime-li 1—wn=14:

A1 = Ay (1 +pug— L ). | ™)

Z pocéteéného ¢isla A dala by se vypocitati viecka dalsf
¢isla Awpr, Angs, atd, kdyby mimo p., put: atd. zndma byla
i éfsla o, Cili také w,, t. . Gmrtnost aktivnich, kterychito viak
tabell dosud z pozorovéni nenf, jak jsme jiz z pfedu podotkli.
Aby se misto této nezndmé umrtnosti vzala vimrtnost vSeobecné
tabelly Zivotni, nemtZeme schvalovati. Shleddéme ihned, Ze moZno
veli¢iny A, urciti jinou cestou a tu by pak ze vzorce (7‘) dala
uréiti se patrné veliCina ..

3. Podle oznaCeni dffve udanych jest J. pocet invalidé
z jistého potu osob vilbec od pocdtku povstalych a ve véku
n rokd jeSté Zijicich. Béhem p¥FiStitho roku zemie z téchto in-
validd J.u., pFeZije tedy pii§ti rok J. (1 — un) = Ju$s; béhem
téhoz roku pribude pak jesté novych invalidl ¢.4,, tak Ze po
uplynulém roce bude vibec na Zivé invalidd:

Jnt1 = Jn 8n - tuga . ®)

4. Konetné pak uvaZme, Ze majice za zdklad nékterou
osvédéenou tabellu dmrtnf v8eobecnou, musfme nutné souvislost
mezi nf a tabellami aktivnich i invalidnfch pripustiti tuto:
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Dejme tomu, Ze ve véku r let Zije vibec osob v pozoro-
van{ vzatych L,, Ze vSak v tom véku nenf jesté invalidd, Ze
tedy vSickni jsou aktivni, Tu jest

A,=L,.

Z téchto aktivnich vypoclisti 1ze vzorcem (6) pocet invalidd,
ktet{ z nich povstali a po roce jesté jsou Zivi, t. j. ¢41. Po-
névadz pred tim invalidti je$td nebylo, jest zdroveil

Jot1 = trga .

Déle uddva tabella obecnd, Ze po roce jest osob vibec
z onéch L, jeSté na Zivé L,41, nehledic k tomu, jsou-li jesté
aktivni ¢i jiz invalidni, jakoZ i k tomu, byli-li ti, kdoZ v tom
roce z nich zemieli, toti L,— L,y1, v dobé svého tmrtf
aktivnf ¢i invalidnf. V c¢fsle L.41 jsou tedy patrné zahrnuti
vSickni v tom véku jeSté Zijicf aktivnf i invalidnf, nebof jinych
osob nenf,

Plati tedy nutné vztah

Lr+1 = Ar+l + Jr-}-l .

Z toho vypoclte se A,41, z CehoZ opét vzorcem (6) 742
pak vzorcem (8) J,ys. Z obecné tabelly tmrtni dile jde, Ze
z Liy41 0sob Zijicich po roce Zije jeSté L,y . Ponévadz ¢islo L,y
sklddalo se z A, aktivnich a J,y; invalidnfch, z nichZ dohro-
mady zemfelo L,y — Lyy2, kdeZto z ostatnich nékterf aktivni
stali se invalidnfmi, musi nutné opét

Lrye = Arpa+ Jog2
z ¢ehoZ vypolte se A,ps.

Patrné plijde pocet tim zplsobem ddle a stanovi se tak
tabelly pro ¢., J. a A, soudasné. Pfi tom na misto vzorce (7)
vstoupil jiny vztah, ktery z hofejSiho rozboru prirozené plyne, .
Ze totiz pocet usech aktivnich a vsech invalidnich stejného véku
¢int védy dohromady pocet Zijicich vibec toho véku, t. j.

Lo =An+}Ja. 9

Tu tedy k vypoéitdvin{ onéch ¢fsel ¢., Ja, A stacf ziplna
vzorce (6), (8), (9), v nich nevyskytuje se tmrtnost aktivnich,
kterouZ bychom naopak nynf mohli vzorcem (7) pro kterykoli
vék vypocisti, —

Ze na tento téméF na prvnf pohled patrny jednoduchy
vztah poloZil jsem zvl4Stni diraz, nenf bez pfiCiny.

Pokud probfrali mathematikové otdzky invalidnosti na z4-
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kladé stejné dmrtnosti pro aktivni a neaktivni, byla i rovnice
(9) pojata v jejich rozbory. O tom svédéi mimo jiné také spis
Zeuneridv jiz shora-jmenovany. Zeuner pouZivd vztahu toho ja-
koito samoziejmého a pouzivd ho pifi vypocitdvani tabell inva-
lidity, ale tak, Ze nejprv uréuje pocet aktivnich pomoeci dmrt-
nosti obecné a odeétenim jich od Zijfeich vibec vypocitdva teprv
pocet invalidnich; bere se tedy cestou nasi opacnou.

Jezto pak i po vydédni tabell Behmovych (zvld$tni dimrtnosti
pro invalidy) podrZeli mathematikové v praxi k urfovani poctu
aktivnich dmrtnost obecnou ¢,, nemohly ov§em pro ¢isla A, a 2,
vyjiti hodnoty, vyhovujicf rovnici (9), za kterouzto ptic¢inou ji
také radéji ignorovali, coZ dluZno prohldsiti za vadw podstatnou.

II.

Ackoliv by vypoéitini hodnot A, dle vzoru (6) neinilo
v praxi zvlaStnich obtfzi, ptece s ohledem na praktické mathe-
matiky a i na 8koly, kde by chtéli uciti témto oborfim, vidim
se pohnuta nastoupiti cestu, ktera neprestupuje obor mathematiky
elementarnf, ale vede ovSem k vysledku méné pfesnému, a¢ prece
dosti bliZzivému a pro praxi uplné dostaCujicimu.

Otdzka pensf invalidnich na zdkladé zvld§tnf dmrtnosti pro
invalidy nejsife prakticky provedena byla Lewinem a Spitzrem,
z nichZ prvy uvefejnil o tom spis r. 1872, druhy r. 1881%*), po-
davSe spolu jiz podrobné tabulky. Uvedu nejprve cestu, kterou
brali se tito dva mathematikové. '

1. Spitzer, jenZ jiz pted Lewinem na jinych mistech o této
véci pojednal, poéind si k urlenf éisla #np takto:

Z A. aktivnich na pocédtku roku Zijicich stane se béhem
roku invalidnfmi A.p.. Kdyby tito invalidi byli jimi byvali hned
na pocatku roku, zemfelo by jich do konce roku A.p.u.. Po-
névadz vSak jedni stali se invalidnfmi hned na polatku, jinf
zase aZ na konci roku, nepochybime mnoho, predstavujice si, Ze
primérem vSech A.p. povstalo uprostred roku. Tu pak majf

*) Lewin, Invalidenpensionen etc., Pesth, 1872. Spitzer, Anleitung zur
Berechnung der Leibrenten u. Anwartschaften, sowie der Invaliden-
Pensionen etc. Wien, 1881.
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k doziti konce roku jen jeSté pil leta a za ten Cas nenf dmrt-

nost jejich ., nybrz zajisté jen polovicka Ju,, t.j. z invalidd

nové povstalych zemie do konce roku 3 A.paun, i zbude jich tedy
in +1= Anpn — %Anp Un

. = Aupa (1 — ua), (10)
¢ili zavedeme-li 1 — u, = s,, také

. 1 n v

s = Aupy 20 10)

Lewin nechtéje spokojiti se s timto vzorem vychdzi nej-
prve od jednodu$$i podminky, podle které by tdmrtnost invalidd
neli§ila se od tdmrtnosti aktivnich, tedy ani od dmrtnosti lidi
viibec, a pfirovndvaje povstivani invalid@ a odumirdnf jich k vy-
tahovani kulicek bilych a cernych ze dvou osudf, dochdzf roz-
borem dosti sloZitym vyrazu pro pravdépodobnost dmrt{ in-

validi téch = —_t'—”tn, coz zavedenfm ¢, — 1 —z, d4vd také

2
1 — Zn veye 2 zn
T¥a ¢ili 1——1 T
jiZz Zeuner v uvedeném svém spise, ale cestou jinou, nemélo
sloZitou). Lewin pfechdz{ pak z tohoto vyrazu ihned k novému,
pribiraje rfiznou tmrtnost pro invalidy a pro aktivni (kterouito
klade za rovnu s umrtnost{ obecnou). Vyraz ten jest
. - :
2—1t,’

. (K této hodnoté dospél pted tim

tedy 'l'n +1 = Anpn _— Anpn -

= Aurn (1—52). (11)

Jak vidéti, zaménil Lewin dmrtnost obecnou za tmrtnost
invalid@i pouze v éftateli, ponechav ji v jmenovateli nezménénu.
Ze tak uéinil, odévodiiuje pFedné malym rozdilem mezi é&fsly
un & t, a mimo to tvrdi, Ze vedly jej pfi tom i dvody theo-
retické, o nichZ vSak nieho nepovédél. —

Se stanoviska dostateéné bliZivosti nelze proti postupu
Spitzrovu niéeho namitati. Pridriice se cesty této, uvidfme
ihned, jaky smysl maji oba vyrazy pravé uvedené a v ¢em co
do vyznamu se li§f. '

Rozbor n4§ v odst. I. vedouc!f k uréenf veliiny ¢, + 1 mé
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zde plnou platnost, toliko Ze se velice zjednodus$f, nebot patrné
poloziti jest ve vzorei (2) m — 2, t. j. rozdéliti rok na dvé
pilky (misto na mtiny). Zaroven jest ve vzorci tom poloZiti

l”—l'r"li — s,, ponévadz jde o Gmrtnost invalidd. Vzorec (2) tedy
bude miti nyni tvar:
2 — x4 s,
3—axt(x—1)s,
a znamenati pravdépodobnost, Ze invalida pfiStiho pil roku

prezije.
Polozime-li tedy 2 — 1, vyjde pravdépodobnost, Ze ¢nva-
lida pregije pront polovici rokuw:
L—Ziﬁ_ =1— lu,; (o)
za » = 2 pak vyjde pravdépodobnost, Ze invalida prefije druhou
polovict rokuw:
2 s, 2—2 u, Up
1480 = 2—u, —1_2—@7' ®

Prirovnajice tyto dvé hodnoty (¢) a (8) ke vzorcim (10)
a (11), shleddme, Ze prvni z nich srovndvd se s pravdépodob-
nost{ Spitzrovou, druhd s Lewinovou, a¢ nahradi-li se ve vyraze
Lewinové ¢, v jmenovateli ¢islem wu,.

Vzorec Spitzriv (10) nebo (10’) vyjadiuje tedy vlastné pod-
minku, Ze invalidi A,p. povstali vesmés na poéitku a preZili
prvni polovici roku, kdeito Lewintiv (11) vyhovoval by sprav-
néji (se. zménou fecenou v jmenovateli) podmince, Ze invalidi
A, pa uprostfed roku Zzijicf pteziji druhou polovici roku.

Ostatné dojdeme tohoto vysledku samostatné velmi snadné
takto: :

Je-li 7, pocet Zijicich nékteré kategorie, bude jich po pil
leté na Zivé jeSté I, + 3 a tu chybime mdlo poklddajice pocet
tento za primér mezi pocéty Zijicich na pocdtku a na konci

roku, t. j.
bty =14 (o A= lut)
Pravdépodobnost, ze (n + 3)lety prezije pfiSttho pdl roku,
jest tedy

ln+1 ln+1 lu+1 ln—{—l .
= =2 {1 ——,
ln + 4 %(ln+ln+l) b ( T A )
11
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a jelikoz zde l";' L —s,, jest pravdépodobnost ta:
2 sn
1-+s,°
.z CehoZ pak bezprostiedné vychdzf:
. - 2 Sa
41 = Anpn . —1—_}_—;"—. (12)

Vzorec (12) miZe tedy pro praxis nahraditi vzorec (6)
nebo (6’) a d4vd skuteéné hodnoty velmi pifblizné.

2. Ponévad’, jak jiz difve povédéno, Zddny mathematik
neuzil po zavedeni zvlaStni dmrtnosti invalidd pro vypocty
vzorce (9), byli ovSem nuceni, vypocitdvati veli¢iny A, vzorcem
zv14§té vyvozenym, analogickym k naSemu vzorci (7).

Lewin i Spitzer, jako jini, uCinili to takto: Z A, Zijicich
nletych aktivnich ubude béhem piiStiho roku dmrtfm A.t. (po-
névadZ brali dmrtnost obecnou £, misto tmrtnosti aktivnich)
a krom toho vSickni ti invalidi ¢ 4 1, kteff v tom Case povstali
a konce roku se dockali, t. j.
An+1:An_Antn—in+1:Aﬂ (l—tﬂ)—iﬂ'l‘l' (13)

V tom vSak shleddvdme jednu nesprdvnost, které ani pri
pouhém ptiblizném uréovani hledané veli¢iny nelze pominouti,
totiz Ze odecitaji se jen ti invalidi, ktef{ v roce nezemfeli, p¥i
cemZ myslénkou vedouci jest to, Ze ti z invalidd, kteff zemfeli,
odecftaji se jiz mezi zemfelymi aktivnimi. — Tento postup presel
sem nezménén z vyvodi starSich, kdy jeSté poklddala se tmrt-
nost invalidd za totoZnou s timrtnostf aktivnich. Jakmile béieme
tumrtnost invalidd za rozdilnou, neuddvd A,t, poCet vSech ze-
mfelych v roce, totiZ aktivnich i také invalidnich.

Spravnéj§f bude cesta obdobnd s tou, jiZ jsme se brali pfi
vyvijeni vzorce (7), totiz tato:

PonévadZ invalidi A.p. povstali z A, aktivnich nendhle po
cely rok, budeme jako p¥i vyvoji vzorce (12) pfedpokladati, Ze
povstali najednou uprostied roku a ubudou tu od aktivnich tou
dobou jeSté zijicich. Po 1. piillet! Zije z aktivnich pévodnich
dle (), kdez misto s, ovSem nutno poloZiti ry,

147,
A, . —5
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od nich pak ubude A.p. invalidnich, zbude tedy aktivnfch

Pravdépodobnost, Ze aktivni doZiji se i konce 2. piilletf,
. 2 7a
JeSt dle (ﬁ) I——i—-’l_”n_’

procez konecné:

Apn 41 = (An- 1_}?‘_7:”——‘1&”}7") . 12__}1‘";’1_1
2 ra

T (14)
Pokud vzorec tento se srovndvd se vzorcem Lewmovym
a Spitzrovym (13) a pokud od ného se 1iSf, snadno vidéti, pfi-
bere-li se k tomu vzorec (12). Primo Kklassickym stane se
vysledek porovnanf, uvdzime-li, Ze vzorec (13), pokud umrtnost
invalidd jeSté brala se za rovnu s umrtnosti aktivnich, se vzor-
cem (14) naprosto byl totoZny a ze zavedenim rozdilné umrt-
nosti invalidnich do ¢élenu 7,41 ve vzorei (13), tedy rozhodnym
zlepSenfm tohoto élenu hodnota A, 41 od pravdy se vzdélila,

1 + Tn

PriCinou jest zfejmé to, %e odvozen{ vzorce pro A, 41 v tom
zpusobu, jak je nalezdme u Lewina a Spitzra, bylo zcela sprdvné
pro stejnou imrtnost vSech osob, ale prestalo byti spravnym, jak-
mile pro invalidy se vzala tmrtnost jind.

_ K vypocitinf tabelly pro A, 41, neznajice hodnoty ., mohli
bychom tedy po ptikladé jinych mathematikii uziti hodnot Gmrt-
nosti obecné ¢, na zdkladé vzorce (14).

Av8ak dle rozboru naSeho v oddile I. poslouZf ndm k tomu
piresnéji vzorce (8) a (9), kteréz tedy se vzorcem (12) v kazdé
priciné dostacf{ na sestrojenf tabulek invalidnfch i aktivnich. —

Pro dokonalej§i prehled postupu zopakujeme tedy cely déj
vypoctu :

Dény jsou tabelly hodnot L., pn a . (Cili 1—s.).

Zating-li se tabella hodnot p. od véku # = », polozime
nejprv:

éli Ant1 = Awrn— Aupn .

ponévadZz ¢len A,p, ~— mnen{ s Clenem 4,4, totoZny.

A,

b

Lr,
J. = 0.

11*
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7 toho vypocitime vzorcem (12):
ir+1 — Arpr . —].—%—}?s%;- = Lrpr . T"ITE;-—,
z toho ddle vzorcem (8)
) Jov1 = Jsr + b1 = 4y
a ze vztahu (9) konecné:
Ar+l = Lr+1 - Jr+1 = Lr+1 - ir—l—l-
Podobné vyjde dédle z rovnic (12), (8), (9) po sobé:

. 2 s +1
Ytz = Ar+1Pr+1 . T:i:;r-!-l ’

Jr+2 = Jr+lsr+1 + ‘l.r+2,
Ar.}.z — L,+2 _ J7+2 ﬂ,td.

Tabelly z toho piimo sestavované budou tedy tyto:

e —— Y S
5 \!
| R » )QE ' [ -]
Lo [NegNE | 22 =
} 5] < 8lsa n—'&’ [=)
g 23852 o N 5L g |a*=
=3 }:: w3| 2 37! Potet invalidnich béhem = 8 |85,
xS o 88 &[S 2.2 roku povstalych a na po- =g5 | ERS |
o —g% TE L 'gj:,éaitku n-tého roku jesté g:; : g8,
@ © i 7111l O < =
>
> 2% || ES zijicich E8 5 oES]
Al = 2 a0 -
i el 15 = +2
k=] 23 g|la<e ! D IR
» L NS S Q>
4 Ko R E | S N=3
A g - -VIR-S
n Ln Pn Sn : in JIn Ax l
r v | Pro| S 0 0 L.
|
2 s, . Lr-hl ‘
T+1 Lr+1 Pry1| Sr41 Lrpr.—1—+-s— U 41 ’[+ ‘
r — Upt1!
: I
2 811 Jr+lsr+l Lr+2 |
R Y Y Ch v NI
r+1 r+2 r+2=‘
| |
| 2 s
| , 2 (Tyi2842| Lot |
R A R i S rrwn W I
| r+2 ) ftegs [— drts
| !
I : S
. . . . .
[
| |

(Pokratovéof.)
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