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Methodické pozndmky k odvozovani periodi¢nosti
funkece exponencialni.

Napsal
dr. F. J. Studnicka.
JakoZ zndmo, dokazuje se rozmanitym spisobem, Ze

Expz = Exp (z -} np) , ¢))

kdez ptedstavuje n celistvé &islo bud positivni nebo negativnf,
p pak veliinu stdlou, perioda jmenovanou a v tomto pifpadé
2@t velikou. A ponévadZ se vzorcem

e" — ¢os x | ¢ sinx ) )

stanovi relace mezi vyrazem exponencidlnim e* a vyrazy gonio-
metrickymi cos « a sin, plyne z periodi¢nosti vyrazu prvntho
soucasné i periodi¢nost vyrazt poslednich, jakoZ snadno se pozn4,
dosadf-li se do vzorce (2) pifmo « -} 2r»z misto =, jeito tu
se zietelem ke vzorci (1) porovndnfm ¢dsti redlni a imagindrn{
vzniknou dvé relace

cos ¢ = cos (¢ -} 2nx) , 3)
sin @ = sin (z -} 2nx) ,
z nichZ plyne, Ze jednoduchou periodou téchto funkef goniometri-
ckych jest 2.
Uvézi-li se pak, Ze o téchto funkefch platf

cos—é—n:O, sin—;—nzl,

obdrzi se pomoc{ poucky souctové nejen

%) Jakych praemiss tfeba tu k dikazu, viz ve spise Studnicka ,Vyklady
o funkecfch monoperiodickych“ pag. 141.
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cosz—=—1, sin=m :0,

nybrZ i upotfebenfm téchto relaci

" . _sin(@tk—1x4m) T
e @tk )—cos(m-}-k_:lu-]-n)_tg( Th=1m,

z &ehoZ plyne koneéné

tgx = tg (z + k=) ; €]

a tu shleddvd se, Ze tato cesta odvozovaci nejjednodussim spi-
sobem vede ku pozndnf pifslusné periodiénosti.
Jde jenom o to, jak se dovozuje spravnost vzorce (1).
Nejpresnéji vede se dikaz pomoef pifsluSné obricené
funkce, totiz logarithmu ptirozeného, o némZ plati integraln{
relace

dz 7 dz .
—_— — —_ *
— = > —~+ 2nme, *)
1
jiz odpovidé vzorec
lnz = lyz 4 2nm? , 5)

kdeZ znaéf l,z hlavnf hodnotu (the principal branch) logarithmu
éfsla z=o 4 yi,**) lz= tedy hlavnf hodnotu o = period
exponencidlnf funkei pifsluSnych zvétSenou, takZe pro n—0
vznikne identi¢nost

loz = lyz.

Jakmile zndme relaci (5), tfeba jen uZiti poméru mezi
exponencidlnfm vyrazem a pkirozenym logarithmem, jakdZz se
jevi relaci stanovenou stejninou

2 e,
naceZ obdrifme pfimo vzorec (1).

Znajice tuto, souvislost jednotlivych zde uvedenych vzored,
spadno rozhodneme, jak moZnd co nejjednoduleji, totiZz bez

*) Viz na pF. Schlémilch ,Compendium der hoheren Analysis® II. Bd.
2. Aufl. pag. 62, kdeZ odvozeni jednoduché poddno.
**) Viz Studnicka ibid. pag. 144.
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praemiss z vyS8{ analyse plynoucich oddvodniti periodiénost ex-
ponencidlni funkce.

Ttebat jen spisobem zndmym*) dokdzati spravnost vzorcl
(3), pak vzorce (2) a pffmo vyplyne koneéné vzorec (1). Co se
pak tkne ditkazu prvnfho, moznd tu voliti historickou cestu
geometrickou, na nfZ se vyskytuje pojem sinusu v rouSe poméru
dvou délek, tihel pak se méff alikvotnf ¢ast{ kruznice, pii cemz
se prichdzi ku pozndni, %e rovnici

sin x—=a,
majic{ kofen «, vyhovuje i kofen
x=a-+n.360°

pii CemZ konstanta = tedy vyjddfena goniometrickou svou
hodnotou.

Pozndmka. Co se tkne terminologie a symboliky, jakouZ se
rozliSuje vyznam hlavnich a obecnich hodnot prisluSnych funkef
obrdcenych, totiZ logarithmu a funkei kyklometrickych, nent véc
jeSté ustdlena. Sphsob psanf, jakyz vzorcem (5) jest naznacen,
a jemuZ odpovidd na pf. relace

arctg, z — arctg, z 4 nx,

vyjadfuje po naSem néhledu dosti jednodufe pifsluSnou sou
vislost, ponévadZ ukazuje zcela pfipadné a krétce, Ze obecnd hod-
nota funkce takové md

1. nekoneéné mnoho zvldStnich hodnot, jeito €initel » tu
znadf libovolné positivnf nebo negativni éfslo celistvé, a

2. Ze tyto hodnoty se od sebe li8f pouze nédsobkem pii-
slusné periody, takZe na pf.

lntnz — lyz = 2kni
arct@utr z — arctg,z = kx .

Kdyby nutno bylo bez ohledu k dosavadn{ zvyklosti zvlast-
nfm slovem vyjad¥iti pomér téchto funkef se zfetelem k tomu,
jak se tu jevi jejich hodnoty, nazvali bychom tyto isodromické,

*) Viz Studnicka ,,Elegnenté.rni odiivodnéni periodiénosti nizsich funkef
transcendentnich“ Casop. R XXIL pag. 209.
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ony pak peridromické,*) jeZto se tu hodnoty vracejf k plvodni
platnosti, onde pak postupuji o stejné prirtstky dale, pii cemz
odpovidd obycejné periodicnosti neboli peridromic¢nosti zvldStn{
splisob mnohoznacnosti nekoneéné neboli isodromicnost.

Strojeni stredi zakfiveni trochoid.

Napsal
Eduard Weyr.

Y roviné budte dany dvé cary, dotykajici se v jistém bodé;
jedna z nich budiZ pevna a druh4 nechf se kotall bez Sinutf
po prvni, t. j. necht se tak pohybuje, by se stéile dotykala pevné
¢éry a by zaroven oblouky obou éar na sebe applikované mély
stejné délky. Libovolny bod roviny, pevné spojeny s pohyblivou
carou, opfSe pak &dru, kterd se vzhledem k vytéenému pohybu
nazyva trochoidou (kotalnice, roulette).

V této kratké tvaze chei jednoduchym splisobem od-
voditi zndmé konstrukce normaly a poloméru zakiiven{ tro-
choidy.

Za tfm tcelem poklddejme kfivou c¢dru za limitnf tvar
¢4ry lomené, utvotené ze spojivych ptimek po sobé jdoucich bodd
dané Cdry, a to pro ten pifpad, Ze se délky spojnic stdvaji ne-
konetné malymi; patrné lze za ptic¢inou zjednoduSeni piedpo-
klddati, Ze veSkeré tyto spojnice majf délku stejnou.

Vzhledem k tomuto ndzoru uvaZujme o dvou lomenych
Cardch, sloZenych ze stejné dloubych piimek a jeZ majf jednu
spolecnou stranu. Uvedme jednu z obou &ar v pohyb tim, Ze ji
oto¢fme kolem- jednoho spoleéného vrcholu, aZ splynou dalsi dvé
strany; pak ji opét otocfme kolem nového spoleéného vrcholu
a¥ do splynuti dalsfch dvou stran, atd. Drdha opsand bodem M,
pevné spojenym s pohyblivou carou, bude se sklddati z kruho-
vych obloukiiv opsanych resp. kolem onéch po sobé jdoucich
vrchold A, B, ... a bude tedy normala drdhy prochdzeti pti-

*) Tim by se zavedly vyrazy stejné¢ho rdzu, jako jsou jiZ zndmé mono-
drom a polydrom, jichZ néktefi mathematikové uZfvaji ve svych vy-
kladech funkénich.
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