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Priloha k Casopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

0 korenech binomické rovnice stupné sudo-sudého.

' Pro studujici napsal ’

Dr. F. ). Studniéka.

« K rychlému popularisovéni pojmu c¢isla soujemného ¢ili
komplexntho pfispélo zajisté nejvice grafické fefenf tak zvanych
rovnic binomickyjch, jez ptedstavuji zvlaStnf ptipad rovnic stupné
n-tého tvaru

Z”,‘ apxt* =0,
k=0
vyhovuji-li soulinitelé a; podmince
a4, 30, an £ 0,%)
4=0, (k=1,2,38,...,n—1). °
Jestli pak ten neb unen aneb oboji nemizejfci koéfficient
bud redlnf neb soujemny, 1ze rovnici binomickou uvésti na jedno-

dussf tvar
an+1=0,%)

kteryZ moZné tedy povaZovati za typicky.

*) Symbol =}= zna®i opak rovnosti a &te se ,merovnd se.“.
**) V prvnim pifpadé poloZf se pifmo

a,
Lt =",
a”

 kde#to v drnhém obdr#i se napfed

a—i——lﬁ, ™ ~-1==0,
. etfi :
coz se uvede realisovdnfm jmenovatele na tvar

(44v)a"—1=0,
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*“Ukolem FeSetif jest tu stanoviti tolik kofendv, kolik jednotek
obsahuje ¢fslo » stupeii rovnice znaéfci. A jelikoZ kaZdy z téchto
n koFendl pfredstavuje relativné vzatou jednotku soujemnou, jichz
misto jest kruZmice poloméru 1, v roviné osou cfsel redlnich
a imagindrnfch dané, splyvé tkol tento s kyklografickym tikolem
rozdéliti kruZnici tuto na = stejnych diliiv, kteryito iikol jest
nejzajimavéjsim v pt{padech jednoduchych, kde moZna tuto délbu
provésti pomocf kruiftka a - pravitka.*) Cole e b
Majice zde zvl43té na mysli vzdjemnost koi‘enﬁ rovnice
binomické stupné sudo-sudéhe, tedy rovnice tvaru

aw+1=0, - )
uvaime, Ze levou jejf stranu mo¥nd nahraditi soudinem

@—=D@E+1D)@E—9) @ +9),

a uZijeme-li tvaru kanonického pro tento koéfficient soujemny, kla-
douce tu ‘

u+tvi= re'® ,
obdri{me koneéné pomoci substituce
. . : z":x”reio
vytéeny dffve tvar typicky. h
-Ostatnd moZnd i obrdcend postupovati a napfed si zjednati
n__oe+pfi__
L E— + bz 0
z dehoZ se pak obdri{ C .
z" — (4 +v,9) =0,
takZe konecné se pfijde k

z=r l[eosg_*- ”—}- sm°+2k"‘]

*) Jednoduchym stdvd se provedeni toto, jestli n éfslo kmenné tvaru
2™ + 1, jakoZ ukdzal Gauss svym rozdélenfm kruZnice na 17 stej-
nych dild. Viz Gauss ,Disquisitiones arithmeticae“, kdeZ autor na
svém vytisku poznamenal ,Circulum in 17 partes divisibilem esse ge-
ometrice, deteximus 1796 Mart. 30.%, anebo Serret ;Handbuch der ho-
heren Algebra“ II. pag. 434 et seqq. Viz jesté Abel, Crellés Jour.
Bd. IV,, 2, 5., 131., kdeZ se jde dile.
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takze koteny jeji obdrzfme YeSenim étyt niZSfch rovmic binomi-
ckych a to tvaru

#»—1=0, @)
»41=0, 3)
et — =0, o @)
ar + :=0, )
které? moins. provéstn vesmes pomoci vzorce Mowre-ova.
p+2lm

1

(coso+ising)"=coso+ + <8 9+2k" —e ",
kdez k znaéf libovolné &fslo celistvé a tedy vyraz tento poskytuJe
pouze n riznych hodnot kofenovych.

A tu bude v pipadé prvém pro ¢ = 0, zavedeme-li kratsf
oznacen{

a:%, takZe €2 =1,

feSenf rovnice (2) vyjadfeno vzorcem

1
(1)‘5=.a,,=e2"°‘, (k=0,1,2, ..., n—1),

oznaéime-li jednotlivé kofeny symbolem &. Ptedstavujice geo-
metrickou fadu, majf za soucet, jakoZ znémo i odjinud p¥imo,

n—1 . e2ne 1
Zn= gm0 |
z &ehoZ pak plyne, vritime-li se k pivodnfmu vyrazu pro e,
n—1 o y o
% cos 2P =0, EsinZT—o. ©)
k=0 n n

A ponévadZ tu plat{ souasné
P— — ¢2ke,

Eni —(tn 2k)e — 2ne , -—2ka — —2Ica’

pozndvime, Ze tyto kofeny jsou rdzu sdruzeného neboli konju.
govaného *), takze znalf-li se symbolem

Voo

*) Viz Studnicka ,Algebra pro vyssi tiidy skol stfednfch“ pag. 63."
g*
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_ Ku = a — bi
¢islo konjugované s cfslem ‘
u=a + be,
o nich platf v8eobecné, sudému a lichému n ptiméiens,
Ep_p = Ke,, » ) ;
Podobné obdrilme v pi‘lpade druhe’m pro ¢ — m vzorec

(—-1)7:3;:e(2k+1)a, (k:O 1,2 ...,n—1),

takZe i tu jest soucet geomet) ické  ¥ady soustavou téchto ko-
fentt dané

n—1 827‘“ —_— 1
gy = e — 0,
=0 2a 1

coZz vede ku pozndni, Ze i

A ponévadZ tu platf soucasné
& = kDo
e.._n—} — o(2n—2k—1)e — e-—(2k+1)a

jevi se i zde vzdjemné sdtulenost vyjédifend vzorcem

b1 =Keg, . L 9.

Abychom Fefili .rovnici (4), poloime o = Y7, nafeZ ob-
dr¥fme

1
(':)—':=5:= 3(4k+1)a1 (tk=0,1,2 ..., n—1),

zavedeme-li kratsi ozna.éeni

- ' ) ‘ 2 s . takze 64““'—1

Soucet kofenii téchto, pi'edstavuﬁcich tadu geometrxckou,
vyjadfuje vzorec .
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n—1 edme |
2 & = e"“—"——-—~— =0,
=0 . e —1

takZe se zfetelem k vyznamu veliéiny « obdrifme takté

“Elcos +1m_.0 2sm4 +11¢__O (10)

=0

AvSak sdrufenost diive vytlend. se tu nevyskytuje.
Podobné obdrzime pro @ — 3/, co feSenf rovnice (5) vzorec

1 .
(—)" =g =@t (k=0,1,2, ..., n—1),

kdeZ soudet vSech kofend jest

n—1 dne __ 1 ‘
we__ g e — i __
;‘fos‘ an4a-_1 O,
z CehoZ plyne
n—1 )
Z‘cos4 +3n_.0 Zsin4k+3u=0. 11

k=0 2n 2 _
A protoZe tu souéasné plati '
8::'_’“_1 — n—ak—1)e — dne —(4k41)e— Ke: (12)

oy = eUn—tk—8)x — ne —(4k+S)e — Ko’ (13)

pozndvime, Ze koteny rovnice (4) a (5) jsou na vedjem sdruzené
neboli konjugované.

Abychom tyto vysledky kritce ptehlédli, zavedme pro «
stejny vyznam, kladouce

o= —1,
n 1

nadeZ budou kotfenové soustavy rovnic nasich vyjddieny vzorci
- ' e2ku‘,‘ o(2k+1)e , el/2(4k+1)“‘, 81/2(47«1-}-'3)0:,} (]4)

budou vSak po sobé ndsledovati v fadé

“w

. | ll‘ . .
€y L) €y €y

i

takze body na kruZnici poloméru I svou polohou je zndzoriujfe
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rozestaveny budou v tomto pofddku, poéfnajic bodem &,, leZfcim
na ose c¢isel redlnich.

Zsroven tu patrmo z vyraziv (14), Ze pfi délenf kruZnice
na n stejoych dild smérem béhu rucicky hodinkové protivnym
od tohoto bodu &, poéfnajic poskytne n bodd pro soustavu ko-
fendl rovnice (2), takZe otoceufm této soustavy bodiv o ihel

11 T L/
rovaice @, @,

dojde svého grafického Fesent.

Soustava bodiiv, Fesfcich svou polohou rovmice (2) a (3),
poskytovati bude dvojice bod& poloZenych symmetricky k ose
&fsel redlnich, sdrufené neboli konjugované hodnoty kotenové
takto pfedstavujic; soustava pak bodfi svou polohou rovnici (4)
a (D) YeSfcich obsahovati bude podobné dvojice na vzdjem, aviak
i dvojice bodd poloZenych symmetricky k ose éfsel imagindrnich,
jez bychom nazvati mohli, chtice zjev tento zvl4st& vytknouti
symbolem, poddruZené neboli subjugované. Znaci-li totiZ

u="bl+4a,

udifme '
Su=b—a=—Ku,*

kdei symbol S jest tedy obdobou di'Ive zde uvedeného K, takie

tu bude, znésobfme-li,

et yDteE= -—(a’+ b’)‘::-a-Nu:,»’

znadf-li symbol N normu é&sla soujemného u.**) Podlé toho by
o nafich kofenech subjugovanych platilo

Sema — o(® —ma) — — ma’

s —e i
Fopertiae o i Y g gt

cemui soustava & .i¢’ pro zvl&étni hodnoty pi‘Ipony k vyho-

vuje "PH tom vyskthJe se, jestli
0 ERESE TRV I ; .

*) Pro tuto jednoduchost nebyl ustalen 24dny novy symbol, takie tuto

jen co piklad se uvddf.
. ™) Vig, Studnicka ,Algebra. pro vyssf tiidy fkol stfednich“ pag, 62.
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n=4k 41, kofen &' =1, &"=—71,
n=4k+3, , &=—1, &=,
jakoZ se z prisluSnych vzorcd snadno pozn4.
Abychom jednotlivosti tyto bliZe jeStd objasnili, zvolme

pro = urditou hodnotu a to éfslo liché 3 a sudé 4, émi
nklé.dame si feSiti rovnice

1—_1=0 a 2%*—1=0.

: Znalf-li pak na vedlejéich obrazefch OX osu &sel real-
nich, takie O7 jest pfisluSnou osou ¢fsel imagindrnich, rozdélme

bodem &, poéfnajic celou kruZnici na 12 (16) stejnych diliv;
a tu bude polohou svou znaéiti hodnotu kofene pfislusné rovnice

(2) bod &, &, & |&*)

U
@) 5 &, &, & |4

“” 4“" “" R
(3) n foy &y & |&

s 9 e "
(5) n €y €, & [&.

~ Zaroven tu pozndvdme, e u rovmice prvé platf

%) Soustava bod ¢, phijdev soustavn gy €, e;"‘, prevedeme-li osu OX
piiméfenym otodenim do polohy OX", OX', OX'", jako% na obraze
drubém i naznaceno.
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s"_.Ss'l', I AY

Nl — SE‘.“, £ul — 'l

kdeito u rovnice druhé jest

ll u, “wi
& =8 = Ks

“’-—Ss“."::Ke" a t d

Konecné budiz jeSté poznamendno, ze v soustave korem‘i
nafich rovnic binomickych rozezndvati moZnd dvojice, zn4zor-
néné body, poloZénymi symmetricky k obéma osdm, vyjddiené
tedy hodnotami stejnd velkymi, ‘ale opaéné oznadenymi, takie
-symbol KS soudasné tu platny méni se v pouhé znamenf —
a jest vyznatnym pro body protilehlé. 1 jest na pf.

v pipadé prvém & —= —¢&, & =—¢&),
v pipadé druhém & = —¢&;, &' =—¢;.

Abychom se zminili té% o éfselném FeSenf takovychto rovnic,

 uvddime na mysl tabulky, obsahujicf pomérné délky sinusiv a

V<

kosinusv*);'z nich iio%ns’ pHfmo  vyhledati ty veliéiny, jimiZ
koi‘eny df(ve uvedené jsou vyj:idi'eny, naéez sestaveni jich

*y Viz Studnidka’ ,,Kapesni tabulky logarlthmmké“ VI vyd ‘pag. 40
et seqq.
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v ¢isla soujemnd sloZenf vzorcem daného nelini Zddnych obtff.
VSech 12 kofendt na$f rovnice vyjadfilo by se takto:

&% =1, :

& = cos 30° 4 < sin 309,
&, = co8 60 - ¢ sin 60 = sin 30 - < cos 30,

& =1,

& = — ¢08 60 -}~ 7sin 60 = S¢',,
&, = — cos 30 + 7 sin 30 =S¢,
& = — 1= 8¢,

&’ = — 0830 — ¢8in 30 = — &;;
& = — €08 60 — ¢8in 60 = — &,
7 = —+t=K¢;’,

‘

&, = ¢0s 60 — ¢ sin 60 = K¢, ,
&, = cos 30 — ¢ 8in 30 = K¢/,

z ¢ehoZ -patrno, Ze tfeba zndti pouze

sin30 ='/,, cos30="1/, Y3 =08660254...,

aby se Ciselné sestavily vS8echny kofeny této rovnice, jichi
soucet rovnd se nulle, takze presvédéivie se o tom, seznali
jsme i spréavnost vyrazd téchto.

Ze vseho, co tuto bylo vyloZeno o vyjidfeni kofend rovnic
binomickych, jde zéroven zfejmé na jevo, Ze zavedenfm ¢isel
soujemnych, sklddajicich se z &4sti realnf a z ¢4sti imagindrnf*),
poskytnut algebfe velmi vitany a dileZity prostfedek, rozezni-
vati a vyjadfovati kofeny nejen positivni (verae) a negativnf
(falsae), nybrz i nemo#né (impossibiles), smy&lené, ba nesmyslné
(imaginariae), takie jiZ Descartes smél tvrditi ,caeterum radices
tum verae quam falsae non semper sunt reales, sed aliquando
tantum tmaginariae, ¢fmz tato protiva do algebry zavedena a
béhem c¢asu k nynéj§imu vyznamu pfivedena.

*) Ibid. pag. 15,
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