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0 primém integrovéni vyrazi
Sin? z cos? z dx.
Napsal
prof. Dr. F. J. Studnicka.

Mezi jednoduchymi differencidly goniometrickymi integraci
podrobovanymi- stoji v prvni fadé vyraz

sin?  cos? x de,

kdeZ vSeobecné znalf p a ¢ ¢isla libovolnd, celistvd neb lomend,
positivnf neb negativni,- ve zvla§tnfm pak pripadé, jejz zde mdme
na zieteli, jen ¢isla positivni a celistvd, takZe prfsludny integrél
mé jediny tvar

I= / sin? & cos? x da . 1)

Ustanoven{ hodnoty jeho provadi se splsoby rozlicnymi
a sice bud podlé redukénfch vzorcll sniZovdnim mocniteld,*)
nebo prevedenim na tvar algebraicky néjakou substitucf vhodnou,
na pf.

©  K¥
y:tg’?—W )
takze tu plati
ine—2Y_ 1=y g 2y
sxnw_l+y,, cosw_1+y,, dw_lw,

*) Viz Studnitka ,0 poétu integrdlnfm“ pag. 62.
**) Viz Schlomilch ,Ubungsbuch II pag. 36.
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a tedy se tim obdrZf ze vzorce (1)

P (1 — y%)e
I =2t / (3{-——————_§_ yz)p-y%q)ﬂ dy ,
anebo koneéné piimym provedenfm integrace pomocf vzored,
vyjadfujicich soulin sin® z cos?« fadou, obsahujici multipla si-
nusu neb kosinusu.*)

Ze tret! tento spiisob jest nejpohodlnéjsf, nelze upkiti, je-
likoz se hodnota uvedeného integralu obdrzi piimo. Jde tedy
jen o to, zndti prfslusné vzorce, aby se poloZily integraci za
zdklad.

PonévadZ v naSi skrovné literatufe nemame dosud spisd,
z nichZ by se Cerpati mohlo poucenf o jich sloZeni, budiz zde
o nich pojedndno, a tim i vyhovéno jednomu z hlavnich tkoli
Casopisu tomuto vytCenych, wvypliiovati totiz literdrni mezery
v oboru mathematiky a fysiky uw nds se jevici,

Pfi tom zvolime opét tyZ postup, jakym se ¥idilo pojednant
diive zde uvefejnéné ,O rychlém odvozeni dvou vzorcl gomio-
metrickych“ ; vyvineme totiZ napfed obdobné vzorce pro funkce
hyperholické, a od nich pak pfejdeme ke vzorctm pro funkce
kyklické neboli goniometrické, ponechdvajice laskavému Ctendfi
podlé toho upraviti si cestu pfimou, funkei hyperbolickych ne-
predpoklddajfci.

L

JakoZ zndmo, uren hyperbolicky sinus S a kosinus K
vzorci
ez_e—:c

S (@) = 9 @
K (z) = L‘%"— 3)
takZe podlé toho platf patrné

*) Viz Laisant ,Intégration directe de expression cos® z sin?x d,“ Ass.
Frang. XVIIL pag. 225, kdeZ se vyklidd co véc novd, a¢ neni ne-
zndmd, jakoZz se pozndvd na pf. z Worpitzky ,Lehrbuch der Diff. u.
Int.-Rechnung®, pag. 472., kdeZ obsaZeny jsou nase piisluiné vzorce
ve formé ponékud odchylne odvozené. g
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1 .
82 () K9 (@) = gprg (" — e (8 e~

vyvineme-li tedy na pravé strané oba binomy podlé znémé po-
ucky v fady, jez budou konecnymi, jelikoZ p a ¢ predstavuje
" positivuf ¢éfsla celistvd, a spojime-li pak po zndsobeni obou Fad
ptisluiné binomy podlé vzorcd (2) a (3) opét ve funkce S nebo
K, obdrifme konecné, ¢tvero ptipadi zde rozezndvajice, pohodlné
tyto vzorce:

1. Pro sudé p a ¢

2(p4-g9)—1
2rte=1 82 (2) K2 () = }‘_, —1 AR (p+g—2k)e
=0
s Aypta) s 4
2. Pro sudé p a liché ¢
Ya(p4-g—1)
2t S (@)K (@) = Y| (—PAK(p+q—2k)a; (5)
b=0
3. pro liché p a q
Yo(p1-9)—1
ptS @K@= ¥, (—1FASP+g—2)a
k=0
Y, Aypta s (6)

4. pro liché p a sudé q

Yo(p+-g—1)
ot @K () = ¥, (—FAS(pFg—2W)e, (7)
=0
znalf-li tu vesmés
A=p— Pt @p—2—. . 0, (8)

pti CemZ uZito nejjednodusifho symbolu pro koéfficienty bino-
mické, takZe plat{ vieobecné

—1)...(p—h—1
n=En =t 2.

Z tohoto sloZenf koéfficientd Ay jde na jevo, Ze ve zvlast-
nfm pifpadé, kde
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=9
stane se hodnota jejich nullou, jakmile % vyjadfuje se éfslem
lichym, tedy platf

Ay=0pro k=2m—1, (m=1,2,3..)),

coZ i ze sloZeni pFisluSného soucinu

. 1 .
» = — »
Sin? 2 08 & = 53 Sin 2z

jde na jevo. Podobné se obdrif ve vzorci (4) a (6)

Ayyp19 =0
pro ptipad zvldstni, kde

p=2mF1,q=2m+1.

1L

Jak bychom z predchézejicich vzorcli, obsahujicich funkce
hyperbolické, zjednali si vzorce s funkcemi kyklickymi, jest
zndmo, jelikoz

8 (i) = 7sinz,
K (ir) = cosx;

obdriime tedy ze vzorce (4) pro sudé p a ¢

i3 (p49)—1
(—1)® 2rta-1ginp o cos? o = Z (— 1y Ascos(p+ q—2k) =
=0
s Ayyprg) s 9)
pro sudé p a liché g ze vzorce (D)
3 Yolog—1)
(— 17 rtetginr zcoste = Y| (—1)*Axcos (p-+-g—2k) , (10)
k=0

pro liché p a q ze vzorce (6)

p—1 2 (p+-9)—1
(— 1) * 22T gin? g cos? = Z (— 1)*Ay sin (p+g—2k)x
k=0

&y Ayyptra)s (11)
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a konecné pro liché p a sudé q ze vzorce (7)

=1 ,_fz(P gq—1)
(—1) % 2P ginPwcosie = Y, (—1)Assin(ptg—2k), (12)

k=0

" pii CemZ vyznam soudiniteld A; jest opét vzorcem (8) sta-
noven.
Zaroven tu jde na jevo, jak bychom pro

p=0
zjednali si ze vzorce (4) a (5) jakoz i (9) a (10) fady podobné

pro
Ke(x) a costz

a stejnym spisobem konecné pro
¢g=0

ze vzorce (4) a (7) jakoZ i (9) a (12) obdrZeli fady podobné
pro
S (x) a sinfa,

ph cemz tu sude i liché p, onde sudé i liché ¢ by se p¥imo
rozlilovalo. *)
Jestli tedy na pr

p=>5 q¢=3,
bude podlé vzorce (11)
128 sin’ x cos® @ = sin 8z — 2 sin 6z — 2 sin 4 - 6sin 2,
kdeZ naopak pro '
p=3, ¢=5
se podlé téhoZ vzorce obdrif
— 128 sin® @ cos® x — sin 8x - 2 sin 6 — 2 sin 4@ — 6 sin 2z,
jakoZ se pomoci vzorce (8) snadno urcf.

*) Viz: SkFivan ,Predndiky o algebraické analysi“ pag. 98.
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