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Stanoveni soucti jistych nekoneénych fad,

Napsal
Eduard Weyr v Praze.

Pan Appell poukdzal v Comptes Rendus t. LXXXVI, pag.
953 k tomu, Ze lze souCet nekonecéné Fady, jejiz cClen w, jest
racionalnou funkef indexu =, vidy vyjddfiti pomoci derivact
funkce log I'(), ano Ze v jistych pifpadech lze soucet ten vy-
¢isliti elementarnymi funkcemi, totiz logarithmy a funkcemi
goniometrickymi.

Tomuto vycislenf jsou ndsledujicf{ ¥adky vénovany.

1. Zna¢me symbolem log pfirozené logarithmy a vezméme
v uvahu vyraz

1
L s IR e AR
v némz z znacf jakoukoli realnou neb komplexnf hodnotu, a %
kladné celistvé ¢fslo, jez v nasledujicf tvaze roste do neko-
neéna; arci predpokldddme, Ze Zadny z jmenovateli nevymizi,
t. j. Ze z se nerovnd celistvému zdpornému ¢islu.

Roste-li celistvé c¢islo & do nekonecna, tu se vyraz (1)
bli#f konecné hodnoté, zdvislé na z, kterou Gauss, Werke t. III,
pag. 153, oznaluje ¥(z),

. 1 1 1
@) We)=lin (1ogk_m_-z__i___2_ _m),
limk = oo,

Abychom to ukédzali, nahradme log % souctem

3 4 k
log2+log—2-—{—log—3—+... —}—logm,

¢imZ
11
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T 38 1
vP‘(_z)__.hm( +1+ log2 — +2+10g,————z+3
1
+]0g—3——“...'—m)

-y . . E4+1 .. .. .
aneb, ptipiSeme-li na pravé strané ¢len log o jehoz limita
jest 0O, A

) — 1 v+41
3 Por)— X |_—
®3) (2) v:l( z+v—|—10g i ),

a jde nynf o to ukdzati, Ze Ffada na pravé strané konverguje.
Oznaéme literou ¢ absolutnf hodnotu ||, zvolme celistvé kladné
¢islo A= ¢ a piSme

h—l

no=3 et 3, ks
+ log jl)

takZe jest ndm vySettiti konvergenci druhého souctu.

JelikoZz pro » >1 a v>§ mdme rozvinut{ absolutné kon-
vergujici

v+ 1 o1y 1 11 11
log%:log(l—{—;):-v— Sty —
1 11 1
—z—}-v'—__v—l ;z —17(1__+ ,;',?"l‘)a
—I—’V
\ 1, 1, 1
S U e Sl Wt s
v v~ v v? v i
soudime, Ze
% 1 ., 1 1
vi1 1ttty By 47
log v —z+v< v? _{" V3 + vt +'

<E(+i+b+ s+ )
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t. j.
v41 1 ¢ 1 §
log v —z—}-v<v(v—§)+v(1}—1)<v(w-—§)
1
TR =g
a ze tedy .
® 1 v-+1 ® 1
E st |<en £y

jelikoZz fada na pravé strané md patrné koneény soucet, jest
konvergence fady na levé strané stojicf dokdzdna. Je-li tedy té%
zakonceny soucet

b1 v + 1

Z |- lo )

v=—1 2 + v + 8

kone¢ny, t. j. neni-li z zdpornym celistvym cislem, jest i fada
(8) definujici ¥(z) konecénou.

Funkce %(z) takto definovand jest funkei analytickou,
jednoznaénou v celé roviné komplexn{ roviny z, a nekonecné
velkou toliko v pélech 2 —=—1, — 2, — 3, ... SkuteCné mame
pro kazdé z rtzné od téchto pold

1, 1
= 1 v+1 w[z_? 3
o= 2 () + & -
zz——i— ]
_’;‘/'4—“'_' ..

a ponévadZ, jakoZ z pfedchozf tivahy patrno, dvojitd nekoneénd
fada absolutné konverguje, ano i nahrazenim vSech do nf vché-
zejicich hodnot jich absolutnimi obnosy konvergentni rada vy-
chdz{, mdame

h—1
o= 3 (_-——4_10 ”+1)+A+ 2__1_
v—1
——222 s+ 2° Z—!-—...,
s e

11%
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1,1 1,1
kde psédno A misto ———2—2F+—3—2;§—— ceey

¢im? tvrzenf dokézéno.
Vyraz ¥(z) rovnicf (2) neb (3) definovany souvisf s funkef
- I'(#2) rovnicf
dlogI'z—41
!P‘(z):—u——g d(z + ),

jest tedy ¥(z) logarithmickou derivacf druhého Eulerova inte-
grélu pro argument z 4 1, k ¢emuz zde budiz pouze pouk4zéno.
2. Odvodme si nékteré vlastnosti funkce ¥(z), jichZ ndm
bude tieba.
Dle rovnice definiénf (2) neb (3) jest patrné, Ze plati

1
4) ¥z +1) = P@)+ Pt
kterdZ rovnice poddvd hodnotu #(z) pro kazdé realné z, znimy-li

jsou jeji hodnoty pro intervall rozméru 1.
BudiZ » kladné celistvé ¢islo; dle rovnice (2) méme

1—n\_ .. n n n
!P‘(—n—)_.hm (Iogk——l-—n+1—2n+l—-
_ n
k—1)n-1)°
2—mn . n n n
Pl— | = —_—— — —
( n ) hm(mgk 2 w2 ml?

- F=F)

el —1—mn\ . n n
q’(——————)—-hm (logk—-n__l—n_'_n_1

n

L n
2n—+4-n—1 "'_(k—l)n—l—n—l)’

TO0) =i k*r__" __" _
(0) = Lim (log n n-tn 2-fn

~ F=Twr)
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pti lim & = oo. Seétenim viech téchto rovnic obdrifme na pravé
strané

i l 2' - « T

nlim(log(kn)—1__2_._____ . .‘—~kin)—nlogn

t. j. n%¥(0) —nlogn, ¢imZ jsme nabyli formule

®) ( )+w(2“")—|—...+qr(——:;)
= (n—1) ¥(0) — nlogn.

Dle defini¢nf rovnice (2) méme

. 1 1
P(—z) — Pz — 1) = — — _

(—2) — ¥z 1)_11m(10gk U e

_ 1
—z4k
. 1 1 1
-—-hm(logk——;—z——_}_—l— oo ——m:—r)
1 1
“l‘m( +: 1+z—l-1+ 2+z+2+"
+z_'k+z+k);
na pravo jsme pfipojili ¢len é_-}-—fa’ jehoZ limita jest 0. Pfepi-

Seme-li pravou stranu na

——-I—h ()(1 ! ), v==+1 +2, ..., +Fk
v,

z—

vidime dle zndémé formule, Ze se rovni =z cotgmz, ¢imZz naby-
vime dal§{ formule

(6) P(— 2) — P(z — 1) = = cotg n=.

Z nf plyne derivovénim dle z
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4 Y4 — 1[2
(0 q"("z)‘l‘q"(z—l)—m,
jakoZ obdobné derivovinim formule (4):
' 4 —_— 4 1

Udinivie v (1) z= —;, méame

, 1) __=?
wFﬂ~?
a tedy vzhledem k (8) vypocteme ¥’(z) pro kaZdé z riiznfcf se
0 —;— od c¢fsla celistvého, kladného neb ziporného; na pr.:
(1) _ =?
w(b)=2 s

Ze lze i pro celistvd z udati hodnotu ¥7(z) v zakoneném
tvaru, vychdz{ z formule plynouci derivovdnim rovnice (3)

1
P)—= X
~ ©=2 o
méme totiz
® 1 72
TO=Z25 =T

a funkce ¥”(z) pro celistvé z plyne nyni pomoci rovnice (8).

3. Gauss ukazal, Werke III, p. 157, Ze Ize rozdil ¥(z) — ¥(0)
pro kaZdou racionalnou hodnotu argumentu z vyéfsliti v zakon-
¢eném tvaru pomoci logavithmi a funkef gomometuckych a sice
nésledujic{ duchaplnou tvahou.

Ozna¢me m, n dvé celistvd kladnd c¢isla, z nichZ m jest

mendf, a zvolme z = — —7:— Polozme ddle %": o a oznadujme
literou @ kterykoli z hll o, 20, 3w, ..., (n — 1)o; pak plati

1=-cosnp = cos2np —=cos3np = ...,
cosp=cos(n+1p=cos@n+1p=...,
cos 2¢ = cos (n -} 2)p = cos (2n 4 2)p = .

..................
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a déle
cos @ - cos 29 |- cos 3¢ ... fcos(n—1)p 41 =0.
Méme tedy, poloZfme-li za z v rovnici (3) posloupné

l—n 2—n 3—n 1
n n n s--'a—ga 0

a ndsobfme-li vysledky resp.
cos @, cos 2¢, cos 3@, ..., cos(n—1)p, 1
tyto rovnice

COS(sz'(l%n): — n co8 ¢ - cos ¢ . log 2

n
*n+1003(n+1)9’+003¢ log 5

cos2q7‘13"(:2;;1&):———g-cos2¢p+cos2tp.log2
| ——" ¢ s(n—2) s2¢p.1 3
n+2o ¢ -}co p.logo—...,
cos3q)qf(3:n):—g—cos3¢p+cos?)q>.log2
» 3 3p.log >
—n+3cos(n+ )p -+ cos 3. 0g 5 -
cos(n—1)p & (-— —) = 08 (n— 1)@ - cos(n—1)gplog 2

" 3
—gm 7 ¢ @2n— 1)p + cos (n—1)p log—2—— ceu

=" log 2 — 2 cos 2np - log = :
%P‘(O)__-——?cosnw—}— §2—g, cos ng 0g 5 — «v 1
secteme-li tyto rovnice, obdriime

cos«p’lf(l )+cos 2(})713‘(2 )+cos 3q,zp(3';")+ )
+- cos (n—-—l)(p’P‘(—-?)—l— (0)

=—n (cos (p+~;— cos2¢p+—?1)— COS3¢+-‘1—cos 4(p+...ininf.) ,
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jelikoZ faktory u vSech logarithmidi vymizi. AvSak pro kazdé «
nepfesahujfcf 1 mame*)

Iog(l——2accos:p+w2):——-2(ac cos @ —[—%mzcos%p
+—§—w3cos3tp+ . ),
*kterdZ fada snadné vychdz{ rozvinutim souctu

log (1 — rz) -+ log (1——-”:—),
znaéfme-li » hodnotu

*) Kofeny rovmice 1 —2xc08@ -+ 22=—0 jsou cosp+ V —1sing 3
o —_ . . — . 1
polozivie cos 9 + V' —1singp=r, jest cos o —V — L singp = — a
tedy totozné

1—2zcosp+a2?= (x—r) (ac——- —1—) = (1—%) 1 —ra).

Pri -;i <1t j |z|<<1 mime viak
x x 1 2? 1 28
log (1= ) == F =g~ s

a pii |re| <<t. j. o] <1 obdobné
- 1 .
log(l—ra:):-—rx—?r’m’——gr%“—- ceey
a tedy sedtenim
log (1 — 2z cos @ + %) = — (1+l) z— L (r”+ 1 x?
g r 2 r?
1 1
— ) 25—
3 (r + fr“) = ces
Ale "+ " =2 cos vy, &im¥
log(1 —2xcosp + %) = — 2 (xcosq>+—;- x? cos 29
1 scossa
+ 3% cos3p-+.. ) ,
rovnice platnd pii |« < 1. Pongvadi viak fada pro z=—1 jeité

konverguje, platf, dle zndmé véty Abelovy, toto rozvinutf{ i pfiz=1,
proceZ

log(@—2cosp)—=—2 (cosqa+-;—cos2¢p+%cos3q:+ . ) .
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cos  + Y/ —1sing.
Tim pfedchozi rovnice nabyvd tvaru

cos¢ﬁlf(1——)+cos2tp’?(2 )-]—(,0839)"1"(3

4 cos (n— 1)g ‘P‘(——%)

)+...

= 4“(0)—{——;—nlog(2——2cos P).
Polozme v této rovnici posloupné
9—w 20, 30,..., (n— 1w

a zndsobme takto vychdzejici rovnice resp. hodnotami
cos m®, €os Amw, cos dmw, ..., cos(n— 1)mw
a seCtéme vysledky, i obdrZime

?P‘(l - ) Z(cos g cos m @) -+ ?P‘(Q ) Z(cos 2¢ cos m(pH—-
+ qr(_- i) 2 (c08 (n — 1) ¢os mg)
= — ¥(0) Z)cos me + = n(z; [cos me log (2 — 2 cos @)],
kde summaénf znameni se vztahuji k hodnotdm

=0, 20,...,(n—1)o.

Pricteme-li k této rovmici onu, kterou jsme v &l 2. od-
vodili,

i R e Rt
= (n— 1)¥(0) — n log n,

3—mn

a prihlédneme-li, Ze platf rovnice

—1
1+ Z(cosk o cosmp) =14 ”ZJ €08 kve cos mv @
v—1
=1 - cos ke . cos mw 4~ cos 2kw . cos 2mw +-. ..
~+cos (n—1)ke . cos (n— 1)mw = 0
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pfi kterékoli hodnoté Z=1, 2, 3, ... (n—1) vyjma k=m

a k—=mn—m, v kterém piipadé vychdz{ hodnota —;—n, obdrzfme

m—mn
n

nN—m-—mn
n

R e

—{—(2)7 cos mep] -+ —721(23‘ [cos mo log (2 — 2 cos ¢)] — = log n,
P )

¢ili, jelikoZ
1+ Zcosmp =0,
(@)

qr(— _’;l)-}. T (—’L%T) = 2 W(0) — 2logn

—+ cos me log (2 — 2 cos @) + cos 2 mw log (2— 2 cos 2w) 4 . .
~ cos (n— 1)mw log [2 — 2 cos (n — 1)®@].
Patrné se rovnd posledni séftanec na pravo scftanci
cos ma log (2 — 2 cos @),
predposlednf pak séitanci
cos 2mw'log (2 — 2 cos 2w), atd.,
tak Ze sitanci jsou si podvojné rovny, vyjmeme-li séftance stfed-

ntho pii sudém = se vyskytujictho, totiZ

n n
cos—g—mw.log (2——2cos~2-w),

ktery pfi sudém m m4& hodnotu --2log2 a pii lichém m mé
hodnotu — 2 log 2.

Pribeteme-li k poslednf rovnici rovnici v ¢l 2. odyozenou
: 2P‘(——ﬂ)——- T (———n—__ﬁ) = mcotang —,
n n n

obdrifme pro kladné liché celistvé ¢islo n a pro kladné celistvé
m<n
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g (—— %) = P0) % w cotang %’f —log n
2mm 2%
-+ €08 —— log (2 —2 cos—n—)
©)] ~+ cos éﬁ"—‘ . log (2 — 2 cos ‘%)
—}-cosfs—n—ZE log (2—2cos 6—-)—l— ces
-} cos ﬂ . log (2——2 cos (n__—n_l)_az),
a pro kladné sudé =» a kladné m <<n,
’P‘(— -:—r:-) = %) + % 7 cotang Z”n_"__ logn
2mm 2%
+ €S — — log (2— 2 cos -;)
(10) +cos‘5’i‘f . log (2—2cos 41-1’)4- e
~+ cos ——=— (r—2)m 2)m“ log (2—— 2 cos @—-——72—2—)—7‘) +log 2,
kde v poslednim séftanci v pravo platf znameni - p¥i sudém

m, a znamen{ — pfi lichém m.

~ Jest tedy rozdfl ?P‘(—— %)—— P(0) vyjddren logarithmy a

vyrazy goniometrickymi pro pifpad, Ze % jest kladny ryzy zlo-
mek; pomoci formule

e+ 1) = P+

snadno vyjaddiime rozdil P(z) — P(0) tymZ spisobem pro kazdé
racionalné z. Na ptiklad

qr(_-;—)——qf(O):—MOg?,
2 1 1/1 3
zp(__s_)—zp(())__ﬁ?n = — > log3.
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4. Pristupme nyni k vySetfenf konvergence fad, o jichz
seCtenf nam bézi.

Aby fada b5 u,, jejiZ obecny ¢len u, jest racionalnou funkef
=0
" indexu », konvergovala, musf pfedeviim lim %, =0 pfi lim » = o
t. j. w, musf byti ryze lomenou funkef indexu ». PoloZme tedy
. v — a4 a2 ae
YT b ot F b
JelikoZ se podil dvou sousednich ¢lendt jevi téZ jako racio-
nalnd funkce indexu, bylo by lze vySetfiti konvergenci pomocf

kriteria Gaussova, jeZ lze i pro komplexnf{ fady snadno upra-
viti. Dojdeme vSak nésledujicfm splsobem téZ rychle cile. PiSme

1 Qs
1 2 + ( 1 + + +vs—:)
U, /| —
v v 1 ’

bo+ 7(171 +7+ s +vs—1)

pro dosti velké v mime tedy
1
%+—@+e

o+ Lo, o)

kde & a & jsou hodnoty libovolné malé; aneb pfedpoklédajice
ap = 0, by =0,

u lao_lalb — agb, -} a,e’ 4 b,¢
y——
i B b (b n +s)
Oznaéfme-li tedy absolutnf obnosy hodnot ao, @, b, b,

literami @, @,, By, By, mame, berouce soudet = od dosti
" velkého v do o,

Eu,,—-——— |<a”30+a(;folﬁ'—l— 0!0+ﬂ0 21’2,

znalf-li B,’ kladné &fslo mensf neZ absolutnf obnos velitiny

b, + g"—_—-i_—i . JelikoZ fada na pravé strané konverguje, jest
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rozdfl na levé strané téZ konecny; avSak soucet 2% roste do

nekoneCna, a roste tudiZ také Xu, do nekoneéna t.j. fada Zu,,
jejiz élen w, jest racionalnou lomenou funkef indexu o jmeno-
vateli o stupeir vySSim neZ éftatel, diverguje.

Polozme tedy

v = GV + a vt 4,
v bov* 4 byt ... b, ?

a nalezneme obdobné

r>1,

o, B + By +"‘o+ﬂoz 1

BoBy’ prt?

z ¢eho# soudfme vzhledem ke koneénosti souéti 2%, z

S, — 2 zwi,

by <

1
Ze jest téZ Zu, konetnym. Rada Zu, tudi’ konverguje tenkrite
a jen tenkréte, je-li stupeii jmenovatele racionalné lomené funkce
u,, alespoi o dvé jednotky vySSi neZ stupein citateldv.

5 Rada = (—1)"u,,, kde u, znalf opét racionalnou lome-
v=0
nou funkei indexu », konverguje, je-li stupen jmenovatele alespon
o jednu jednotku vys$Si stupné Citatele.
PiSme :
®

f

0% = 3 [ D%y, (— )2y, |
0 =0 I

o Mg =

(d2v _ '"211—}-1) .

Je-li obecné
(lo’ll""" __|_ al,vs—-r-—l __I_ Ve _I_ As—r
byv* - byv—t .. +b,

U, =
mime tedy

& vy — 2)%@) 7 A+ a,v1 - Aa
?(”"1) = f{_’l@@)s-{—.. +b b0(2v—|—1)'+..—|—ba}

¢ili
® ) o0
2(—1) u, = 2v,,
o o
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kde, jakoZ snadny polet ukazuje, v, znaci racionalnou lomenou
funkei indexu v, jejiz jmenovatel jest stupné 2s a Cftatel stupné
25— r— 1. Rada tedy konverguje, je-li »+1>1 t. j. »r>0,
jak bylo dokézati. Je-li r>1, jest vysledek ten samoziejmy,
- jelikoZ pak kaZdd z obou Yad Zugy, a Zug,y; 0 sobé konver-

guje, a tedy také jich rozdil t. j. Yada X(— 1)"u,.
6. Pfistupme nynf k vyéisleni souctu
§S= 3 Uy,
r—0
kde

ot av 4 g,
V= L b b nE0 >t

pomoci funkce
W) = dlog I'(z+ 1)

dz
a jejf derivaci.
RozloZme lomenou funkei %, na parcialné zlomky, a méjme

za supposice, Ze jmenovatel obsahuje samé jednoduché koFenové
Sfaktory,

_—v-f—k +v+k + - +v+lc’

tak Ze —k,, —k,, ... —k, znaéf kofeny rovnice

box’+b1$’-1 ‘—I" LY +ba:

Odstranfme-li v ptedposledn{ rovnici jmenovatel, soudime

z totoZnosti tak nabyté, Ze koefficient ¢lenu »5—1 na pravo vy-
mizf, t. j. Ze

(11) A A+ ... +A=0.

Pisme nyni

S":véou"_ z {v—l-k +1’+k T +"—:?:E},

aneb vzhledem k (11)




175

n 1
—Se= (A A+ F A logn— A Z

n 1 7 1
—AMZ e — Ay
»o1

—%—‘k;)’

a obdrzfme pro lim» = oo ihned
(12) —S=A%¥k, —1) + A, ¥k, — 1) 4. .. A ¥k —1),

¢imZ hledany souéet S vyjadien pomocf logarithmické derivace
funkee I'.
PrepiSeme-li tento vysledek vzhledem k rovnici (11) na tvar

(13) —8 = A,[B(k, — 1) — B(O)] + A [B(k, — 1) — T(O0)]
+ AJ#(k, — 1) — 0)],

a uvaZime-li, Ze lze, jakoZ bylo v ¢ldnku 3. ukdzédno, rozdil
W(z) — ¥(0) pro kazdé racionalné z v zakonCeném tvaru vy-
jadriti, mdme tento vysledek:

Jsou-l koveny ky , ky, ..., ks vesmés rizné, realné a racio-
nalné hodnoty, lze soudet fu, vycislits zakondenym logarithmi-

cko-goniometrickym vyjrazem.
7. Mé-li jmenovatel racionalné lomené funkce u, vicend-

sobné kotenové faktory, lze soucet b5 u,, vyjadriti pomocf loga-
v—0

rithmické derivace funkce I' a pomoci daldfch derivac této
derivace,
Obdrzfme totiZ posloupnym derivovdnim rovnice (3)
d¥z) __ 1
Tz "g—l(z—rv“

1 d*F(z) % |

2 —v_—_l(z"{"'”)u
1 d*¥() 1

73 et _Zfl(z-{. pyir 3

d.
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M4-li .zmInény jmenovatel na p¥. trojndsobny faktor » - &,
a déle jednoduché faktory kotenové v 4 k,, ..., v+ k,, méme
predeviim rozkladem

A4
Uy = v—}—k +(v-|—k)’+(v+k)’+v—|—k4+

A,
_Jf‘,u—:f:za
a arci opét
A +A 4+ ... +A,=0,
a tudfz
1
-—&“_A4Mgn _mh%ky+A4@gn Ey+°”

n n 1 n 1
4 (logn = E ) =B S ? CERL
Pro limn = o plyne v
—S=A ¥k — 1)+ APk, — ) +... + AWK —1)

1
— B, Wk — 1)+ C,¥(k, — 1),

tedy hledany soucet vyjddren funkcemi ¥, ¥, ¥,
JelikoZ lze hodnotu ¥'(z) dle ¢l. 2. pro kaZdé celistvé z

aneb pro z lf¥fei se od celistvého &isla o -;— v zakonéeném

tvaru vyjadriti, jest patrné, Ze lze v ptipadé, kdy md jmeno-
vatel zlomku u, jen jednoduché a dvojnasobné realné kofeny,

Yoy s

hodnoty cehstvé aneb hodnoty lisfcf se od celistvych ¢&fsel o - 2 )

soucet Zu,, vidy zakoncenym logarithmicko-goniometrickym vy-
0

razem vyjadfiti V tom smyslu nutno opraviti vyrok péné
Appell-iv 1. c. utinény, o ¢emz jsem byl auktorem k mému do-
tazu gvého Casu vyrozumén.
8. Priklady.
% 1
L 5=Z i@+’

kde @ nechf znaéf celistvé kladné éislo.
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PiSme
1

S:l i1
“=w+n(v+14 )

M8

12

a méme zde k, =1, k=1 +—i— a rozkladem
a

1 —__* ’
) U e

O+ (v 1+

proceZ
% 1
— 3
1) (v 145

= a¥(0) — aip(%) ,

§ = qf(%) — W),

Aviak dle (4)

¢imZ

S=a- ‘P‘(—a: 1)— w(0).
Méme tedy dle (9) pro liché éfslo o

S=a- —;—ncotg(a_;l)”——loga

—1)= log ‘(2 — 2 cos 2—”)
a a

+cos%(3—
+cosi(—a—_7;—1-)110g (2-—-2cos%’—t)+

+cos(a—-1) ((;l— 1)m 10g(2—2cosg_:;¢1_)—)’

a pro sudé a méme dle (10)
12
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S:a—f——%-ncotg(f;;-—l)—n——- log a

2(a — )= 2x
- cos FE log (2-—2 cos 71—)

~+ cos é(i:—a——lltlog(2——2cos %)—% .

~+ cos (a _—2)5“— 1)nlog(z— 2 cos QZ_—E&‘)__ log 2.

Na pf. pfi @ =4 nalezneme

L. — 22(— 1)’ -21,—_1—1}4;”_—”3 .
PiSme
5= 1152(_ 1)‘” "ﬁ{—‘v—)
=3 Ve tae

¢ili

B v[2 1 1 1 1 1
—S8=21 (‘3‘1+v“?2+v"?4+v)’

aneb vytkneme-li ¢leny o sudém indexu v zvliSt a Cleny o li-
chém indexu té6% zvlast, tvorfef o sobé ¥ady konvergentni, jelikoz
jest stupeh jmenovatele (14 %) (2 +v) (4 4v) o dvé jednotky
vyS88{ neZ stupen Citatele 3 4 v,

_g—(2_t 1 1 1 1
—S\BI1FT 22F 64—{—21/)
_g(2 1 111
o \832F2v 23F2w 65+2v)’
1°°[2 1 1 1 1 1
—S==3 12 = —_
i EIF R B 62—}—1/]
lg,lfz 1 1 1 __l 1
251314 2_g_+v 6‘3‘*”
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Méme tedy

s:%gw+~3—iW@-iwm]

i3t ot t]
Avsak
(1) = ¥0)+1,
)= (-3
rfil=vlihei=rid) eeed
8= [W( —3—)~‘I’(0)]+%,
t. j. dle (10)
2S=—[; ncotg— log 2 — log 2]—{—- 'é

a konecné

a tedy

1 4 -
S_E——glog 2.
m S—=% 1429 % 1420

v—0 9 -+ 21v 4 16v% 4 4v? ,,_0(1 143+ 2v)”
piSme
S — 1 $ 1+ 2v

A0 (5+v)

aneb rozloZivie na parcialné zlomky

8= 2[ 1+”+g’+v+ %j‘_v),].

Méme tedy pro 48 vyraz
48 = — 4W(0) 4 4w( )+4=p' (2)

12%
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Gl
1 2
el snafi
2
48=—4.2102+8+4(F—4),

a tedy
2
s_—_% —2(1 -+ log 2).

0 primém integrovéni vyrazi
Sin? z cos? z dx.
Napsal
prof. Dr. F. J. Studnicka.

Mezi jednoduchymi differencidly goniometrickymi integraci
podrobovanymi- stoji v prvni fadé vyraz

sin?  cos? x de,

kdeZ vieobecné znaci p a ¢ ¢fsla libovolnd, celistvd neb lomend,
positivnf neb negativni,- ve zvla$tnfm pak ptipadé, jejz zde mdme
na zteteli, jen Cisla positivni a celistvd, takZe pifsluSny integral
mé jediny tvar

I= / sin? a cos? x da . 1)

Ustanoven{ hodnoty jeho provadi se splsoby rozlicnymi
a sice bud podlé redukénfch vzorclt sniZovdnim mocniteld,*)
nebo pfevedenim na tvar algebraicky néjakou substituc vhodnou,
na pf.

©  K¥
y:tg’?—W )
takze tu plati
ine— 2 1=y g 2y
smw_l_i_y,, cosw_1+y,, dw_lw,

*) Viz Studnitka ,0 poétu integrdlnfm“ pag. 62.
**) Viz Schlomilch ,Ubungsbuch II pag. 36.
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