Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Karel Petr

O separaci kofenti rovnice algebraické dle redlnych ¢asti kofenti a o
dtikaze fundamentalni véty algebry. [I.]

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 50 (1921), No. 1, 23--33

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/122283

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1921

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/122283
http://project.dml.cz

23

z tehoz plyne dile

g?a—RG

R,‘: ‘G.,_‘R_; ’
G
1+E

Odpor Rg galvanometru jest pravidelné proti prvnimu
tlenu tak nepatrny, Ze jej miZeme zanedbati a psati
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Totéz, co jsme diive uvedli o pfesnosti pfi méfeni Sa D,
platf ve stejné mife i zde. ‘ (Dokonéeni.)

O separaci korend rovnice algebraické
dle redlnych casti korenii a o diikaze fundamen-
talni véty algebry.

Napsal K. Petr.

Jest obecné zndmo, Ze, provddime-li separaci kofend po-
moci Sturmovy véty, dospivime jiz pfi nfzkém stupni rovnice
(n=2>5,6,...) z pravidla k &islim tak velikym, %e separace
jest jenom se zna¢nou ndmahou proveditelna ; ov§em za pfedpo-
kladu, Ze se separace ona provddi pfesn&, takZe jsme soutasné
poudeni o tom, mé-li rovnice dand kofeny mnohondsobné ¢&i ne.
Ku vykondni separace kotenii dle redlnych &astf — t. j. ku
pfesnému vypoitu, kolik jest kofeni dané rovnice algebraické,
jichZ redlnd Cdst jest v intervalu (a, §) — lze vSak sestrojiti
obdobné fady, ifkejme jim také Sturmovy, jeZz jsou znatné jedno-
du§¥ nez pivodni Sturmovy (lze ku pf. pii rovnicich stupné 8.
vystaditi vyrazy, jichZz vypotet neni o mnoho nesnadnéj$f nez
pivodnich Sturmovych pii rovnicich stupné 4.). Odvozenfi t&chto
fad 1ze podati na zdklad® véty Cauchyovy vztahujiei se na zménu
argumentu ¢isla komplexnfho daného hodnotou 7 (2), kdyZz z pro-
bihd uzavienou kiivkou a lze ke konstrukei jich uziti rovnéz
postupného déleni — jakoz zndmo.
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V nésledujicim jsem podal konstrukei fady, v nfZz podet
zmén znaménkovych se méni jednak tim, Ze proménnd prochdzi
nullovfm bodem koncového ¢lenu (jako jest tomu pfi plivodni
fadé Sturmové), jednak tim, Ze proménnd prochdzi nullovym bo-
dem stfedniho ¢&lenu Fady, a jinak se polet ten méniti nemize.
Nullové body sttedniho ¢lenu jsou ddny polovitnimi souéty ko-
fent rovnice dané; nullové hody koncového &lenu jsou kofeny
dané rovnice. Rada ta pak Fe$f problém separace kofeni dle re-
alnych &¢4sti a shoduje se, jak jsem ukdzal, s Fadou, ku které
dospivdme postupnym délenim.

Specielnfm piipadem tohoto ikolu zabyval se A. Hurwitz*)
odvodiv podminky pro to, aby rovmnice urtitého stupné méla
vesmés kofeny, jichZ redlnd ¢ast jest kladnd; odvozeni to. podal
pomoci svrchu zminéné véty Cauchyovy. Jeho vysledky alge-
braicky odvodil L. Orlando**) na podkladé rovnice pro polo-
viéni soulet kofenl. Vysledky Hurwitzovy a to jesté zjednodu-
8ené***) vyplyvaji bezprostiedné z fad nize odvozenych.

Konetné jest vytknouti, Ze z vyvodd ndsledujicich jako
jednoduchy disledek nésleduje algebraicky dikaz fundamentélni
véty algebry (ze kaZda rovnice md kofen). Postati to, jak zndmo,
dokazati pro rovnice stupné sudého a jest nékolik dikazi ryze
arithmetickych (algebraickych). Pokud jsou mi zndmy, pouzivaji
vesmés rovnice pro polovitni souéet (anebo cely soutet) kofend.
Jakozto jeden z nejzndméjSich uvddim dikaz Clifforddiv repro-
dukovany v Cesaro ,Elem. Lehrbuch der alg. Analysis¢ str.
377—380.

*) A. Hurwitz, Uber die Bedingungen, unter welchen eine Gleichung
nur Wurzeln mit negativen reellen Teilen besitzt ; Math. Ann., sv. 46 {r.1895).

**) L. Orlando, Sul problema di Hurwitz relativo alle parti reali
delle radici di un’ equazione algebrica; Math. Ann., sv. 71 (r. 1912) a
diive v nékolika pojedndnich nachazejicich se v Atti della reale Accad.
dei Lincei.

#*¥) Tak ku pf. pro rovnici 4-1€ho stupné uvadi Hurwitz jako pod-
minky, aby rovnice méla kofeny jenom se zipornymi redlnymi éastmi tyto
nerovniny

a;>0, ajay—aza,>0, —agatt-azaya, —ajay—=U>0, a>0;
jako disledek mych vysledkd plynou v3ak nerovniny
a; >0, U>0, ag>0, a,>0.
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1. Nejprve zabyvati se budeme rovnici, jeji.z kofeny jsou
polovitni soutty dvou réznych kotfenid rovmice dané. Je-li dand

rovnice
J@)=0

aneb obSirnéji psano:

2+ a2t a2t .t a1z +an=0
a jeji kofeny «,, @,, ... «, budeme hledati rovnici, jejiZz kofeny
jsouw (e, + ), 3(a, 4 @), ..., coz jest 3n(n— 1) hodnot
(obecné riznych). K rovnici této 1ze dospéti timto zndmym zpd-
sobem. Oznatme '

; 7} (e, + “2)’ n= % (“1 - az)y
fE+n=0 f(E—n=0

a také, jsou-li «,, @, rizné hodnoty a tudiZz % od nully rizno,
W0+ E—=0, 5 [fE+n—FE—D1=0.0)

To jsou dvé rovnice pro dvé neznamé &, ». Provedeme-li eli-
minaci veli¢iny 7, dostaneme rovnici pro & jez bude stupné
inm(m—1).

Eliminaci tu provedeme postupnym délenim. Nejprve, uzi-
vajice Taylorovy identity, klademe

JE+n =" + AT At A+ Ay,

pak jest

kdez

1
(n—k)!
jest mnohotlen v £ (vidy) stupnd k-tého. Predpoklddejme dale

pro jednoduchost, Ze n jest éislo sudé; n="2m. Pak jde o eli-
minaci ¢sla % z rovnic

P At At L A A =0,
A17,2m—2+A3'l2m——4 + . +A2m._1:O.
Znatme kritce n* =X a levou stranu prvé z poslednich

dvou rovmic g¢(X), druhé z obou rovmic pak %(X). Budeme
nyni déliti mnohotlen ¢ (X) mnohollenem £ (X), aZ dostaneme

A (3

k:

@)
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zbytek stupné (w — 2); pfi tom, abychom se vyhnuli zlomkim,
ndsobime délence vyrazem A?; zbytek oznatime — », (X). Koeffi-
cient nejvyssf mocniny proménné X v 7, (X), t. j. mocniny
(m — 2)-té budiz ¢,. Délime-li nyni c2% (X) mnohotlenem r,(X),
obdrzime zbytek, jehoz koefficienty jsou vesmés, jak znamo,
delitelny A3}, coz k viili symmetrii znamenati budeme téz c2,
takze zbytek miizeme napsati ve tvaru —c¢2r,(X), a t. d. Do-
stivime takto postupné Fetéz rovnic

g (X)=¢q, (X)L (X) —r (X)

d h(X) =¢q, (X) r, (X) — ¢ (X)

7 (X) =g, (X) ry (X) — iy (X) (2)

Gglﬁzrm_g(X) = (qm—2 (X) Ym—2 (X) - cx‘-:z-3 Ym—1

Tu jest zbytek rn—, jiz nezdvisly na X; pfi tom jest oviem
mltky pfedpokldddno, Ze », (X) jest vskutku stupné (m — 2),
r,(X) stupné (m —3), ..., kterdzto okolnost pii neurtitém &
vskutku vzdy nastivd, jakoZ ostatnd v pozdé&jSim odstavei bude
prokizino, aZz poddme vyjadfeni polynomi 7. (X).

Rovnice

rm_1 =0
nam poskytuje vysledek eliminace ¢isla #*=— X z rovnic (1) a
ddvd ném hledanou rovnici v & pro poloviéni soudet kofeni
dané rovnice. Rovnice ta jest nutnd stupnd ;n (n — 1) a kdy-
bychlom z Fetézu rovnic (2) stupeii tento potitali, obdrzeli bychom
pro stupeii ten vskutku ono ¢islo (oviem za jistych pfedpokladi
avahu tuto zjednodulujicich). DokdZzeme vSak i tento vysledek
pozdéji obecné a nebudeme se odiivodiiovinim jeho nynf zdrzovati.

Znatime-li dale »

re(0) =0, h(0) = dgn—y =19, 9(0). = Ay = d_,
a sestrojime-li fadu (polynomid v proménné )

1, G Gy e oy Cumgy Tm—1y Pm—2 Dm—g, « -+ Dy, Doy Dy (3)
pak, nejsou-li dva po sobé jdouci élenové této ¥ady pro wréité
& rovny nulle, a jeli rm_y a rovmé? d_ = Ayu = f(§) od
nully rizno, fada ta podtem zmén znmaménkovych ndm uddvd
pocéet ko¥eni rovmice dané, jichZ redlnd Cdst jest vétsi nef &.

Tento vyrok jest platny i tehdy, je-li 7oy =0 a &sla
Cm—2, Dm—p j8OU TzDa od nully a maji znaménka protivn4.
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Jestlize 7,1 =0 a &sla ¢m—2 dm—» jsou rizna od nully
a maji znaménka stejnd, jest jeden par kofenii komplexnich rov-
nice dané, jehoZ reilnd Edst jest rovna & Jestlize by = Aom
jest rovno nulle, jest jeden kofen rovnice dané rovny &.

Nebylo by nesnadno podati dikaz téchto vét na zdkladé
definice dané ¢isel ¢, b, kdybychom zavedli je§td zjednodugujici
.ptedpoklady; omezim se vSak nejprve na to, Ze postup, jakého
by bylo tu lze uziti, osvétlim na pfikladech rovnice 6. stupné
a také na ptikladé rovnice 5. stupné, aby téZ bylo jasno, jak
treba svrehu uvedenou vétu modifikovati pro rovnice lichého
stupné. Obecné platny dikaz véty bude pak poddn pozdsji pfi
neodvislém vyjddfeni vyrazd cx, dx (viz odstavece IIL., IIL, IV,
kde znateny tyto velitiny Ci, cx), pfi ¢emz omezim se toliko
na pfipad » sudého, jakozto dilezitéjsiho a pondkud jednodus-
§tho, ponechdvaje piipad stupné lichého k podrobnému prove-
denf mlad$im pracovnikim.

2. P¥i rovnici stupné Sestého jest g(X) = X3 4 4,X% +
+ 4,X 4+ 4, (X)) = 4,X*+ 4,X + A,; délenim pak ob-
drzime pro prvni zbytek tvar AX -4 B, kde

A=A A, — 4,4] — A + A4, 4,
B=— 4,4 — A, 4; 4+ 4;4,4,,

zbytek posledni md pak otividné tvar
A2(-—A B*4 A4;AB — A4 Bz)

a jde o to vySetfiti potet zmén znaménkovych v fadé
1, 4,, 4, U, B, 4;, 4,. (m)

Clenové této Fady jsou mnohodleny v £ a jest snadno vy&fsliti
koefficienty pfi nejvy$si mocning £ tim Ze vychdzime od rov-
nice §estého stupné tvaru 2 — 0. Poznali bychom tak, Ze stupné
v ¢ jsou pii ¢lenech Fady dény &fsly O, 1, 6, 15, 8, 5, 6 a Ze
koefficienty pfi nejvysSich mocnindch jsou ¢fsla vesmés kladnd.
Dostdvime (jelikoz stupné v & stifdaji se v parité), ze fada (m)
davd pro § — — oo Sest zmén znaménkovych, pro § = oo pak
24dnou. Ztraci se tedy pfi pfechodu od — oo do oo §est zmén
znaménkovych. Bylo by dédle snadno prokédzati, Ze jenom pfi
avlastnich podminkdch pro koefficienty dané rovmice (t. j. pro
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¢isla a,, ay, . . ., a,) stdvati se mohou dva po sobé jdouci ¢leny
fady (m) pro jednu hodnotu proménné & nullou; omezim se pak
jenom na takové rovnice, pii kterych dva po sob& jdouci ¢le-
nové v (m) nejsou pro z4dné £ soutasné rovny nulle.*) Pak
vymizf li ku pi. 4, jest 4 == - 4% a maji tedy Clenové souse-
dici 8 4, = O protivnd znaménka; totéz plat{ pro hodnoty pro-
~ménné &, pro ndz vymizi jeden ze élenit A, B, 4;, jak z pou-
hého pohledu na rovnice definujici &leny Fady (m) vyplyvd.
Mize se tedy pofet zmén znaménkovych v fadé (m) méniti je-
nom tenkrat, kdyz & prochdzi nullovim bodem bud é&lenu A,,
aneb ¢lenu U. AvSak, prochdzi-li & nullovym bodem ¢lenu 4,
(t. J. redlnym kofenem dané rovnice) rostouc, ubude jedna zména
znaménkovd (nebot 4, = f (&), 4, = (). Nullové body rov-
nice {/ = 0 jsou polovitni souéty kofeni rovmice dané; jestlize
véak &—=1 (e, + ), jest dle svrchu uvedeného pro toto &
AX 4 B nejvétsi spoleénou mirou ¢g(X) a 2 (X) a hodnota pro
X Cinfei tento vyraz nullou jest 1 (¢, — a,)*; jsou-li tedy «, @,
kofeny redlné, maji 4, B protivnd znaménka, jsou-li komplexné
sdruzené, maji 4, B stejnd znaménka. Méni se tedy jeSté pocet
zmén znaménkovych v fad® (m), kdyZ & prochdzi redlnou &asti
dvou komplexné sdruZenych kotenid, o dvé; ma-li se v3ak ph
prechodu od — oo do oo ztratiti celkem 6 zmén, pak nutné,
prochdzi-li & redlnou ¢4stf dvou kompl. sdruz. kofend dané rov-
nice rostouc, zZfrati se dvé zmény znaménkové. Jest-tedy v radé
(m) tolik zmén znaménkovych, kolik v rovnici dané jest korend,
jich% redind édst jest vétsi nes £ (neni-li oviem 7' =0 pro to
urtité § a zdroveii A, B stejného znaménka, ve kterémizto p¥i-
padé Ctendi snadno vétu dle piedchdzejicfho doplnf). Roziifeni
téchto vysledki na obecné rovnice stupné Zestého (bez omeza-
jicich predpokladd) neni. obtizno, jelikoz v8ak obdobnd tivaha
pozdé&ji obecné bude provedena, opomijim je na tomto misté.

Pro rovnice 5. stupnd klademe g¢g(X)=X*-+ A4,X+4 A4,,
h(X)=A4,X*+ 4;X + 4,. Délime nyni 4 (X) vyrazem ¢ (YX);
prvni zbytek jest (— 4, + 4,4,) X + (— 4; + 444,); po-

“) Rovnice ty ani nemohou miti kotfeny mnohondsobné ani rovniee
pro poloviéni soucet kofend dané rovnice, t. j. rovnice U =0 nemé kofené
muoohonédsobnych.,
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sledni pak zbytek jest — (— A, + 4,4)*+ 4, (— 4, +
+ A,A) (— A, + 4,4) — 4, (— A; + 4,4))%; znatime-li jej
U, mizZeme za Fadu zdkladni volm fadu (vynech%ivajice 4, na
© prvém misté)

1, — A, + 4,4, U, — 4, + A4, 4,, 4,. (n)

K nf lze piitiniti tytéZ pozndmky jako ku fadé (m) a dokdzati,
7e v fadé (n) jest tolik zmén znaménkovyeh, kolik v rovnici
z2° 4+ a2t + a,23 + 0,2% 4 a,@ + a5 =0 jest kofend, jichz
redlnd &ast jest vét3i nez &.

H.

Abych podal konstrukei obecnych fad FeSicich nds problém,
budu vychézeti od vyrazi sestrojenych v mém pojednéni ,O sym-
metrickych soustavdch ¢isel a vétd Sturmové“. Rozpravy XV,
€ 12 (1906).

Oznatme
Gy, Gyy » ¢« Gk—1
() Goy - o« o Ok

Di(X) = : X—e)(X—2)...(X— ),

Gk—1y Oky - » - O2k—3 }
pfi CemZ
k k .
(')|£‘ @._.82 ”msm

Ok:‘\v—é‘,+ + ..... +—~——~

A—zg, X —é&m

Pak jest patrné dle zndmych vét o determinantech (o roz-
kladu determinantu aneb o nasob. obdélnfkovych matic)
Dy (X) =X0,0y...0k (X — fr41) (X — trqo) (X —em) [1,2,.. ., K]
4)
kde soutet jest brdti tak, Ze misto kombinace (1, 2... k)
dosazuji se viecky moZné kombinace Ai-t6 tfidy z elementi
,2,...,m aza (41, k+ 2,... m) doplikové kombinace
tak, aby obéma kombmdceml se dopliujicimi véecky prvky
1, 2,..., m byly vylerpiny, a kde déle jest

(1, 2,... kI = (g, — &)* (e,——ea)”.f.(sk_,—e'k)”.

Pro D, (X) jest platna tato relace — souéin (X—¢) (X—g¢,)...



30

(X — &) oznatme pro krdtkost g(X) —
Dk (El).: 2@, @2 N O (8, —_ 6k+1) ‘e (61 -_ Em) [1, 2, .oy L]'l
=0,9'(e) 3'0,0,... O (5, — &) (&, — &) ... (&, — &)

v [2,3, ...,k
pii ¢temz ¢arka u znaménka soultového poukazuje k tomu, Ze
soudet vztahuje se na vSecky permutace (k— 1) tifdy z ele-
mentd 2, 3, ..., m, jeZ postupné jest dosazovati misto permu-
tace (2, 3, . . ., k) za znaménkem souttovym vypsané. Oznatime-li

H(X)=20,0,..0(X —&)(X—¢)...(X —e)[L,2,..,k],
jest patrné v disledku posledni rovnice

Di(g,) = Hia (&) . 0, 9'(5)). (%)

Aviak mezi po]ynomy Hy(X), jez lze psiti jako determinanty
ve tvaru

4\ S2, .y S‘(-—-l X—’Sl;
8,8, X—8,. . . ., St X—8Sip

Sk—1 X — Sy SieX — Sigry -+ oy Sak—o X — Soky

So, 8y, .- . Sk, 1 *
I8, Sy v Sy, X

(6)

Sk, Sk+1, .« o Sgk,_l,Xk

8= 6,6+ 0,65 ...+ Oem

jsou platny relace, jez snadno lze dok&zatl z poutek determi-
nantnfch *) -

Ci_, i (X) F+(Cry O — Cr Oy — Cr—1 CeX) Hyy (X) 4
+ Cz Hk_g (X) = 0,
S, S, ... Si
S, S, .00 Sk

...........

*) Viz ku pt. £. Pasca’, T Determinanti, str. 91, 92, kdeZ uvedena
ptislugna literatura. Nejjednodussi dikaz relaci uvedenych jest pravdépo-
dobné od etto, Journal fur r. u. a. Math. 116, str. 44 (1896).
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a pii éemZ C'y dostaneme z ( nahradime-li indexy v elemen-
tech posledniho fadku ¢isly vesmés o jednu vét§imi. Relace tyto
jsou, klademe-li je§té H,(X)=—1, platny t =2, 3 ...
Nez vztah (5) jest platen, af & nahradime kterymkoliv

z ¢isel &, &, ..., &m, jeZ poklddati budeme v ndsledujicim za
riuznd. JelikoZ pak D, (X) jsou polynomy pro k=1, 2, ... m
stupnd vesmés nizifho neZ m, ndsleduje z (5) a (7) ihned tato
relace

CEa1Dia(X) + (Coa Ok — CiCr; — Cioy Ci X) D (X) 4 )

+ CiDe1(X) = 0
pro L =2,8,...,m—1 AvSak stanovime li, Ze
Dy(X) = (X —&) (X—¢) .. . (X —tm),

a hleddme-li na zdkladé (4) linedrni vztah mezi D,(X), D,(X),
Dy (X), obdrzime po snadném poltu vztah

D, (X)+ (26,5, — X36,) D, (X) +(26,)* D, (X) =0,

ktery spadd do (8) jako zvld§tni p¥ipad pro & = 1, volime-li
jenom C, =1, ', = 0; nebot jest C, = 8§, =20,. ", =8, =
= 20,¢,. V disledku viak relaci (8) platnych pro £ =1,2,...m
jest Dy (X), D, (X),...Dy(X) fada funkei vznikajicich uzitim
algorithmu Euklidova na polynomy D, (X), D, (X) a to zpisobem
vyloZenym v pfedchdzejicim odstavci, jsou-li jenom C,, C,, ..,
Cm-1, jez jsou koefficienty nejvyd§ich mocnin X v D, (X),
D (X),...Dny(X) (jak patrno z vyrazi determinantnich svrchu
uvedenych) vesmés od nully riznd ¢isla. Ma-li rovnice g (X)=0,
kde ¢(X) jest mnohoclen predchdzejiciho odstavce, vesmés riizné
kofeny (coz pii libovolném & rizném od konetného poltu pev-
nych hodnot vskutku jest) mizeme klisti D, (X) = g(X) (to
ostatné k vili strucnosti bylo jiz svrchu zavedeno) a ponévadz

) o, 0.
D)= (g2 g e e ®)
statf k tomu, aby splnéna byla rovnost D,(X) = h(X), kdez

h(X) jest opst mnohotlen definovany v odstavei predchédzejicim,
voliti

__ k(&)
O, — TE)
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Jak souvisi polynomy 7. (X) a &sla ¢, odstavee predchédzejiciho
s polynomy D, (X) a ¢sly Ci, jest na snadé a neni tteba ob-
4rnéji se o tom zmifiovati (a rovndz tak o tislech by)..

|
IIL.

1. V nésledujicim budeme zabyvati se znaménky koeffici-
centd pfi nejvyssi mocnind X, jakoz i koefficientd pfi nejnizsich
mocnindch X (t. j. ¢lend nezdvislych na X) v polynomech 1), X).
Prvé oznatili jsme C}, drubhé oznaifime ¢, a budeme tedy vy-
Setfovati, jakd znaménka maji ¢lenové tady

Co=1,C,=A4,,Cy, .. oo =D == Cmy Cr—1,Cm—32, o ¢, = Aom—1,
o = Aom.

9)

Nejprvé vySetfovdni to provedeme pro ten pfipad, Ze 2 md velmi
velikou absolutni hodnotu (ze | & | jest v&tsf neZ absolutni hod-
nota kteréhokoliv kofenu kazdé z rovnic Cx =0, ¢;=0); k tomu
cili postaéf nalézti znaménko nejvy3sf mocniny proménné & ve
vyrazech Ci, ¢x. Z rovnic, které ndm definujf (postupnym déle-
nfm) polynomy D,(X) dostivdme snadno, Ze stupné polynomi
Ci resp. ¢, v proménné & jsou nejvySe rovny &slu % (2% — 1)
resp. 2m -+ Ik (2k —3). Podrzime-li tudiz v koefficientech poly-
nomi g (X)=0,(X), h(X)= D, (X), jez jsme znalili A, toliko
¢leny s nejvys8i mocninou ¢isla & (t. j. v Ax ¢Clen (2]1'1)5*), pro-
vedeme-li potom s témifo tak redukovanymi mnohoéleny g (X),
h (X) vypotet vyrazi Cy, ¢, pak soutinitel pii k@1 v C; bude
tyz, jako kdybychom polynomy g¢(X), %(X) nebyli redukovali
naznalenym zplsobem. Je-li tedy ten soucinitel od nully rizny,
uddvd ndm pri §=oco svjm znaménkem zmaménko vyrazu Ci
typodteného pro mneredukované g¢(X), h(X). Podrzime-li vSak
v koefficientech polynomi g¢(X), 2(X) v kazdém toliko Clen
8 nejvyssf mocninou s £ redukuji se tyto polynomy na vyrazy

HE 0™+ E— ™) Tesp. o= [0 - G—™), =X,
T (10)

Resime-li rovnici pro X
E+n=+E—n*>=0, 7'=X,
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dostaneme snadnfm pottem kofeny ve tvaru

2k —1
e — — &% cotg® YT k=1,2, 3, Loum
a pro O, dostaneme rovndZ snadnym pottem
' _ §
L,
4n

Jsou tedy pro dosti velikou | & | kofeny & vesmds redlné a zd-
porné, &fsla @ jsou pak téhoz znaménka jako £; uzijeme-li
téchto vysledkd ve vyraze (4) pro D:(X) dostaneme ihned, Ze
pro polynomy (10) é&fsla Ci, cx nabyvaji téchto hodnot

k (2k— -k (2k—
Ck:}/l.f 2k l)’ ck:ylg?nﬂ‘ ( 3),

pH Cemz n=>=>01;,>0.
V pifipadé obecném jest tedy

Cr = 318" ® V4 &leny v £ stupné nizitho ne & (2k — 1),
e = 7T 91 Keny v £ st. nizstho nez - 2m + & (2% — 3),
Poskytuje tudiz fada (9) pro § — — oo pfesné 2m zmén
znaménkovych, pro §— oo pak Zidnou zménu znaménkovou a
ztrdci se nasledkem toho, e ¢ pfechdzi spojité od —oo do -+ oo,
pfi tomto pfechodu celkem 2m zmén znaménkovych (aneb —
obdirnéji feCeno — o 2m vice se jich ztrati neZ zfiskd). Zaroveit
jest patrno, ze pocet hodnot £ pro které Cr & ¢ mohou
byti rovny nulle, jest konetny (kterouZto vlastnost maji i vyrazy
pozd&ji zavedené a oznmatené U (r,, 7y ... 7s), a(ry, ...), jak
stejné patrno). (Dokonéeni.)

0 urcité imaginirné plose stupné 2. drubu IIL
Podal prof. Dr, Vino. Jarolimek.

I
1. Dvé redlné kuZelosetky A, B lezici ve dvou riznjch
rovindch 7=, o, ale na téze plofe 2 stupné g2
a) maji dva spoletné body x, y, redlné nebo imagindrné;
1) indukuji na priseénici rovin 7o = U touz involuci
harmonickych pold, jejiz samodruzné body jsou z, ¥;
’ 3
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