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Příloha k Časopisu pro pěstování mathematiky a fysiky. 

O kvadratických tělesech číselných. 
Dr. Karel Rychlík. 

§ i. Kvadratické tělesD číselné. 
Těleso číselné je soustava čísel, v níž možno prováděti 

čtyři základní početní úkony: sčítání, odčítání, násobení a dě­
lení. Výsledek těchto operací, až na dělení nulou, provedeme-li 
je s libovolnými čísly oné soustavy, dá #ase čísla z ní. 

Tak na příklad čísla racionálna tvoří těleso: součet, rozdíl 
součin a podíl (je-li dělitel 4= 0) dvou čísel racioáálných je zase 
číslo racionálně. Toto těleso označíme Ií. V pojednání tomto 
budeme se zabývati dalšími jednoduchými tělesy číselnými, totiž 
tělesy kvadratickými a budeme se snažiti definovati pro ně též 
pojem celistvosti a dělitelnosti. 

Uvažujme všechna čísla, která možno vyjádřiti ve tvaru 
a + b \Jm, kdež m značí pevné číslo racionálně, však \jm 
je irracionálná, a, b pak libovolná čísla racionálna. Číslo takové 
a + b y~m je tehdy a jen tehdy,=O, když současně a = 6—0. Lze 
snadno dokázati, že souhrn čísel toho tvaru tvoří těleso. Jsou-li totiž 
ai + ^ i Vm a a2 -H-&2 V'M libovolná dvě taková čísla> tedy alt 

fcj, a2, b2 čísla racionálna, je součet ax~\- a2-\-(b% + A ) Vw; 
rozdíl ax — a2 + (\ — ca) \Jui á součin jich a1 a2 -f- m bx b2 -f 
(a, b2 -f- a2bi) \Jjn zase číslo zjmoho souhrnu. Platí to i pro 
podíl {at + b% \Jm) I (a2 -f b2 \m), kdež a« + b2 \m^zO tak 
že není současně aiJt = O, b2 z= O, uvážíme-li, že lze jej uvésti 
na tvar 

O r + hi V'") ("2 — K V'") _ "i a<i — mhi h t a^h~ai h2 w~ 
a*-— b\m a\—i>\m a\—b\m* 

Speciální těleso právě definované nazývá se tělesem kvadra­
tickým. Je určeno číslem V"* & proto je označíme II (\Jm). Obsa­
huje v sobě všechna čísla z tělesa" li. Racionálna funkce \m 
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s rocionálnými koefficienty a obecněji racionálna funkce libo­
volného konečného počtu čísel z R (\lm) s racionálnými koeffi­
cienty, nemá-li jmenovatele = O, je zase číslo z R OJm). Je-li 
m kladné, je Vyčíslo reálné; všechna čísla z tělesa R(\Jm) jsou re­
álná, těleso nazývá se reálné- je-li m záporné, tu jsou v tělese 
R (\'m) všechna čísla, která nejsou racionálna, kompleksní, těleso 
nazývá se pak imaginárně. 

Je ihned jasno, že, označíme -li k libovolné číslo racionálně^ 
je R (k\[m) = R (\Jm), Na základě toho lze qahraditi m číslem 
celým. Je-li totiž m = m'/W, kdež mr a m" jsou čísla celá, 
je R (\/h~t) = R (m" \jm) = R (\jmf m"). Dokonce lze pak na-
hr 'diti m číslem celým, které není dělitelů o čtvercem žádného 
prvočísla (od § 4. budeme o m předpokládati, že jest již tak 
zvoleno). 

§ % Čísla sdružená, stopa, norma, diskriminant čísla a dvo­
jice čísel. 

Kořeny kvadratické rovnice an r* + a. # + a% = O jsou 
patrně oba čísla z tělesa R (\Jal — 4/0 a2)> není-li V«í — 4'/0 «2 

Číslo racionálně. 
Je-li a číslo z tělesa kvadratického R (V«0*- a =.a'~{~b \Jm 

nazývá se «' = a — b\Jm číslem s ním sdruženým v tělese 
R(\Jm). Naopak je a číslem sdruženým s a\ Čísla spolu sdru­
žená jsou si rovna jedině jsou-li to čísla racionálna. 

Součet a součin obou čísel sdružených «, «' jsou čísla ra­
cionálna. Součet S a = a 4- «' = 2a nazývá se někdy stopou, 
součin N a = « «' = a 2 —-ř*m normou. Je patrně £ # = £ « ' , 
N* = JVa', N«1 &2 = Ni^ N«2, Na, ja2 = NaJN «á pro «2 4= 0. 
Jediné číslo z tělesa kvadratického, jehož norma = 0 , je 0. 
Norma všech čísel -j=Oz tělesa imagimárného je kladná. 

Diskriminant čísla a, D(a) nazývá se výraz D(a) = (a—a)* 
= 46*m. Zase je D(a) = D(a). Diskriminant je = O pouze pro 
čísla racionálna. 

Čísla spolu sdružená a} af jsou kořeny kvadratické rovnice 
(x~ a)(x a')=x2—Sax + Na=x*~2ax+a*-~b*m = 0. 
Její diskriminant je diskriminantem a. 
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Diskriminantem soustavy dvou čísel 0 . - 0 + b, Vw, «2 

^ "2 + *2 Vm nazývá se výraz D (al9 a2) = 

4 ( « i &2 — " 2
6 i ) 2 m - * ) 

Je patrně D (a1? «2) = D (cc2, ax)=:D (af
x, «'2). 

Dále je "Dia) = Z) (1, a). 

O diskriminantu dvojice čísel z I? (V»0 Izo snadno doká­
zati větu: 

Je-li /3. = c n a, + c12 «2, ft, = c21 «j + c,i2 «2, platí ' 

Je totiž 

21? ^22 

ť l í a i + ^12 ^ 2 ; ť 2 l a\ + C 22 ^2 

c n a\ + c12 a'2, c21 < -f ctt2 a
f
2 -

C\l Г 1 2 

C 2 l C 1 2 

*1 « 2 

a utvořením čtverců dostaneme ihned větu uvedenou. 

§ 3. Čísla lineárně neodvislá.' 

Čísla al9 a2,..:. ar* z tělesa R (V#0 nazveme lineárně neod-
vislými, jestliže rovnice ct a{ -f . . . + c*a*, kdež koeficienty 
c n r2, . . . c2 jsou čisía racionálna,, může platiti pouze tehdy, 
když všechny tyto koeficienty jsou = 0. V tělese R (Vm)jsou 
jistě dvě čísla lineárně nezávislá, totiž 1 a V^. 

Ahy čísla ax =f7 x + b2 V*^ a2 = #2 + b% ^m1 byla li-
ncárně nezávislá, je nutno a stačí, ahy jich diskriminant hyl 
různý od 0. 

Rovnice cx ax + c2 a2 = 0 je splněna racionálnými čísly 
pouze tehdy, když platí současně rovnice cxax + ca a2 = O, 
ci \ + c2 2̂ = 0. Těm lze však vyhověti čísly c u c2, jež nejsou 
obě = O tehdy a pouze tehdy, když axh2 —̂ aa&-. = O, ť. j když 

*) Determina t \ tJ f je zkrácené označen výrazu c*!*^ — «'i« a 

aí jsou «!, «2, «'1 ) ft^2 oisla ja á oliv. Dáe se vyskytující vzor c pro 
součin determinantů ke jednoduchým výpočtem verifikovati. 

- 4* 
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D («., «2) = 0. Je-li tedy 7) O,* a2) % O, jsou čísla ai9 at 

jistě lineárně nezávislá. f 

Z výrazu pro diskriminant vidíme pak ihned, že pro všechny 
dvojice lineárně neodvislych čísel z tělesa R (Vm) má diskri­
minant totéž znamení a sice jako m. 

Jsou-li ax = ax + bx \[m, a2 = aá + b2 V m libovolná 
dvě lineárně nezávislá čísla z Ě (\/ni), lze znázorniti libovolné 
číslo a zzz a + b \jm z R (\Jm) ve tvaru azz c1a1 + ci£ a2s ra-
cionálnými koeficienty cly'c2. Toto znázornění je jednoznačné. 

Aby totiž a = r-. ax + c2 a2, je nutno a stačí, aby a — 
ct ax + c2 a2J b — cx bx + c2 £2. Rovnice ty lze splniti, je-li 
«i b2 — c2 bx + 0 , t. j . D (a1} a2) + 0 a určují pak cx a c% 

jednoznačně. 
Tři čísla aíy á21 a3 z tělesa R ()Jm) jsou vždy lineárně 

odvislá (t. j . nejsou lineárně nezávislá). 
Jsou li čísla a19 «2 lineárně závislá, je rovnice c, a, + 

c2a2 + c3«3 = O splněna pro c3zz 0. Jsou li však «lf «2 lineárně ne­
závislá, lze dle předešlé věty určiti cx, c% tak, aby a3 = c, ^ + 
Č2 a2, tak že rovnice <?!«,+ c2 a2 + c3 as zz O je splněna pro 
c3 — — 1. , ' v " _ 

Jsou-li «,, «2 lineárně nezávislá čísla z /? (V*w), dají se 
libovolná dvě čísla plf p2 znázorniti ve tvaru p1zzzcu ax + 
ci% av ft*™ c2\ a\ + c22 a% s racionálnými koeficienty c. Snadno 
lze rozhodnouti, kdy pak budou čísla pl} #> lineárně neodvislá. 

Ježto D (&, 02) = 

tehdy, když 

-O («-., a2), patrně tehdy a jen 

ф O . 

'/'•• § 4. Čísla celá. 

Číslo a z tělesa kvadratického R (Vm) nazývá se celé, je-li 
kořenem rovnice druhého stupně # 2 + at x + a2 = : O s racio­
nálnými celými koeficienty ax, a2. 

Ihned lze dokázati, že libovolně číslo fi z tělesa R (\[m) 
je podílem dvou čísel celých, a dokonce, že lze za jmenovatele 
zvoliti číslo celé racionálně. 
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Nechč /.? hoví rovnici b0 x
2 + bx x + b2 = O, kdež b0, bu 

b2 jsou čísla celá racionálna* Rovnici té lze dáti, náso*bíme-li ji 
bQ9 tvar(b 0 xY + b0 bx (h0 x) + h\ b2 = O, z čehož je viděti, 
ie b0 /3 = Í/ je číslo celé, tak že skutečně /3 = a/b0. 

Crfé č/sZo 0 kvadratického tělesa7 které je racionálně, je 
racionálně celé číslo. 

Budiž a celé číslo z tělesa hovící rovnici # 2 + ax x + a2 

= O s racionálnými celými koeficienty. Dejme tomu, že je a číslo 
racionálně. Vyjádřeme je ve tvaru a = a/b7 kdež a, b jsou celá 

čísla nesoudělná, Platí tedy rovnice — + ax -7-+ a2 = O, — 

= — (at a + a2 b), tak že musí býti a2/b celým číslem. Ježto 
a, i jsou čísla nesoudělná, není to jinak možno než že b — i : 1. 
Musí tedy býti a celé číslo racionálně. 

Číslo ar sdružené s celým číslem a je mse celé, ježto a a ar 

jsou kořeny téže rovnice kvadratické. 
Budeme se nyní zabývati otázkou, v jakém tvaru lze vy­

jádřiti celé číslo z tělesa R (\/m). Za účelem zjednodušení dal­
ších úvah budeme předpokládati, že ni je celé číslo bez dělitelů 
kvadratických. 

Každé číslo a z tělesa R (\Jm) lze psáti ve tvaru a = 
(a + b\Jm)lc} kdež a, b, c jsou čísla spolu nesoudělná a c kladné. 

a je kořenem rovnice druhého stupně x* — — - x + a * m 

. • " ' c C" 

= 0. Aby bylo a celé číslo musí býti %ifc} {a* — b%m)fctl- celá 
čísřá. 1 budeme rozeznávati dva případy: 

1. c liché. Pak musí býti a dělitelno c a aby bylo a2 — b*m 
dělitelno c2, musí býti b°m dělitelno c2. Ježto není m dělitelno 
čtvercem žádného prvočísla, musí býti b dělitelno c. I je nutně, 
ježto čísla a, b} c mají býti nesoudělná a c ;> O, c = 1. V tomto 
případě má celé číslo z tělesa R {\/m) tvar a + b \/m^ kdež a, 
i jsou celá čísla racionálna. Naopak čísla tohoto tvaru jsou celá, 
ježto hoví rovnici s celými koeficienty x2 — 2ax + a2 — mb" = 0 . 

3. Je-li <? sudé, c = 2^ pak musí býti a/c0 celé číslo a též 
(a-—mb 2)/c\ celé číslo, z čehož plyne nejprve, že musí býti 
mb*/c\ c e * é ^ sl° a t edy jako dříve c0 = 1, c = 2. Dále pak musí 
býti (a2— *wb2)/c2=(a-— m62)/4 celé číslo, t. j . a2 = mb2 (mod 4). 
Této kongruenci lze vyhověti při W=E=2 neb 3 jen tak, že a i 6 



54 

je sudé, což není přípustno, ježto a, b, c jsou dle předpokladu 
čísla nesoudělná. V tom případě mají tedy všechna celá čísla 
z R (\jm) tvar a + b \Jm. Je-li však m = 1 (mod 4), lze korgruenci 
a2 = mh* (mod 4) splniti též tak. že a i b jsou čísla lichá a 
v tomto případě jsou v R (\Jm), vedle celých čísel tvaru a + 
b\Jm též celá čísla tvaru \ (a + b \Jm) s ai b lichým. Naopak lze 
tvrditi, že pro m=l (mod4) jsou čísla tvaru }(a-\~b\Jm) celá, 
ať jsou a. b jakákoliv čísla lichá. Hoví totiž rovnici x2— ax-\-

— - — - ~ 0 v níž je i prostý člen celý. Možno tedy říci, že pro 

m — l (mod 4; celá čísla z R (\Jm\ jsou tvaru f (a -f b \Jm)., 
kdež a, b jsou čísla celá současně sudáneb současně lichá, t. 
j . a = b (mod 2). Píšeme li h = a + 2a, vidíme, že pak jsou 

i r - - i + V:>" -
celá Čísla z Ji (V^O tvaru a ~f- 6 - ^~~-, značí-li, a, b čísla 
celá racionálna. 

Položíme-li co = Vm P r ^ w = 2 neb 3 (m0cž 4) 
o> " = |. (1 -}-- Vw) i?r0 m = 1 (mod 4), 

vidíme, ze všechna celá čísla z tělesa R (\m) jsou zahrnuta 
ve tvaru a + b \Jm, značí-H a i b čísla celá racionálna. 

Nyní můžeme snadno dokázati větu : 
Součet, rozdíl a součin dvou celých čísel z tělesa knadra-

tickeho je zase celé číslo téhož tělesa. 
Součet a rozdíl celých čísel ax = ax + bxco a a2 = a2 + b^ 

*i ± «2 = «i ± : ^ a + (*. i t * a ) ^ ' hoví jistě podmínkám celist­
vosti. Abychom to dokázali v součinu ax a2, rozeznávejme případy 

1. m.= 2 neb 3 (mod 4), o> = Vw? 
rtx a2 = «! #2 + b, ba m -f- (a. b2 -f cy bt) <», Z čehož vidno, že 
je to Číslo celé. 

2. m = l (mod 4). & — { (1 + \Jm)7<o2=}(m— l ) + ' » 
a3 a3 = třj t/2 + (ax b2 + ea b,) a> + \ \ to2 

tw —-1 
= «t ^2 — h bt j — +'(ai6.i + €qbt + 1) w 

takže zase « t a2 je číslo celé. 
Jako důsledek plyne ihned věta: 
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Racionálna celá funkce s racionálovými celými koeficienty 
utvořená z celých čišel z tělesa je zase celé číslo z téhož tělesa 
kvadratického. 

Dále je patrno, že stopa, norma, diskriminant čísla celého 
z R (\jmy*je celé číslo racionálně. Stejně je tomu s diskrimi­
nantem dvou čísel celých. 

§ 5. Base tělesa kvadratického. 

Čísla 1, co mají diskriminant d = (coř — o))2. I je pro m 
•E= 2 neb 3 (mod 4) cř = 4m a pro m == 1 (mod'4) d — m. Jsou 
tedy čísla 1, co lineárně neodvislá. 

Každá dvojice cou co2 čísel lineárně neodvislých z tělesa 
R (\jm) (pomocí této dvojice lze tedy znázorniti všechna čísla 
z tělesa jednoznačně ve tvaru a w1 -f- ba2, kdež a, h značí čísla 
racionálna), která nad to má tu vlastnost, že čísla celá jsou 
znázorněna ve tvaru a LO1 + b co2 s racionálovými celými koefi­
cienty a7 b, nazývá se basí tělesa. Čísla 1, m tvoří tedy basi 
tělesa R (\Jm). 

Basí je v tělese kvadratickém nekonečně mnoho a lze 
z jedné z nich odvoditi každou jinou coí, co2. 

Patrně musí býti Q (<w15 co2) -4-0, D(colf co2) 4= O. 
1.) o*. •= ct, f̂  -f- ct 2co,u co2 = ť2l cot + c22m2 a Už naopak 

co1 =z clxcox -f- c2nco2y cot, — (?2iwa -f- 022̂ 25 kdež koefficvnly 
c i c[ jsou racionálně celv. 

Položíme-li 
C\\C\2 

CoťC* 
:C, 

C\\J CJ_ 

' 01 1 ^o 
- U , 

'-21^22 I 

bude D(OÍJ, «j) = ClD(a>„ wj), D(<^, <»7) = C*D((Ú1} G?2), 

a tedy O2c7?— 1, t. j . C=±l, O=±l 

Podmínka C = ± 1 Je na/án nutná, nýbrž také dostaču­
jící. Pak totiž z rovnice 1.) 

plyne ± w1 — > 2 2 G ) . —"c12a>u; ± w2 = — f 2 i a \ ~l~ cnw2» z a 8° 

s celými kóefficienty. Celé číslo a = am, ~f- &%> kdež a, & jsou 
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celá čísla racionálna, jest znázorněno pak ve tvaru 

a = : ± (ár,,2 — bc,n) a>3 ± (— ac12 -f- bc22) w„, 

při čemž koefficienty u coj a «2 jsou opět čísla celá racionálna. 
Zároveň je patrno, že I?r0 všecky base má diskriminant 

tutéž hodnotu d, která nazývá se diskriminantem (základním 
číslem) tělesa. 

Lze dokázati snadno, že za basi tělesa lze vždy zvoliti 
dvojici 1, l(d + V"7). 

Dvě celá čísla « l f a2 z tělesa JI (\lm) lze vyjádřiti ve tvaru 
« 1=r/ 1 1ca 1 -f- tf12o?2J «„ = a2lco1 4- a2,2ff»2.8 celými racionálnými 
koefficienty a. Jsou-li «,, «2 čísla lineárně neodvislá, netvoří li 

vâak basi, je déterminant a 1 Ła 1 2 celé číslo 4- ± 1. Z toho 

plyne, že pak \ D (alf a2) \ > \ D (a^ r<\) | .. Uvažujeme li tedy 
všechny dvojice lineárně nezávislých čísel z tělesa kvadratického, 
má diskriminant pro base nejmenší absolutní hodnotu. 

§ 6. Dělitelnost, jednotky, čísla associovaná v kvadratickém 
tělese. 

Jsou-li flf, 0 dvě celá čísla z kvadratického tělesa jR(Vm) 
p =f= O, řekneme, že a je dělitelno fi, j e l i ccfp číslo celé. Pak 
lze snadno nahlédnouti platnost vět: Je-li celé čislo a dělitelno 
celým číslem fi^O, ft dělitelno celým číslem r-=j=0, je a děli­
telno y. Jsou-li a, x1 /j celá čísla, /3 =|= 0 a a dělitelno ($, je 
též ax dělitelno ft. Jsou-li čísla celá a, /? dělitelná celým číslem 
J=J=.0- je a ± / J dělitelno d a obecněji ka-f-p@ dělitelno ó, 
značí-li Xy p libovolná čísla celá. 

Číslo celé e z Jt(\fm) nazývá se jednotkou, je-li 1/e též 
eelé číslo. Z čísel racionálných jsou jednotkami pouze ± 1. 
Převratná hodnota jednotky jě -zase jednotka. . Součin a podíl 
dvou jednotek je zase jednotka. Každé číslo celé je pak děli­
telno všemi jednotkami. 

Číslo celé e zJR(\Jm) je jednotkou tehdy a jen tehdy, je-li 
jeho norma ± 1. 

Z Ne = ± 1 plyne totiž « * ' = ± 1, lfe-—± e*. Ježto zá­
roveň s £ je er c#lé, je 1/e celé, tak že je e skutečně jednotka. 
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Naopak, je-li s jednotka, t. j . s i l/s = r) celé, pak 1 = £?; a 
utvoříme li normy 1 = ŇeNy, kdež Ns a Nrj jsou celá čísla 
racionálna. Z toho, plyne N£ = -t- 1. 

V tělesech kvadratických imaginárných lze snadno jednotky 
ustanoviti. Dokážeme platnost věty: 

V tělese Jl(\j — 1) jsou 4 jednotky ± I , + ?, v tělese 
R(\/~-^3) je 6 jednotek + I , | ( ± J ± V ^ # ) < v ostatních těle­
sech kvadratických imaginárních pouze dvě jednotky + i. 

Ježto v imaginárných tělesech jsou normy všech čísel +0 
kladné, mají všechny jednotky normu + 1 . 

Uvažujme nejprve jR(V — 1). Poněvadž base je zde 1, ?. 
(i — V — 1), musí býti jednotky tvaru x + iy, kdež x, y jsou 
racionálna celá čísla a N (x + iy) = # a + x* = 1. Tomu lze 
vyhověti jen tak, že a? = ± J , y = 0; a? = 0, # = ± 1 , čemuž 
odpovídají jednotky + 1, ± i . ' 

Pro těleso . R i V ^ ) je base 1, i (1+V — 3), tak že lze 
jednotky vyjádřiti ve tvaru x+ \(1 + V — 3)?/ a N(x+\(1 + 
\J-3)y) = (x + ±y)2 + iy*=l,t}. x* + xy+y2 = l. Ře­
šení této rovnice jsou a? = ± 1, j/ = 0; • rr = 1, 7/ = — 1; x = 
= — 1, ?/ = 1; # = O, y = + 1. I dostáváme jako jednotky sku­
tečně ± 1, \ ( ± 1 ± V—3); jsou mezi nimi třetí kořeny z jed­
notky 1,'jO— 1 ± V : = 3 ) - __ 

Pro každé jiné těleso imaginárně R(\/m) bude celé číslo 
tvaru # + Vw* # pro wi ~ 2, 3 (mod 4) neb # + ~ (i + ]/m) y 
pro'm_=l (mod 4), tak že bude jednotkou, jestliže x2~ my'2 = 1 
resp. (x + \y)2 — Imy* = í, t. j . poněvadž m = — | m | , 
jestliže x2 + | m \ ?/2 = l, resp. a?* + w y + J-.1 + | m \ )yq = l. 
Při tom je v prvém případě i m | ž 2, v druhém | ^ | ^ 7. 
I musí býti nutně y = 0. Neboť kdyby | </ | ^ 1, byl by v prvém 
případě člen | m [y*1 > 1, v druhém člen *(1 + | m \ )y'I> 1. 

Pak x1 = 1, tak že jediné jednotky dostáváme pro x = ± 1, 
# = 0 ; ' a jsou to ± 1 . 

Později dokážeme, že v tělesech kvadratických reálných je 
jednotek nekonečně mnoho a udáme způsob, jak je lze pomocí 
jedné _? nich vyjádřiti. • ' __ 

Dvě čísla (t, /5 z tělesa R(\/m), jichž podíl je jednotka 
z tělesa /ž (V**-)- nazveme spplu associovanými, což označíme 
« ~/J... I platí vztahy a ^ / 3 ; z a<^P plyne §^a\ z « ^ ^ . 
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fto^y plyne a<^y; z a.. ~ /31? a2<~~ @2 plyne <xícc2^(3lli2f 
ailaa ~0i/rV Poněvadž čísla assoeiovaná s čísly celými jsou 
zase celá, plyne z té okolnosti, ze ai je dělitelno a2f •*l.

/^/?1-
a a ~ /J2 ťři ie & je dělitelno ft2. 

§ 7. Čísla nerozložitelná v kvadratickém tělese; v /^(V^^S) 
neplatí věta o podstatně jednoznačné rozložitelnosti. 

JBudiž n číslo celé z kvadratického tělesa R*Qfu)f které 
není jednotkou a je dělitelno pouze samo sebou a jednotkami. 
Takové číslo nazveme nerozložitelným. 

Mysleme sî  že jsme celé číslo a z R(\jm) rozložili na 
nerozložitelné činitele. I můžeme si položiti otázku: Je ten 
rozklad možný v podstatě jediným způsobem? Eozklad je možný 
v podstatě jediným způsobem, znamená pak, že eksistuje-li vedle 
rozkladu a — 57.^. . . 77k v nerozložitelné činitele ještě podobný 
rozklad a = xt x2... xj, je nutně každý činitel * associován s ji­
stým činitelem n, tak že pak nutně / = k. 

Ukážeme, že tomu tak není pro každé těleso kvadratické 
na tělese / t ^ V ^ ) . _ _ 

R(\J~b) má basi 1, \l — b. Je to těleso, imaginárné, tak 
že jednotky jsou pouze ± 1 . 

Pro číslo 6 platí rozklady 6 = 2.3 = (1 + V - 5 ) ( 1 - V— 5). 
Čísla celá % 3, 1 + V —5, 1—\J~—b jsou a) nerozložitelná, 
/>) žádná dvě nejsou spolu associována. 

a) Dejme tomu, že by bylo 2 = a/V kdež a, /? jsou čísla 
celá nejednotková. Pak by pro normy musilo platiti 4zzz'NaKpf 

Na > 1, Np > 1, a tedy Kazzz N@ = 2. Kdyby « = a + h \/^b, 
kdež a, b jsou čísla racionálna celá, musilo by býti a2 -f bb*.±= 2 
čemuž nelze vyhověti. Je tedy 2 skutečně Číslo nerozložitelné. 
Podobně by se to dokázalo o 3. / 

' Kdyby bylo l + V— 5 = a/3, pak by pro normy musilo 
platiti QzzzNa\% Na^řh ^ = H a tedy Na—2, N/j-=3 neb 
naopak. To však není možno. Podobně při 1 — \j — b. 

//) Že jiení 2 associováno ani se 3, ani s 1 + V ~ š ^ a n * 
s 1 — V~~• &i plyne z toho, že* by pak musilo býti N2 = N3 
resp. = N(l + \j—b)r = N(l^\[^, jest však # 2 = 4, 
N3=9, N(i+V-o)=.Nli— V—5)=^6. Podobně se do. 
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káže o 3, že není associováno ani s 1 + V—5 ani s 1 —V— & 
Čísla 1 + V — 5? 1 —V— 5 mají sice stejnou normu 6, nejsou 

však spolu associována : jich podíl —--.— = 1 + | \ / — 5 

není celé číslo. 
Uvedme další příklady rozkladu téhož čísla v nerozloži­

telné činitele podstatťlé různé: 

.9 — 3,3 = 12 + V^B) (2 — y"36) " 
2i = 3.7 = ( 4 + V — 5) (4 — V — 5 ) = . 

= ( 1 + 2 V — 5)(1 — 2 V - 5 ) . 

Abychom pravidla dělitelnosti mohli v kvadratických těle­
sech pohodlně vyjádřiti, zavedeme pojem divisoru. Za tím účelem 
budeme nejprve definovati pojem dělitelnosti vzhledem k prvo­
číslu v tělesech racionálných a pak kvadratických. 

(Dokončení.) 

Geometrické sestrojování 
stereoskopickýeh obrazců, 

Dr. Klíma Josef. 

Při vyučování deskriptivní geometrii v sedmé třídě reálky 
možno jako vhodnou a žáky zajímající aplikaci perspektivního 
zobrazování sestrojovati stereoskopické obrazce, čehož lze na př. 
na ryse použíti. 

Perspektivné obrazy, jež sestrojují se z jediného centra S, 
bylo by třeba pozorovati též jediným okem, které je nad hlavním 
bodem ve vzdálenosti příslušné distance. K tomutp správnému 
dívání se na perspektivní obraz bud sestrojený geometricky neb 
pořízený fotografickou cestou slouží přístroj mající jen jedinou 
čočku. 

Ježto však obyčejně předmět pozorujeme oběma očima 
současně dostáváme pro každé oko jiný zorný kužel t. j . jiný 
obrys na tělese a tudíž pro každé oko jiný perspektivní obraz 
Rozdíly jsou tu tím patrnější, čím předmět je bližší. Nejjasněji 
se o tom přesvědčíme pozorujeme-li současně s tělesem předměty 
za ntai jsoucí t z v. pozadí; tu pokaždé jiná část pozadí je zakryta 
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