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Zbytky z arithmetické posloupnosti.
' Napsal
Vaclav Simerka,
fardt v Jendovicich u Yysokého Mjyta.
1. Dosadime-li do shody
u, = a - br (mod p),

kdeZ u, nejmensf kladny zbytek z rtého ¢lenu arithm. posloupnosti
a—+b, a-2b, a-3b, ... jest, pp -+ r misto », obdriime
u (pp+r=a+t+db (pp+r=atbppt+br=a—+br=u,
t.j. uwpe + r) = u, tedy u, = wpir) = Yeptr) + o -

Zbytky =z arithm. posloupnosti &né pie mod. p periodu
o p &lenech, coZ ostatné se stavd, jak netéZko nahlédnouti, u kazdé
shody tvaru

u, = a 4 br 4 er? 4+ ... 4+ g (mod p).

2. Z u, = a + br (mod p)
jde téZ wp—ny =a + bp—r) = a + bp — br = a — br;
z té pfiCiny obdriime
U~ Up—ry = 2a (mod p).
Tak pfi . = 3 -} 4r (mod 11) nalezneme
u, = 3; 7,0, 4,8 1,5, 9, 2, 6, 10, 3;
34+3=74+10=0+4+6=4+2=...=6.
Jing vlastnost této periody jest, Ze se cleny od O stejné
vzddlené do modulu doplhujf.
Z u,=a -} br (mod p) jde totiZ
Upmy = @ - br — bv, Uy =a - br 4 by,
procez i U5+ Urpo = 2(a - br). _
Je-li tedy e+ br=0=p, bude i #—y  tps =p.
Pfi 8 -+ 3» (mod 13) jest na pt. 11,1, 4, 7, 10, 0, 3,
6,912, 2,5, 8;2a104+3=746=4-49=... =13.

3. Jsou-li b, p éfsla nesoudélnd, vyskytuji se v periodd
z a -} br (mod p) povstalé jakoito zbytky vSechna é&fsla od O
az do p — 1. Kdyby totiz vyrazy a -~ br, a - b stejné zbytky
ddvaly, ohdrzfme ze shody
a - br=a - be (mod p),
br=ubp, tedy i r=¢ ¢Cili r =,
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ponévadz jak » tak ¢ <<p jest. Tak ddvd na pf.
2 -+ 3r (mod 8) periodu 5, 0, 3, 6, 1, 4, 7, 2; 5, 0 atd.

4. Z ptedeSlého odstavce snadno poznati, Ze, je-li @ =0,
fada b, 2b, 3b, ..., (p —1)b pii mod p za zbytky cfsla 1, 2,
3y... (p—1) v jiném sefadénf davd. Pri 7r(mod 10) jest
na pi. 7,4, 1, 8 5, 2, 9, 6, 3.

5. Kolikatym clenem jest dané ¢fslo ¢ v periodé, jiz
a - br (mod p)
d4v4, nalezneme FeSenim shody
a -+ bz = ¢ (mod p). _
Na pt. jest pti 74 45z =1 (mod 103), x = — 7 = 96.

6. Perioda, vaniknuvsi z a - bgr (mod pq), kdeZ b, p &isla
nesoudélnd jsow, md pouze p ¢lendt. Netfeba, tusfm, doklddati,
ze se délka periody neménf, pficteme-li ke vSem clentim totéz
¢islo, neb odejmeme-li je od nich. Z té pri¢iny m4 hofejsf vyraz
totéZ mnozZstvi periodickych ¢lent jako bgr (mod pq). Je-li pak pti
bgr : pq podil 2, bude zbytek ¢islem q ¢ili ¢q délitelny, procez ob-
drzfme bgr = pqx |- cq, coZ zkrdceno byvsi, dava br =px-|-c, tak
Ze tfm ku shodé br = c (mod p) piichdzime, kterd pouze pclennou
periodu m4. Ve 4 + 67 (mod 15) jest na pf. nisledkem p =5,
¢ = 3 perioda 5ticlenn4, totiz 10, 1, 7, 13, 4; 10 atd.

V tomto piipadé rozpadd se, hledfc k odstavei prvnimu,
perioda pgclennd v ¢ period o p ¢lenech.

7. P nesoudélngjch p, q jest v mezich 0, pq — 1 vidy jedno
Gislo & (a ne vice), jeZ potainé zbytky a, b ddvd; ¢ili jinymi
slovy: rovnice

. k=pr~+a=qy—+0b
jest vidy pfi k <<pgq YeSitelna. Z vyrazu a -} px obdrifme
totiz pfi « =0, 1, 2,..., ¢ — 1 posloupnost:

a, a +I)1 cey a_l— (q_l)pa
ta pak d4vd pfi mod ¢ dle odstavce 3. za zbytky vSechna celd
¢isla od O az do ¢— 1, mezi nimiZ tedy bude i zbytek b,
a Clen, u néhoz b se skytd, bude — k. PonévadZ poslednf nej-
vétsf Clen a - pg —p za piiinou p > a jest <pq, budou
takovymi i ostatnf éleny, tedy i k. Tak dévd
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= bz + 2 = Ty 43 pfi (mod 5),
2=2+3, 2y=—1=4, y=2, k=17
V rovnici
=nmxt+a=py-+b=qz-t}c
kdeZ n, p, q jsou c¢isla nesoudélnd, urcéi se nejprve
¥ =np-+a=pp40b,
kdeZ tedy &' p¥i mod », p za zbytky «, b m4, naeZ Pak na-
lezneme
k= npt-| I’ = gz,
pti CemZ z podobné priCiny k < mnpg byti musi.
Pti k = 3z -+ 1 = by} 2 = 82 3 nalezneme na pi- ¥ =1,
tedy k =15t -7 =28z} 3 = 67.
TymZ zpisobem tfeba i u
=mx+a=ny-+b=pz-}c=qo-d atd. pokratovati.

8. Aby rovnice
k = efpx + a = fgy + b,
kdeZ ep, ¢ nesoudélna jsou, feSitelna byla, musf byti
a=b (mod B).
“Je-li tomu tak, polozme fiy =z, a jest
k= appx -+ a=qz-} b, pii Cemi se objevi k< afpq-
Z k= 24x -+ 5 = 20y -+ 9 jde dle toho
k = 24a 4 b=>5z-}9,
a pfi (modb), —x=—1,2=1, tedy k=29 <<120.
Tim zpfisobem tieba i v jinych podobnych p¥ipadech po-
citati.

9. Dle odstavce 4. davé Fada b, 26, 3b, ... (p— 1)b Di
modulu p, jenZ s b nesoudélny jest, zbytky 1, 2, 3, . .., (P—1)
proceZz nalezneme

b.26.3b... (p—1)b=1.2.3... (p—1)
¢ili '
-1 (p—1l=(p—1)!.
Kdykoli tedy p jest kmenné éislo, jex proto s (p — 1)1 spole¢-
ného délitele nemd, bude
br—1=1 (mod p).

Ud4va-li pro lepsf prehled b, nejmensf zbytek z g2, bude
na pf. pii p=01, =2, 2, =3, 21: =(2,)*=19,

2, =2,.2,=9.8=11,2,,=(2,;)? = 121=—1,2, =11
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Podobné nalezneme pfip =193,b=3,3, = 81,3, =—1,
316 =41, (B15)'? =31 =1

Poucka tato dle vyndlezce FeCend Fermatovou jest jednou
ristickou zndmku kmennych c¢isel, (jiz by se tato ode vSech
ostatnich liSila), jezto podobné i pfi nékterych délitelnych éislech
byva. Tak na pif. pii 561 =3.11.17, b = 2 nalezneme

210 =—98, 2,0 =067, 2,0 =1, 2,0)"¥=25,,=1.

Tolikéz u ¢isel

1106 =5.13.17, 1729 =17.13 .19, 2465 =5.17. 29,

2821=17.13.31, 6601 =7.23 .41, 8911 =7.19.67aj.v.,
kdykoli &6 s modulem nesoudélné jest.

10. K tvahdm témto mbZeme téZ piipojiti poucku Wilso-
novw zahrnutou ve vyraze

(p— D1+ 1=0 (mod p),
jeZ jest charakteristickou zndmkou kaZzdého kmenného ¢fsla p.

Shodu

az=1 (mod p),

kdeZ a jedno z cisel 2, 3, 4,..., p—2 jest, lze vidy jednou
podobnou hodnotou z feSiti, jeito @, p nesoudélna jsou. Dvou
hodnot z nemd; nebot by z az=1, az’=1 §lo az=az ¢ili
—3
2
péard, z nichz soudin kazdého 1 za zbytek ddvd. Je-li p =11,
jsou na pi. takové pary 2.6,3.4, 5.9,7.8. Z té pticiny
jest i 2.3.4....(p—2)=1. K tomu divi pfipad e ==z
¢ili shoda 22=1 jesté par 1,—1 ¢ili 1.(p —1), tak Ze ob-
drifme 1.2.3...(p—2)(p—D)=p—1=—1,
coz ku hofejSimu vyrazu vede.

U p=5 jest na pf. 4!+ 1=25=0(mod.D); p=7
mi 6!4+1=721="7.103. -

U p=mnjest i min<<p—1, protez (p—1)! sou-
¢inem mn —=p délitelno. TotéZ stivi se u p = m?, kde m za
pricinou ‘

(p—D!=1.2....mMm—+41)... Em)...(p—1)
po druhé ve 2m pochdzi.

z=2". Niasledkem toho rozpadaji se uvedend ¢isla v 2
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Krampovo ¢fslo (p — 1)! miZeme si zde mysliti rozvrZeno
—1 ... .
1 Cinitelich, a sice

2
1.2.3...11§~1:7’—1 p+1p+3

ve dva soudiny po

| a

(p—2)(p—1);

odejmeme-li od kazdého Cinitele posledniho vyrazu modul p,
t. j. pocitdme-li se zbytky na prosto nejmensimi, bude

p—1 —
— 1’ 8 . _9._1—=1.2.3.

2__1 p—l — p—1
JER RSN

Pak vyxa7
(p—D!41=0 ¢ili (p—1)!=—1 (mod p)
obdrz{ podobu
p—1
() (— )=
+1
t. j. —2—!):—:(—1 )T(mod P).

ProtoZ nalezneme p¥i mod (p = 4¢p F 1),
) =
2 premnmey — .

U p=11 jest (G)?* =120 =(—1)*=+41,
kdezto p =13, ddvd (6)*="7202=5*=20=—1.
11. Ponévadz dle pi“edchazejiciho odstavce u modulu

p = 49 — 1 jest ( ') -1, bude u kazdého takového

kmenného ¢fsla zbytek z 2 _2— ! bud 4~ 1 neb — 1. Prvéjsi

stavd. se u  p =23, 23, B9, 71 a j. v,
druhé pak u p =71, 11, 19, 31, 43, 47, 67, 79 atd.
S touto vlastnosti kmennych ¢isel z podoby p —=4p —1

zd4 se, Ze u p :4(}J+ 1 souhlasf okolnost ta, Ze v x*=-—1,
béreme-li =z << 2 =, md « bud sudou neb lichou hodnotu.

Tak pro p =5, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89 atd.
nalezneme x=2, 4, 12, 6, 9, 23, 11, 27, 34 atd.
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