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Vyéisleni jistych Eulerovych integrala

neomezenych.

Napsal
Augustin Panek.
(Pokragov4nt.)
VI. Cheeme-li vyéisliti integral
dx

(1) V:f_

2n ’
(@ +bx")Yax® 4 2bxn
polozime zase

n

@) V(a4 2bz") = px,
z kteréZ rovnice plyne

(3) a -+ 2bx" = p™ a2
aneb délenfm zan '
axr—" -+ 2b = p™.

KdyZ tuto rovnici differencujeme a krdtime n,

—ax—"ldx = 2p*dp,

tedy
4) dr —— -% rHpin—ldp,
Z rovnice (3) jde pifmo
®) a—+ bx* = — 2"(b — p™).

dostaneme

Dosadime-li (2), (4) a (5) do predloZeného integrdlu, na-

byvd tvaru integrdlu differencidlu racionailniho

‘ d x p2n—2 dp
( ll) 2n —m2n
/(a+bm")\/£"(‘a el S

12



118

Jest-li
a=—1, b=1,
obdrzime
oy . p2dp
(6) f 2n _——2f1__1,2n'
(1 — z")\2z» — 1

Kdybychom chtéli integral (6) vyéisliti primo, kladli bychom
dle substituce (2)

V oz" — 1 =p\z.
VII. Integral tvaru
dx
) V= f— T
(a Fbx")Va? + Babe™ + 3b2r™

vytislime, zavedeme-li novou proménnou p rovnici

an

2) Va* + 3abx” + 3b*x™ = pr
aneb
(21) . a') + Sabxn _+_ 3b‘.’m2n — p'dn w.'in .

Z této rovnice stanovime dx, délime-li ji predevS§im ",
takze

a3 4 3abx—2 4 3b%xc—" — p¥*,
nadez obdrzime
(a®x=3"14 2abx—*—1 L b ) dx = — p**~dp
a ndsobenim celé rovnice a1 povstane

(@* 4 2abx™ +- bx) de = — a* T p¥—ldp,

z ehoz
3) de = — zc;n_:gzn): dp.
Dosadime-li hodnoty z (2) a (3) do (1), bude
) =

~a t by
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Vzhledem k rovnici (27) lze ve vzorci (4) jmenovatele
upraviti takto : '

®) (a4 ba*)® = a(a® + 3aba® +- 3b%x) | b
, — apsn P _+_ bswsn
= (ap*™ + bY).

VloZime-li tuto hodnotu do (4), vyloudf se tim piivodn{
proménnd i nabudeme

' —_ prdp
“4) i av = - b3+ap3"’
tudiZ V neboli
w [ d S .
3n - - b a 3n
(a--ba") a7 I 3abar I 357 +ap
Jest-li
a=b=n=1,
dostaneme integrdl
© [ de =— [ 2 %
oV +satss Y 1TP

*) Kdybychom do integralu

V= / d

3 — e —
(142)V 1+ 3z + 32°
kladli
= p 0
1—p
vznikl by z ného integrdl
V:/~5 dp .
Vi—p®

A tento integrdl moZno vyéisliti zavedenim vytéené typické sub-
stituce
(@) © Vi=pi=pu,
znameng-li « novou proménnou.
Ztrojmocnime-li rovnici (¢) & délime-li ji p3, vzejde
P—B —1 = "'n:
12¢
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VIII. Abychom vyéislili integral

1 V= dx

in : 9
(a+ba") Va® |- 4a%bar - 6abo™ |- 4bPxin

zavedeme podobné jako difve substituci téhoZ tvaru, pisice

4n )
(2) R = Ya® -+ 4a%z" }-6ab’c™ + 4b%c* = pr,

kdez pro jednoduchost oznacu,]eme _prislu§nou odmocninu pis-
menem R.

Povysfme-li tuto rovnici na 4n a délime-li ji pak '™, na-
budeme

a:sx-—m + 4a2bx—3n_]’_ Gab2x-2n+4b3m—n — p-ln.
Differencujeme-li a kratime-li ihned — 4w,
(a3m—4n-——1 + 3a2bx—3”—1 + 3ab‘_'w-2n—l + bSm——n—l)dx _ "‘p'"‘]dp

a zndsobfme-li celou tuto rovmici xz!"+1, vzejde

(a” + Sabxn + 3abx™ + b%”")dﬂc e ac‘”“p“"“ldp,
z tehoZ
. . m4n+1pm 1
@ CE Tty

z ¢ehoz differencovanim a krdcenim 3, vznikne.

— . 4dp = udu,
a tedy
®) ) dp = — p*u’du.

Vlozime-li hodnoty z («) & (4) do}l posledniho integralu, bude
dV= — pudu.
Vzhledem k substituci .
1
1+ u3

V= f uduw
V= 14

coz jest tvar integrdlu differencidlu raciondlntho (6).

pP=

nabudeme
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Klademe-li hodunoty z (2) a (3) do (1), dostaneme

pin p4n—2

Prihl{Zejice k rovnici (2), miZeme ve vzorci (4) psdti jme-
novatele
®) (a +bxt = a* 4 4a%bx" 4 Ga?h?x®™ + 4ab’z2*" | bixtn
:aR4n+ b4w-m
— w:m (ap4n+ b4)
Dosadfme-li tuto hodnotu do vzorce (4), bude

p4n—2
a tedy V neboli
, dx . p4n—2
N L el

coZ jest opét tvar integrdlu differencidlu racionilnfho. V- tomto
vzorci integrdlnim znamend ov8em R odmocninu vyjidienou (2).
Prihlédneme-li k integrdlim (1”) v odst. I., VIL. a VIIL,
je z nich patrny zdikon, jak moZno integrdly vytCenych typd
pifmo napsati jako integrdly differencidld raciondlnich.
IX. Integrdl tvaru

dx

(1) V= ) in
f(a -+ ba") V(a+bay — b o

vytislime, poloZice zase

) | V(a + ba"y — blan = px
aneb ’ v
(2,) (a + bx”)" — bigin — plnxln.

Délime-li celou tuto.rovnici z2*», bude
(az—n + by — b = pln,

coZ differencujeme a krdtime ihned in,




182
—a (ax—"b) 41—z = p’*'dp,
z tehoZ

(3) doe— xln-l—lp}.n—-l

Tt by
VloZfme-li hodnoty z (2) a (3) do integrdlu (1), vzejde

_ mlnpln—2

“) av =— IR0 dp .
Dle substituce (27) vSak jest

(5) (a + bxn)l — g (b’ _+_ pZn)

a tato hodnota, vloZena do vzorce (4), proméni jej v

pi.n—de
4 AV = — -5 ————
( ) a (b} + pl.n)
a proto V, t. j.
dx . 1 p)'.n——z
w S == oSt

(@ + ba™) V(a + ba")* — biain

coZ jest opét integrdl differencidlu raciondlniho.

§

Jedi A= 2, jest
M n

®) = 2,__T_—_—__i W
2 2 a L
(a—|—bx”)Va+bx”)" —bnrz? b -+ p*
=
brx
:—!T arc ctg —1—’1—-—: —--11— arc tg - T
ab" b ab™ \/(a 4 bamym — b gt

Klademe-li do vzorce tohoto podobné jako Euler n —4,
a=>b=1, obdrifme integral

dx X _:k)

— = arc tg — :
V(l +af) T —a?

) =
(149 V1 4 o7

- ‘*) Integ;é.l tento lze vyéisliti téz takto:



(D V=

@)
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a poloZime-li v témze vzorci n =6, a = b =1, dostaneme
8 [ — do — arc tg ——— s
®) [ = ety et
(1429 V1 o0 7o Vit oyt — o

Integrdl (6) odst. I. neni obsaZen v integralnim vzorei (1),

X. Chceme-li vycisliti integral

dx

Ize toho podobné dosici substituci

n

Vi i — (ha™ — kY = pe

Klademe
x

2 - e
1
V(l + a%)? —a?
a differencujeme-li tuto substituéni rovnici,

dz

@@ dz =

3

VI 4ot [(1—|—:z:‘)'%—-'.v’]2

nacleZ, sestrojime-li vyraz

“in
(hae— ) YWk — (o — )T

jezto nelze tu upraviti pfisluSnou odmocninu na realny tvar

Y2z — 1. Udélime proto integrdlu (1) podobu, aby byl integrdl
(G) odst. L zvld8tnim jeho piipadem, coZ vytkneme v odstavci
ndsledujicim.

il

K

1
1 (14 a%)2 —a?
b =
® 12 Vi—at
obdrzfme ndsobenim (a) s (b) '
dz __ dx
1-F22

a integrujice obé strany, dosnéjeme ke vzorci (7).

1 +29 V1 + ot —at
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aneb
(2') Wam — (hat — k) = p'nain.
Délfme-li celou tuto rovnici =*, vzejde
W — (h — ka—"): = pi»,
a pHfmym differencovdnim dostaneme, kritime-li ihned An,

— (b — k=) kx—"—dx = p’*—dp,
z tehoZ

3) doe =

o -{-lp/'m—l

"k (han — k)t dp -
Dosadice hodnoty z (2) a (3) do (1), nabyvdme

w?.n n—2

Z rovnice (2) vSak plyne
(]'wn _— k)n - wln (h/‘. —— pln )’
coZ dosadime do (4), i bude

p}.n—‘zdp
¢ V —— £ &
@) W = — i i

Integrdl V jest tedy vyjddfen integrdlem raciondlnfbo dif-
ferencialu

dx _ 1 pln—z
(1) f m -—'—"k’f';;;. _"pz;.dl’-
(ha” — k) YA e — (hae® — k)*

Klademe-li tu A=% =1, A=2, obdiZfme integrdl (6)
odst. I.

XIL. Zvolme jeité obecndjdi integrdl neZ jest (1) v odst.
IX,, a to

1 V=

™ 1dx

7 @+ b V@ F By — B

Tu zavedeme opé&tné substituci identickou s (2) odst. IX.
totiz




185

in

@) V(a + bz"Y — b i =pa,

¢imZ se nezméni taméjSf rovnice (3), takZe jest v platnosti

Ain41,in—1
aintlp

a@F by P
Vlozfme-li hodnoty (2) a (3) do (1), nabyvdme

3) dx = —

' xlnpln—m—l
a vzhledem k rovnici (5) odst. IX. konecn&
4 av g
(. ) - a(b"+p’"”) 'Ds
coz vede k integrdlu V, t. j.
, a1 da 1 ppmm
(1) m ’ - b’—{-—p’"d

((I "’ ])’E”) VI((L —+— I)w”)) b] /nJm
Piseme-li — m misto m, obdriime z (1‘) integrdl tvaru
\/ [(a+ bam) — brain ] it
r T o -
©) f amt(a + b e = W pin dp.

Pro m =1 obdrzime z (1’) zndmy integrdl (1’) odst. IX.
a z (b) nabyvame

V(“ 1 bwn)) —pign . 1 pdp
©) f oty =T 0 Ve
Klademe-li m = 1, dostaneme z (1’)
- xﬂ.—ldx : . 1 plfn—l—l
@/ - == v

(a + ba®) Y(a + ba"y — brain
a z (D) obdrzime

a b — b* x? n 1 )n+l—1
/W(+ ) _ ‘/V

& (@ + ) T
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V integrélu (1’) mizZe m byti téZ ¢islo lomené. V ptipads,

e m = %—, jest predev8im pravéd strana vzorce (1’)
L[5
~zS el

a klademe-li tu p = 2#, dp = B2f~'dz, nabyvdme integrdl dif-
ferencidlu raciondlnfho, takZe jest

: 9 / x‘%‘_ldx _ ﬁ 2Pn—u—1
) i =" e ram

(a + bz™) V[(a —+ ba") —bran |

da.

XII. Vytislime nynf dilezity integrdl rdzu obecného

(A] + Azxaom)r xom—1 dx
(1 V= [P S S
) (B, + B,aFeny

pfi femZ supponujeme, Ze &, B3, m, n, r, s jsou &isla celistvd,
kladnd nebo zdpornd a Ze o jest Cislo kladné nebo zdporné,
bud celistvé nebo lomené.

Zvolime nejjednodussi moznou algebraickou substituci, kla-
douce dle typické substituce, kterd byla pii vycislenf piredchozich
integralii zavedena.

(2) va + bx«m — pxw
aneb
@) a -+ bxon = praen,

kde p jest‘ nov4 integraéni proménni.
Délime-li rovnici (2) z*», bude
@) az=" b =p",
z tehoZ differencovanim jde

— @ ____a __(.i.w_-—p"—ldp ,

2o x

a

a jezto faktor dle rovnice (2‘) rovnd se p" — b, jest
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d
—w(p"—b) - =p"dp,
a tedy

n—1
(3) o _ p"dp

z = e(p—b

Umocnime-li rovnici (2) na m, bude
V(a - bznym = pmgem,
z nfz obdrZime

(4) n——'———_:—.

Nédsobenim rovnic (3) a (4) dostaneme
wwm—ldx — pn-—m—Jdp
e — e(pt—0b)’
V(a - bary™

Vyjddiime nyni prvni zlomek za integrainim znaménkem
jakozto funkei p, kdyZ z rovnice (2”) plynouct

(®)

_*
p"—b

an —_—

dosadime do vyrazu

© G Ay = [ A ]

— A" =y 4 Aye ]
(p"—b)«

a dle tohoto jest pffmo vyraz

(7) (Bl + ngf""”)’ = [Bl(p”(_z_;__ﬂﬂb;{;’Bzaﬂ]' ,

tedy podil obou d4 Zdédany zlomek

8 Wit Ay _[A(pn — B+ Agae] 1
(B, + B, ##"y ~ [B,(p"—b)’ + B,@f} " (p" — by "

Zndsobime-li rovnice (5) a (8) a integrujeme-li, dosp&jeme
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k integrdlu pfedloZenému, ktery jest vyjddien integrdlem racio-
nélnf funkce p.dp, t. j.
(1) (A, 4 Ayaeomy  zomlde
(B B‘ xﬂ(un s " n —
(B, + B,z"") Va T oz
_ _1_ [Al (pn —_— b)“ + Azaa]r pn—m.-ldp
N @ [Bl(p“ —b)f —‘f— Bzaﬂ]’ ) (p"— b)ar--ﬂs+l .

PfSeme-li — m misto m, nabudeme z (1‘) integrél

(& Az Yt b g,

) (B, Byafomy ~ gomit
__ 1 [IAp b A)  prieid
T o) B = F BT (=
Integralnf vzorec (l‘) je tim pozoruhodny, Ze moZzno
z ného dostati fadu integrdli zndmych, riznymi zpisoby vy-

¢fslovanych.
Klademe-li do (1‘) piedev8im a« = g =1, obdrzfme jakoZto

zv148tni vzorec

(AI + Azxmn)r xm—1 dx
(B B xon)s * n
( 1 + 2 ) v(a —f‘bx"m)m
1 (ad, — DA, + Ay p") prmldp

~ 7 oJ (@B, =8B, + By (pr—by—

a jest-li tu » =0, dostaneme

(10)

zom-1dg

(B, + B,z>")*Y(a - bz
._]Z (pn — b)‘—-lp""”"dp_
./ (aB,—0bB, -+ B,p"y

(11)

Dosadfme-li ddle m —w=s=1, B, =1, B,=—1,
a == b =1, nabudeme
‘ dx pm2dp
12 - [ £
(12) e

((—a [Tz
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PoloZime-li do (12) » =3 a pak » =4, obdrZfme dva
zndmé integrdly

. d d,
1—a) V1 4 o
a
d 2d,
a9 [T = [

Jest-li v integrdlnfm vzorei (11)
m—eo=s=1, B, =1, B, =0,
dospéjeme k integralu
n——zd
(15) f — f p p
Va -+ ban

Polozime-li tu » = 3, a=2>b=1, vzejde

(16) f —‘f 1pdp —

Vl + x®
piSeme-li v8ak » =3, a =1, b = — 1, bude
dx . pdp
(17 J Qe i SR
\l—a:

coz jsou zndmé integraly, z nichz druhy byl jiz vytéen na
str. 179.

1
*) PH vycislenf tohoto integrdlu klade se x = -, av novém integralu

s proménnou z zavddi se substituce V 1+ 23=p, ¢imZ nabyvdme tvar in-
tegrdlu (13) na pravé strané uvedeného. Ale -tato dvojnisobnd substituce

jest v nasi obsaZena, nebof dosadime-li z prvé substituce z:—x—do

substituce druhé, povstane ndmi uzivand charakteristickd substituce,

3
Y 1+ 2® =px, kterou mozno tedy integral ten pifmo vy&isliti.
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Ostatné integrdl (15) ndlezi k integrdlim binomicky§ch
differencidli, které se pi3i v obvyklé formsé

f z" (a + bam)r d.
Aby takovy integrdl mohl byti racionalisovdn, supponuje
se, jak zndmo, Ze

m m+1__|_p

1
——= anebo ——
n n

jest éslo celistvé, kladné nebo zdporné.
Z téchto dvou method vede patrné druhd k cfli, nebot
vzhledem k integrdlu (15) jest
1

m1, 1
~T.+p'—7— n—O’

a proto vydfslenf téhoZ integrdlu vyZaduje substituci

Va + ba" = pz.
Klademe-li do vzorce (11) @ = —‘12—, bude
(18) f =? e —_ (p"—b)*'pr—mtdp
— - (aB, — bB, + B,p")*

(5, + 85 Vla+ 027)
a je-li pak m =1 a » nahradime-li 2», nabudeme
dx
2
(B, + Bya") Yz (a + bx")

(19)

_ (pﬂn — b)a-—lpﬁn—zdp
- 2f (aBz - bBl + Blpzn)‘ ’

Kdyz tu misto b napfSeme 2b a s—=1, B, =a, B, =0,
obdrz{me
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dx 2 pn—?
2 = —a—/b — pZ;‘; dp’
(@ + bz") Yxi(a + 2bx")

identicky to vzorec s (1) odst. VI. str. 177.

(Pokracovéni.)

Osmotickd theorie ¢lanka koncentracnich. I.

Vyklada
Dr. 0. Sule v Praze.

Pted nedlouhou doboua bylo v tomto ¢asopise ukdzéno *), kterak
na zdkladé modernich ndzord o roztocich, zejména viak na zi-
kladé theorie o povaze tlaku osmotického v roztocich a rovnéz
theorie o elektrolytické dissociaci elektrolytdi, rozpuiténych v ne-
elektrolytech lze cestou nad mfru jednoduchou, zejména kdyZ se
pouzije thermodynamické obdoby mezi tlakem osmotickym a
tlakem plyni, dospéti k rovnici fundamentdlni pro nauku o ve-
Skerych zjevech tknoucich se vzniku sil elektromotorickych mezi
vodi¢i ¥adu prvého (kovy) a voditi ¥4du druhého (elektrolyty).

Zékladnf ona rovnice, na mfsté uvedeném bliZze objasnénd
poddvd jednoduchy vyraz pro silu elektromotorickou = ve tvaru

Mdme-li hned na mysli elektrodu zvratnow, jest P elektro-
lyticky tlak kovu, p osmoticky tlak kovu v roztoku elektrolytu,
ne potet ndboji na jednom iontu soustiedénych, tedy velicina
dle zékona Faradayova srovnald s mocenstvim (valenci) iontd,
T absolutnf teplota, konstanty pak maj{ obvykly vyznam, a sice:

R jest veli¢ina stdld ze zdkona o plynech dokonalych, jejiz
hodnota jest v mife thermické

R =196 cal,,
a ponévadz jest

*) Roé. XXVII. str. 12.



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T02:36:49+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




