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Kdezto préce prvni vznikla asi v téZe dobé jako pojed-
ndnf: ,Note iiber aussergewohnliche Specialgruppen auf algebrai-
schen Curven, z diivodd nezndmych v3ak otisténa nebyla, po-
chiz{ obé poznimky z oné doby, kdy choroba jiz ohloddvala
kotfen Zivota Krausova.

Viecky tyto préce ukazuji jak volbou latky, tak prove-
denfm, Ze zesnuly se obiral jen tdvahami téZkymi, vyZadujicfmi
velkého napjet{ duSevnich sil, a vysledek, s jakym tyto préce
konal, jest jistou zdrukou, Ze se sldva jména jeho stile SfFiti
bude. Jakd to Skoda, Ze ndrodu neetnému muZ takovy zemfel!

Truchlf-li odbornik ze ztrity tak vynikajictho ucence,
truchl{ dvojndsobné vzpominaje si na uSlechtilou povahu zesnu-
1ého. Hlavnfm cflem Zivota jeho bylo poznati pravdy mathema-
tické; za tim cflem kricel neohliZeje se ani po zevnf sldvé
ani po hmotnych vyhodéch, poklddaje je za véc vedlejéf. —
R4d hovorfval o védeckych pfedmétech, ptekvapoval kazdého
originalnost! a silou my3lének, a vynikal skromnostf, jaki vy-
skytuje se jen u téch, jimZz jde v pravdé o véc. KéZ pif-
klad, ktery ndm poddval svym védeckym sna%enim a svou
Slechetnou povahou, nemine se s vi¢inkem; kéZ se nalezne hojny
pocet téch, kteff se vynasnaZf, aby kraceli v §lépéjich drahého
zesnulého! Cest a slava nehynoucf budiz pamdtce jeho!

Piispdvek lku transfofmaci jedendctého radu
funkei elliptickych. |

_Sepnl .
Dr. L. Kraus.

Pan Klein uvetejnil ve XII. svazku Casopisu ,Mathema-
~ tische Annalen® pojedndni nadepsané: ,Uber die Transforma-
tion elfter Ordnung der elliptischen Funktionen“, v némZ po-
d4avé tplny obraz Galoisovy resolventy rovnice transformacnf.
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Timto obrazem jest kiivka €, 20, stupné, rodu 26., jsoueci zé-
roveir dvojnou kfivkou rovnice

Y Oy Y %y O
0‘) 3/3, Oa ."/9) .7/4
O =y 0, %, 0, y |=0.
Yo Yoo 0y Y O
0, % ¥ 0, %
Soutadnice ¥, ¥,y Y5, Y5, ¥s kPivky € hovi pfi tom
rovnicfm nejniZ$f dimense

0=ysY% Y —¥1%%+ Y +9%h
1) 0=91%% —Yi¥%Ys—Y N

0=y91% + 9% + %%,
jakoZz i dalSim 12 rovnicim, z napsanych cyklickymi permuta-
cemi na jevo jdoucim. Indexy majf vidy pofad

1, 4, 5, 9, 3,

jsouce tak urovniny, Ze kaZdy dal3f index vychdz{ z pfedeSlého
n4sobenim ¢tyfmi podle modulu 11.

AvSak pan Klein vytkl mimo to jakoZto obraz té%e re-
solventy kfivku C v prostoru o péti rozmérech, jeji% soutad-
nice znaciti chceme

Aoy 4y, Au AS’ Ay, A,.
Pak existujf mezi soufadnicemi obou ¢ar € a C tyto relace:
Yo Ao 5 Aoy A

s AT oy AT wm T A
s A om A
o Ay T A
Déle dokédzal pan Brzoschz v pOJednéni nadepsaném: ,Sopra
una classe di equazioni modulari“ (Annali di Matematica, ser.
2. t. 1X.), Ze soufadnice A; C4ry C hovf rovnicfm:
Al A A A A A =0
(2) 4AT Ay A A A2 A A2 A AT A AT =0
A (A +2A,A)F2A Ay A, A2A, +HAA, =0,
jakoZz i daléfm ¢tyrem z napsanych cyklickou zdménou plynou-
cim rovnicfm.
V stati této odpoviddm tudfz k témto, aZz dosud neuvaéo-
vanym otdzkim :
1. Analytickou transformaci &iry € v é&ru C skuteé'né'
provésti.
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2. Dostatednj pocet na sobé nezdvisljch rovnic udati, jimZ
hovi souradnice &iry C.

Stanoveni takovyich na sobé mezdvisljch rovmic jest proto
nutné, Ze ony panem Brioschim vytknuté nejsou dostatedny.
Soucasné nds vSak tyto uvahy pfivedou k poznédni, Ze jsou
ony ndmi vytknuté rovnice k sobé ve zvlditnim, pozoruhodném
vztahu, aniZ by proto byly linearné na sobé zavislé.

3. Urditi funkce ¢ pro édru C a tim ¢ pro édru G,

Odpovim pfedevifm k odstaveim 1. a 2., nepodédvaje
vSak vidy podrobné dikazy.

Rovnice transformacnf znf:

Ao =— V1995 % vs
A __+ y:yx%ys

A‘_+Vy..y43/syx
A5:+Vyaysylyq_
Y

A =+V$ysy4z/:
Ys

A =4 Y2 Ys Ys

h
Z uvedenych relacf (1) mezi soufadnicemi céary € nale-

zneme snadnym zplsobem pro soufadnice ¢ary C tyto relace
¢tvrté dimense:
A = A A (A Ay AgA,)
@) —AA =A;(ALA, A, A7)
Aqu(AéAx + A3 A)+ACAA, = A A A A,
jakoZ i dal8fch 12, z téchto rovnic cyklickou zdménou indexi
1, 4, 5, 9, 3 plynoucich rovnic.
Ddle nalezneme rovnici ¢tvrtého stupné
= AL Ao (A A A A A AL A AT A AY)
R ANAGA AT A A ATA A, - ATA A - AZALA, =0
jejtZ dvojnou kfivkou jest prdvé kiivka C.
Prihlednouce zevrubnéji k této rovnici, shleddvime, Ze
skutecné rovnice
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0H

0Aw .
tplné souhlasi s obéma jiz udanymi relacemi (2) stupné ttettho.
Nisobime-li kaZdou z téchto rovnic linearnou funkef velitin A,
majfef vSak koefficienty po libosti volené, dobereme se timto
zplisobem 36 linearné nezdvislych rovnic étvrtého stupné, jimZ
soufadnice A kiivky C hovi. Zédn4 z téchto 36 rovnic nezdvisi
vSak linearné na vySe uvedenych 15 rovnicich (3). Nebof existuje
51 linearné mezdvislyjch rovnic stupné dtortého, jim# souiadnice
A Ekr¥ivky C hovi, a jeZ maji tu vlastnost, Ze kaZdd jind -rovnice
ctortého stupné, kterd jest soutadnicemi kitvky C vyplnéna, must
byjti linearnou. posloupnosti zminénijch 51 rovnic.

Ze skuteénd téchto 51 rovnic na sobé linearnd nezévisf, lze
snadno na onéch rovnicich ukdzati, Ze pak i Z4dné dal3i line-
arné nezdvislé rovnice ctvrtého stupné neexistujf, dokézati lze
vyvinutfm soufadnic A kfivky C v fady, postupujief v tomto
pifpadé podle jedendctych mocnosti jedné proménné s.

Obdrzime tak:

Ay=—s4 . A =14 Ay =—s"T+4...;

=—st Ay =—s B A =4

Dosadfme-li nynf do veSkerych vyrazi ¢tvrtého stupné A},

CA%A,, atd., jichZ jest celkem
7.8.9
4
za soufadnice A pifsluSné Fady, obdrzime 126 vyvind pokracu-
jicich podle stoupajicich mocnosti veliiny s, mezi nimiZ existo-
vati musé H1 linearnych totoZnostf, mda-li byt1 vySe uvedend
véta spravnou. Ale tomu vskutku tak.

Mnohych vyvin@ neni vSak ani tfeba, z cehoZ arci plyne
vétSf struénost na$f dvahy. Tak ku pf. jest prvn{ ¢len Ffady
pro A®A, pouze proménnd s, a jeZto neni jiného vyrazu, jeho -
vyvin by také poéinal proménnou s, lze a priori vylouéiti nejen
vyraz Al A,, ale i cyklickou zdménou z ného plynouci vyrazy

CATA, ADA,, ATA;, ADA,

Jinak bez obtiZf nahlédneme, Ze obdrZeti lze kazdou rov-
nici 5. stupné, jiZ hovi soutadnice A kfivky C, ndsobenim.bud
nékterych neb i vSech 51 rovnic vhodnymi, v soutadnicich A
linearnymi faktory, a seftenfm takto zfskanych vyrazli. Tako-

=0

=126,
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vymto zpisobem jest téZ moZno odvoditi prvnf ze zminénych jiZ
rovnic (2), totiZ
Al A AA A A, =0,

Pristupme nynf ku vySetienf odstavce tretiho.

Jednd se zde predeviim o to, stanoviti takové celistvé
nebo i lomenné funkce ¢ veliéin A, jez tvoff citatele Abelova
integralu, viude kone¢ného. Jest jich vidy p, v nalem ptipads
tedy 26 a sice linearné na sobé nezavislych. KaZdd funkce ¢
jest urlena (p —1) soustavou hodnot soufadnic A kiivky C
a zmizf, nehledé k uréitym pevngm soustavdm hodnot v (2p—2)
bodech kfivky C. Zde tedy jest kaid4d funkee ¢ urlena 25
soustavami hodnot veli¢in A a zmizf v 50 bodech ktivky C.

Béif predeviifm o sestrojenf integralu, vSude konecného.
Jak povédomo, utvoffme onen integral tfm, Ze zvolfme v piipadé
6 homogennich proménnych 4 funkce F,, F,, F,;, F, nejnizsiho
stupné, jeZ pro soufadnice kiivky C vymizf, a mimo to dvé
roviny v =0, v =0.

Hledany integral m4d pak tvar

D (udv — vdu)
j= [l ey

kde 4 znacéf funkcionalny determinant funkef
Fn F’h F:H Fu u, v
@ musf byti tak voleno, by bylo dimense o dvé jednotky nizsf
net 4, a aby vymizelo pro ony soustavy hodnot soufadnic A
kiivky C, pro néZ vymizi nehledic na » a v determinant 4,
t. j. tedy musf se annulovat pro ony soustavy hodnot soufadnic
A ktivky C, pro néZ zmiz{ determinanty 4. stupné matricy
FID b} Fll ’ F14 L) FIS , Flo 9 Fl3
F20 " F21 ] FZ»I) F25 ] F29 k) F23
F30’ le L] F34 ] F35 L] F39 L] F!3
Flo ] F{l L] Fl{ k) F45 L] F49 I F¢3 |
oF,
v
Uvedené podminky jsou nutné, aviak i staéf, by n4% in-
tegral byl veskrz koneénym.
~ Volme nynf za ony funkce F 4 z Brioschiho rovnic 3.
stupné, a sice ' '

Fu jest tu pouze kratSim oznadenfm vyrazit
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oH . oH_ . oH__ 9H_
a—A'o'—O’ aTA;—O’ D—A;_O’ DAl_O’

za u a v pak roviny

A, =0, A,=0.
Oznaéfme-li pak k viili strucnosti symbolem Hj vyraz N
’H )
AAL’
bude o rovnati se
HOO , H09 k) H03 k) HO‘ , H04 ’ H05
H901 H”, Hgaa H9I ) H&Ha HDs
Y Hso ) H39 [ H33 ? Hsl ’ H34 ) H35
Hyo, Hys, Hi, ny Hyyy Hy
o, 0, 0, 0, 1, O
o, 0, 0, 0, O, 1
HBO’ H09 ) H03 k) H(]l
— HQO’ HsQ k) H93$ H9l
- H30 1) H39 bl H33 I HSI )
109 H197 Hl3’ Hll

Jest tedy 4 funkef stupné 8. a tudiZ @ dimense 6.

Ale jeito musf{ byti mezi onémi hodnotami, pro néz @
zmizf, 50 hodnot, jeZ nejsou pevnymi, @ vSak celkem v
6 X256 = 150 bodech vymizi, jest patrno, Ze existuje 100
uréitych soustav hodnot soufadnic A kfivky C, pro néZ ony
determinanty 4. stupné vymizf, z CehoZ dile jde, Ze pro ony
soustavy hodnot i determinant 4 zmizeti musf.

Vysledku toho lze se dobrati té% s jiné strany. Deter-
minant & zmizf, vzhledem k tomu, Ze jest 8. stupné, pro 200
soustav hodnot soufadnic A khvky C. Ale & musI zmizeti
- vidy, kdykoli

A dA; —A:,dA,_O
to stane se vSak pro 100 soustav hodnot, jeZto pocet jich ‘musf
byti roven tfidé rovinné Cary stupné 25. a rodu 26. Sprévnost
vyroku prédvé ucéinéného ihned nahlédneme, kdyZ promitneme
kiivku C z bodu, jehoZ soufadnice A, a A; se rovnajf nulle, atd.

Je-li viak stupeir néjaké kfivky n a rod jeji p, jest tfida
jejt obecné '

n(n—l)—?[(n—1)2(n—2) —p],
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a tedy v naSem pifpadé .
2. 24—2(24 23

Vyraz

—26):48—}—52:100.

D (A, dA; — A dA))
. AI b
pod znamenfm integralu stojici, stane se neurcitym tvarem &
pro onéch 100 soustav hodnot, pro néz se jak & tak i
- A dA; — A dA,
rovnd nulle.

Jeito viak o jesté pro dalSfch 100 soustav hodnot vy-
miz{, mus{ vzhledem k tomu, Ze md byti integral J vSude ko-
nenym, také funkce @ pro téchto 100 soustav hodnot vymizet.
ObdrZime tudf% on&ch 200 soustav hodnot, pro né* o vymizi,
rozdéleny na dva druhy. Av8ak dokéZeme ihned, Ze v naSem
ptipadé oba tyto druhy jsou identické.

Znalf-li totiz D Hesse-tiv determinant veli¢in H a obdobné
Hy: subdeterminanty veli¢in Hye, vyjidfeny v D, tu platf rovnice

Do =H,H, —H,.

Z této rovnice lze pak odvoditi vétu, Ze jest nutno kaZdou
z onéch 100 soustav hodnot soufadnic A kiivky C, pro niz de-
terminant 4’ zmizf, pocftati- dvakrat.

AvSak nynf déle ukiZeme, Ze lze vyjadriti & jakoZto Gplny
¢tverec celistvé funkce 4. stupné. Pifmy dikaz tohoto vyroku
"byl by dosti téiky; rychleji dojdeme cile, uZijeme-li dfive vy-
tknutych vyvind soufadnic A v fady. Dosadfme-li tyto fady za
soufadnice A do 4, obdriime fadu
258'® — 100527 |- 35058 — 340s° |- 475550 |- 480s°t - 1116552

-+ 184s%3 4 ...,
jejiz prdvé napsané ¢leny pro dal$f naSe tivahy uplné vystaci.
- - Snadno totiZ nahlédneme, Ze vyraz
~ Dg®— 108'? - 2583 |- 168*! - 17552 |- 2563 |- Hg?4 |- 244°°
povySen byv na’ ¢tverec, pridvé ony pocitecné ¢leny napsané
fady. podév..

Z poslednfho vfrazu - obdrifme nyni feSenim soustavy li-

nearnych rovnic vyraz
= A‘-—30A0A°—26A0A1A Ay —AJAI B4 AALA;
—38A A, A, —8AJA,
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obsahujici opét soufadnice A. Shleddvdme tudff spravnost
vyroku:

Jsme s to, abychom urcili jednoznacné celistvou, racional-
nou funkef # stupné 4. soutadnic A té vlastnosti, Ze vyvin
funkce % v fadu s vyvinem vyrazu o v fadu, aZ ku ¢lenu
§°3, ku kterémuZ ni§ pocet proveden byl, iplné souhiasf.

Kdyby nyni obé rady, jez, jak bylo ukdzdno, pro pocdteénf
Cleny souhlasi, byly vibec totoZny, mohli bychom v integralu
misto o zavésti #?, jelikoZ uvaZujeme pouze soustavy hodnot
soufadnic A kiivky C.

Jedn4 se tudiz o to, dokdzati platnost domnenky této, i
uzijeme k tomu cfli véty:

nJest-li Ze celistvd funkce 8. stupné pro vice mef 200 sou-
stav kodnot soutadnic A kitvky C vymizé, musi vymizett pro
kazdou soustavu hodnot souradnic A krwky C, jefto ona kiivka
C jest wrreduktibelni.”

Takovou funkef 8. stupné jest v3ak

r:—a.

Vyvineme-li ji tedy v fadu stoupajicf dle mocnostf veliCiny s,
a lze-li pak ukdzati, Ze vymiz{ koefficienty vSech ¢lendt této
fady aZz ku s2°% tento ¢len jeSté pocitaje, musf pak vymlzetl
veSkeré koefficienty pravé zminéné fady.

To vSak pffmo dokdzati bylo by zbytetno; dostaéf vyraz
P — 4 cyklicky permutovat, a do takto obdrzenych étyt vyrazii
zndmé fady za soufadnice A dosadit. ObdrZime tak étyry nové
fady, kde u kazdé z nich jest ndm k tomu pfihlédnouti, zda-li
vymizf poéiteéné cleny. A sice staf jiti u téchto ¢tyf fad jen aZ
k oném exponentiim veliiny s, jejichZ soulet jest roveir aneb
V&1 nez '

203 — 93 = 110.

Veskeré tyto domnénky pocet ztvrzuje, tak ie Ize psatl

mteglé.l ve tvaru .

S -aan),

aneb, jeito jest
D —=py9,
ve tvaru

JE @an—aas),
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"kdeZ jest @ bud celistvou, neb lomenou funkei dimense 2. sou-
Fadnic A.

wlest tudiZ ka¥dd celistvd funkce druhého stupné souradnic

A hledanow funkei .
- Takovych funkef jest vSak pouze
3.4.5.6.7 —91
-1.2.3.4.5
linearné na sob& nezavislych, a jeito, jak jiz diive bylo po-
dotéeno, pouze p = 26 linearné nezdvislych funkei ¢ . existuje,
jest ndm uréiti je§té 5 dalSfch linearné na sobé nezivislych
funkef . Tyto funkce nemohou vSak vice byti celistvé, jinak
by byly v onéch 21 obsaZeny, i musf tudfZ byti funkcemi lome-
nymi. Ku jich stanoven{ uZijeme véty:

» Vymizs-li celistvd funkce 4. stupné pro 2p — 2 =50 sou-
stav hodnot souradnic A krivky C, a zmizi-li pro onéch 50 sou-
stav hodnot souradnic A zdrover ¢ jistd funkce @, vymizi 7 pro
zbyjvajicich 50 hodnot, pro néZ ona celistvd funkce 4. stupné vy-
mizi, jistd jind funkce @.¢

Zvolme tudiZ libovolnou z onéch 21 funkef ¢ ku pi. AZ
Tato -funkce vymizf pro kaZdou ze 5 nfie napsanych soustav
hodnot soufadnic A desaterondsobné: .

L Aj=1, A, =0, A;=0, A, =0, A; =0,

IV. A, =0, A,=1, A; =0, A,=0, A, =0,

V. A, =0, A,=0, A;, =1, A, =0, A, =0,

IX. A, =0, A, =0, A; =0, A, =1, A, =0,

L. A, =0, A,=0, A, =0, A, =0, A,=1.

Volime-li nyni funkci 4. stupné

AoAlADA:h
tu zmizf tato funkce pro napsané systemy timto zpfisobem:
pro I. 21-ndsobné, IV, 23-ndsobné, V. 29-nisobné, IX. 14-n4-
sobné, III. 13-n4sobné.
' Vymiz{ tudf? funkce
AcA A Ay A A A,
AT T A
pro ony soustavy resp., 11-, 13-, 19-, 4- a 3-n4sobné. Jest to

tedy celkem 50 soustav hodnot a v téchto musf tudfZ vymizeti
jistd funkce @, procez
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_AAA
==g

Radami snadno se lze presvédéiti, % pro ony soustavy
hodnot, pro néZ vymizi prdvé napsand funkce @, nemiZe vymizet
Zddnd celistvd funkce stupné druhého, takZe tato funkce ¢ nutné
musi byti jednou z onéch 5 hledanych. Cyklickou zdménou
vyrazu

A A A,
A,
obdrZfme vSechny hledané funkce ¢ a sice:
AAA AAA AAA A, AL A AAA
A, A, A, TA, A,
¢imZ tdloha naSe tplné FeSena jest.

" Upotiebime-li pak jeSté transformace uvedené na pocétku
této stati, jest ndm mozno i pro kiivku € udati pifslu$né
funkce .

Applikacf Abelova theoremu dojdeme koneéné té zajimavé
véty, Ze jest hodnota maseho integralu, vzata podél kivky € ve
. dvou mezich, jeZ k nasim 5 dFéve uvedengym soustavdm hodnot
prislusi, -\ jedné periody tohoto integralu.

Dikaz véty, Ze existuje nekone¢nd mnoho kmen-
nych cisel kp+ 1, je-li » kmenné.
Napsal
dr. Ludvik Kraus.
Je-li

M=qa— 1,

platf
¢ (M) =0 (mod p), '

znacf-li ¢ (M) jako obycejné pocet ¢isel nesoudélnych s M a ne-
prevySujicich M. *)

*) Je-li M= a¥ — 1, kdeZ a, v znadf libovolnd &isla, plati téz
@ (M) =0 (mod ),
jak ukdzdno v pojedndnf ,0 jisté vété &iselné“ od Ed. Weyra, tento
Casopis sv. XL, &L 7. Pozn. redakce.
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