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bod @' s E,. Pifmka ta nechf protne pfimku ¢ v bodé E,. Pak
bude p¥imka O E; rovnobéZzna s piimkou Q'F, a tedy <t QOE, — -g—
Piimka OE, protne kruZnici ¥ v bodé F. Prisetik (Q'F, x)
jest G, prisetik (PF,y) jest H. Preneseni usetky OG do po-
lohy KP provedeme takto: Oznatme F, = (Q'F, ¢). Vedme déle
piimku PF, a ta necht protne ¢’ v bodé F,. Prisetik (QF,, x)
bude A. Spojime-li body, v nichz piimka ! = HK kruZnici %
protind s bodem ¢, protnou ndm tyto dvé piimky piimku =
v bodech P4, P,, takze OP, = x,, OP, = .

Poznamky k theorii kuZelosecek.
Napsal R. Hrusa.

1.
Budiz dana kuZelosetka rovnici stfedovou tvaru:
E = Ax*+ 2Bzy + Cy>* — D =0 (1)

v soustavé pravothlé.

Uloha, stanoviti osy této kuzelosetky, Fedf se pomoci ortho-
gondlnf transformace, nebo uZzitim invarianti kvadratické formy.

Zajimavou elementdrnf methodu naznatil p. B. Niewenglowski
ve dvojsvazkovém dile ,Cours de géométrie analytique“, atd.
(Tome I, Sections coniques, p. 294, Exercices 3), kterdz pochdzi
od znamenitého francouzského algebristy E. Galoisa. Methoda ta
se opird o ndzor geometricky a proto vynikd svou jednoduchosti.

Pro pochopeni zdkladni mySlenky této methody uvaZujme
kuZelose¢ku danou rovnici osovou:

x? 2
S+h=1 (1

soustfedné kruhy, které maji s kuZelosetkou styk dvojnasobny,
dény jsou rovnicemi:

K, =2*+4 y*=a?,

K, =24} y*=b%
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Libovolné zvoleny kruh soustfedny mé rovnici:
x‘.‘l 2
=1 @

Odeétenim rovnic (1*), (2*) dospéjeme k rovnici degene-
rované Ciry 2. stupné, totiz:

(L= k)l =0
kterd zaroveli prochdzi spoletnymi priseéiky kruhu a dané
kuzeloselky.
Jeli =4 preide degenerovand &dra v osu &OVOU-

R=1%b Y-0vou.

V tom pfipads, kdy je kuzelosetka dina obecnou stiedovou
rovnicf (1), miZeme této okolnosti pouZiti ke stanoveni velikosti
a polohy os této kuzeloselky.

Jakmile totiz se soustfedny kruh dotykd kuzelosetky
dvojndsobné&, jest jeho polomér roven délkou svou bud malé
nebo velké poloose.

Je-li kuzelosetka ddna rovnici tvaru:

E = Ax® + 2Bxy 4+ Cy* — D = 0; €8]
pak kruh s ni soustfedny md rovnici:
K =24 y* — R*=0; (2)

rovnice: E. R* — KD = 0 patii oné ¢dfe druhého stupné, kters
prochézi spoletnymi priseky kruhu s danou kuZelosetkou. Roz-
vineme-li tuto rovnici ve tvar:

z® (AR — D) 4+ 2 BR%y + (CR* — D) y* =0;  (3)

sezndvame, Zze je to &dra degenerovand, jiz tvoff dvé piimky
prochézejici potitkem.

Pfi dvojnisobném doteku kruhu K s kuZeloselkou E
splynou ob& posledn® jmenované piimky v jedinou, tehoZ bez-
prostfednf je ndsledek, Ze rovnice (3) délenim nebo ndsobenim
jistym stdlym faktorem dé4 se redukovati na dvojmoc.

Kdy nastane ten pfipad, na to ndm odpovidd algebra, Zze
v tom piipadé, kdyZz mezi koefficienty rovnice (3) existuje vztah :

B2R* — (AR* — D) (CR*— D) = 0.
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Upravime-li tuto relaci, poznivime, Ze jest to rovnice
4. stupné vzhledem k veli¢ing R; vypad4d pak takto v definitivni
upravé:

(B*— AC)R*+ (A + C) DR* — D*=0. 4)
Dle toho, co bylo shora Fedeno, jsou koteny této rovnice:
Ri=+4a R =—a, Ry=—=+ b, R, = —b.

PonévadZ rovnice ta obsahuje sudé mocniny veliéiny R,
dd se snadno fesiti. Takto tedy pro osy kuZelosetky dostévame
vyrazy :

o= \/pA+C+VUA—CF+ 4B

2 (B2 = 40)
_ A+ C— V(A —CpFaB
b= \/D 2 (B*— AC) - ®)

Sméry os dostaneme FeSenim rovnice (3) dle z ve tvaru:
z (AR* — D)+ y BR* =0
pii tom nutno za R vloziti hodnoty a,’ plynouci z rovnice (5).

Zajimavo je, %e methoda uvedend vede k cili i v tom p¥i-
padé, kdyZ rovnice (1) vztahuje se k osdm soufadnym, které
nejsou kolmé, nybrz sviraji spolu obecné dhel w, af ostry nebo
tupy, v prvé &tvrti.

V tom pfipadé rovnice soustfedného kruhu ms ponékud
slozitéjsi tvar a sice:

K = z%*— 22y cosw + y* — R? = 0. 6)

Degenerovani Ctéra, prochézejici priiseky kruhu K a kuZelosetky
E, m4 patrné rovnici:

(AR®*— D)2%*+2 (BR*+4 D cos w) zy +(CR*—D)y2=0 (7)

Pfi dvojndsobném styku obou zminénych éar pfejde dege-
nerovani ¢4ra ve dvojitou piimku, coZ se poletné zralf tim, Ze
levé strana rovnice (7) je aZ na stély faktor Gplnd dvojmoc.
Ta okolnost vede k relaci tvaru:

(B*— AC) R* 4[4 + C+ 2Bcosw] DR®* — D*sin*w = 0. (8)
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Koteny této rovnice musi byti opét délky poloos a, &, proto
feSenim té rovnice dle R obdrZime:

e
VD™
\/A+ C+2Bcosw—+\V(A— C)*+4B2+ 4(A+ O) Beosw
2 (B — A0) ©
b
VD —
\/A+ C+2Bcosw— \(A— )+ 4B 4 (A + C) Beos w
2 (BT —A4C)

Sméry os diny jsou rovnicemi:

z (4a® — D)+ y (Ba® 4 D cos w) = 0;

z (4b* — D)+ y (Bb% + D cos w) = 0. 10)
Diskusse rovnic (9) vede nds k zndmému vysledku, Ze

. > ellipsa
kuzelosetka E je v piipadé B* — AC _ 0 hyperbol

koneéns B — AC = 0, piejde ve dvojici rovnob&Znych piimek.
Zajimavo jest, jak na zdkladé téZe mySlenky dokazuje
p. Niewenglowski theoremy Apolloniovy [Cours de géométrie
analytique, tome I, p. 292].
Zvolime-li za osy soufadné priméry kuZelosetky, nabyvd
jeji rovnice tohoto tvaru:

0 je-li

z?  2uzy

RT R*

Degenerovand tira vedend pruseky kruhu s kuZelosetkou
déna je rovnici:

1 coS ® 1 1
2 = —
[ = gol o [ =0
Pii dvojndsobném styku obou svrechu zminénych éar redukuje
se degenerovand &ara opét na jedinou pifmku; to nastane tehdy,



97

kdyZz rovnice oné degenerované &iry bude aZ na stdly faktor
aplnd dvojmoc, coZ jest aequivalentni s relaci:

cosfw (1 1)/ 1 1
w5 = (o~ =) (5 =)
V definitivni své upravé relace zmin&nd md tento tvar:
4+ R* — R? (b2 + a}) 4+ alb} sin®* 0 =0,
pti ¢emz pro ellipsu se bere horni znaménko, pro hyperbolu dolni.
Kofeny této rovnice jsou patrné a, b, respekt. a, bi. Zné-
mymi kofenovymi vlastnostmi rovnic algebraickych vedeni jsme
pfimo k relacim tvaru:
a® 4+ b2 =a? 4 b}, a%* =l sin* w
jedna-li se o ellipsu; pro hyperbolu dostaneme analogicky tyto
relace:

a® — b* = a? — b2, a®® = a}b} sin? w.
Tyto relace v3ak jsou v algebraické formé zakuklené
theoremy Apolloniovy. .

1L
Kuzelose¢ky obdélniku vepsané.

1. Ddn jest obdélnik o strandch 2u, 2v, jest nalézti rovnici
kuzelosetky vepsané. PonévadZ tloha jest neuréitd, obdrzime
celou soustavu kiivek, jeZ dané podmince hovi; libovolnym
bodem roviny prochdzeji obecné dvé kuZeloselky soustavy, dané
pfimky se dotyk4 jedin4 kfivka téZe soustavy. Takovou soustavu
kfivek jmenuji mathematikové Fada.

Poédtek soustavy pravothlych souradnic budiz ve stfedu
daného obdelniku; osy nechf jsou rovnobézné se stranami jeho.

Uvazované kuZelosetky jsou s obdélnikem soustiedné,
proéez rovnice jejich bude tvaru:

E= Az*+ 2Bxy+ Cy* — D =0 1)
Fakt, Zze kiivka E se dotykd stran obdélniku, jez jsou
ddny rovnicemi: x = + u, y = + v, zraéi se v tom, Ze kva-
dratické rovnice: .
Cy® 4 2Buy + Au* — D =0
Az® + 2Bvz 4+ Cv® — D=0
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maji dvojny kofen; to nastane, kdyZz piislusné diskriminanty
vymizeji.
Méme tudiz dvé relace mezi koefficienty rovnice (1), jez
jsou resp.
B*u® = (' (4Au® — D)
B%? = A (Cv* — D).
Ptrehlednéjsi jsou tyto rovnice ve tvaru:
AD = v*(AC — B?%)
DD = w2 (AC — B?).
Koefficienty 4, B, C daji se vyjad¥iti pomoci vyrazu:
AC — B,
ktery jest, jak zndmo, diskriminantem kvadratické formy:
Az?* + 2Bzy 4+ Cy.
Polozime-li tudiz 4 C — B% == 4, pfichdzime k relacim:
Av? Au? a4\/,., D*
A:_D—’ C:T, B:—[)'\/ug’l)g—7 (2)
Osy kuZelosetky, jak dffve bylo dokdzdno, jsou koFeny
této rovnice [Pozndmky k theorii kuZeloselek, rovnice 4.]:
X4(B*— AC)+ X*D(A+ C) — D=0,

vloZime-li sem p¥isluiné hodnoty za 4, C, B (2), uvedeme rovnici
tu do tvaru:
X4 — X°4(u® + v?) + D=0, 3)

Jde-li o ellipsu, jsou kofeny té rovmice + a, + b, jde-li
o hyperbolu, jsou kofeny +a, + bi. Z vlastnosti kofeni alge-
braickych rovnic plyne v prvém piipadé relace:
‘ at 4+ b2 = u® 4 0%,
v druhém piipadé jest:
a? — b% = u® + v?
¢coZ nds vede k pozoruhodnému poznatku tomuto:

Soutet ttvercii poloos pro viechny ellipsy, které se stran
obdélnfku dotykaji, je stdly a rovnd se &tverci. poloviéni tdhlo-
piieky ; rozdil &tverci poloos vSech hyperbol, které se prodlou-
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Zenych stran obdélniku dotykaji, je roven &tverci polovitni
uhloptiény obdélniku.

Z rovnice (3) fedenfm pro poloosy a, b vypotlitdme tyto

hodnoty :
u? " I(u? + ¢2\¢ D2
o=V 3 +\/( > )_2’
b — u“+v2_\/u2—|-v““ D2
- 2 ( 2 ) 4

V pripad®, Ze b jest redlné, jest uvazovand kuizeloselka
ellipsou, jejiz vystfednost je ddna relaci:

4D*
4 (4)
e wiC e b2__u“—|—v“—i“
- 2 ’ - 2
TytéZ rovnice maji platnost pro vepsanou hyperbolu.

Osy kuzelosetek tvofi spolu degenerovanou éaru druhého
stupné, jeZ md rovniei:

(AX®* — D) 2* + 2BX%*xy + (CX%* — D)y* = 0.
Pro hlavni osu dostaneme rovnici:
Ba’z + (Ca* — D)y = 0;

e?—a%— 02— \/(uQ + v —

a

pro vedlejsi:
Bb*xr 4+ (Cb* — D)y = O;
pti tom dluzno za A4, B, C, a, b vloZiti hodnoty plynouci
z rovnic (2) a (4).
Z rovnice tfeti plyne tato relace:

2
=2
a tudiz obsah vepsané ellipsy je dén formuli:
Dt =D
nab —=n \/—A—: V—Z (5)
De .
Pozoruhodnou veli¢inu - = L zavedme do rovmic (2) a

7*
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(4), nateZ tyto nabudou tvaru jednoduééiho a sice:

\ S
L—ACD B”A" B*D\/ vt —
Du?
C=7 @%)
— 2 2 2
2= \(u2 Fv?)? — 4L, a®* = i il & 02 nla

u? 4 v — %
2 4"
2. Obrafme se k tuloze, nalézti geometrické misto pro
ohniska vSech kuZeloselek vepsanych; vyhodné tu miZeme po-
uziti soufadnic polarnych r, .

Ohnisko hyperboly méd tyto soufadnice:
r*=—e? =\/(u® + %)% — 4L

b2 —

p - Ba?
99=""Car =D’
umocnime-li posledni rovnici, obdrZime postupné:
B%a* __ (w?® — L)a*

t9°0 = (Ca? — D)*— (wia® — L)°
_ (u™? — L) (u*+ v+ r%)?
T [w (- v* %) — 2L0]%
Eliminaci veli¢iny L z obou rovnic obdrzime hledané misto
geometrické.
Z prvé rovnice iefenfm dle L obdrzime:
u” 02)2 I ,,.4
L= (w2 1 ,
coz vloZzeno do posledni rovnice (pro tg%p) davé tento resultdt:
tg“tp[u‘-{— 2“2 r2 + rt — 04]22 [7.4 —_ (uz__ ,UQ)Q] [,uez + v? + 7.2]2
aneb v upravené formé:
0=sin? p[u?+ v 4 r?]® [u? — v+ r?]® — cos®q [7*— u?+ v?]
[r* o+ — o] [ut 4 0° 4 o]
Piipad: »® + v2 + 2 = 0 vede k imagindrné kruznici, a
neodpovidd redlnym ohniskdim, proto jej vyludujeme; supponu-
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jice u® -+ v?* + »* = 0, miizeme tim zkrétiti danou rovnici. P¥i
w = v vylutujeme rovnéz piipad ten, kdy u? — v® 4 »2 =0
a miZeme tudiZ vyrazem tim rovnici zkrdtiti. Ndsledkem toho
nabyvd tato postupné tvaru:

(u? — 0% 4 rYsingp — (r* — u® 4 v?) cos?’p =0

r%(costp — sin®p) = u? — v

To jest rovnice rovnoramenné hyperboly, jak se pfesvéd-
¢fme prechodem k soustavé pravoihlé. Znalme tuto charakteri-
stickou hyperbolu H, naéeZ jeji rovnice jest:

H=2*—y*=u®— " (6)

ze které patrno, Ze prochdzf vemi vrcholy obdélnfku.

Pfichdzime k tomuto dalimu poznatku:

»Geometrické misto, které vyplhuji ohniska vSech kuZzelo-
setek obdélniku vepsanych, je rovnoramennd hyperbola prochi-
zejici vrcholy tohoto.“

3. Rovnici vepsanych kuzelosetek mizeme upraviti ve tvar:
v22? 4 2V utv* — L ay + u%y* — L =0, (a)
kterd obsahuje pouze jedinou neurtitou konstantu.
Prochdzi-li kuzelosetka bodem (z,y,), vyhovuje konstanta
rovnici:
v 4 2\u2? — L. 2y, + u%? — L =0, (b)
kterd vhodnou dpravou piejde v tuto kvadratickou rovnici pro L:
L* — 2L [v%? 4 u%? — 222y?] + (¥} — v%})?2=10. (¢)
Z ni patrno, Ze kazdému bodu (r,y,) odpovidaji dvé hodnoty
L, I'; danym bodem prochdzeji dvé kuZelosetky fady.
Primym feSenim obdrzime:
L = v} uty} — 2aly} + 22, V(u® — o)) 0*— ). (@
Redlné kuzelosetky dostaneme v tom piipadé, Ze bud jest

u?> 2> v?>y;
nebo wt <<zl v <yl
Prvé podmince odpovidaji body uvniti obdélniku, druhé podmince
body vnéjif. ProdlouZzenymi stranami obdélniku se rozdéluje celd
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rovina na 9 dild, z nichZ jeden je plocha obdélniku, 4 nekoneiné
pdsy a 4 tdhly. Body uvniti obdélnfku prochazeji dvé ellipsy, body
v nékterém dhlu umisténymi prochdzeji dvé hyperboly. Je-li bod
v nékterém pésu, neprochdzi jim Zz4dnd redlnd kuzeloselka.

2
Vskutku, jeito L :Z—, zdvisi znamenf diskriminantu na
znameni veli¢iny L, kterd je kofenem rovnice (c).
Z theorie rovnic zndmo, Ze znaménka kofend zdvisi na
pottu zmén a shod znamének v rovnici (¢). Je-li vyraz:
vial 4 utyl — 2atyl >0,
m4d rovnice kladné kofeny, v opatném piipadu ziporné.
Podminku tu piSme ve tvaru:
xl yﬂ
H4+h 2=

-~

ze kterého patrno, Ze body uvnitt obdélnfku spliiuji prvni pod-
minku, kdeZto body vné&jsi v dhlech druhou. Tim pak vyrok vy-
sloveny dokdzdn.

4. Dal3i tlohou t&chto fadkd jest stanoviti Ghel, ve kterém
se protinaji kuZelosetky v daném bodu N(z,y,). Tetna ke
kuZeloseice:

E = v%® 4 2zy\/u®v® — L+ w’y* — L=0 (@)

v bods N(z,y,) je ddna rovnici:

vz, + (z,y + xy,) Vu0® — L+ wyy, — L = O.

Pro smérnici teény méme rovnici:
v, + 9, Vuo® — L
wly, + z\Vut®— L'
pii temz soufadnice z,y, splituji rovnici tuto:

vi? + 22,9, \u™? — L + u%? — L=0.

N4sobme ob& strany pfedeslé rovnice zlomkem %, nadeZ
1

tg o = —

se zfetelem k posledni rovnici obdrZime:

x_ltqa:——L_ugy%-i_v%:
W L+ wiyi — ¥
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Oznatme vyraz v%? — u%? struéné P, nateZ jest smér-
nice prvé telny:

—_nL+P
tge=— 4 T—P
a drubé:
r Y L'+P
e =— o =P

pfi Cemz L, L' jsou kotreny rovnice (c).
Uhel teten stanovime podle formule:
_ lge—tga
99 = 14+ tgatga”’
napfed obdrzime totiZ
2y, [(L'+ P)(L—P) — (L+ P) (L' — P)]
z; (L—P)(L'—P)+yi L+ P)(L'+ P)
nateZz po tipravé dostaneme:
2z,y4, P (L — L) .
@+ ) (LL' + P) — P (L + L") (a3 — 9}’
zbyva pouze dosaditi vyrazy za L — L', L 4+ L' LL' z rovnice
(¢) plynouci.
Tim dosp&jeme o krok dale, totiz k relaci:
- 82y P\(w? — o) (v — y3)
2Pl + ) - 2F (0%} F wiyl — 2alyD) @ — y1)

ze které po ndlezité upravé a zkrdceni obdrzime koneénou
formuli:

lgp =

g p =

2V(* — a}) (v* — y)) |
2 — y? v —ut )

tg g =

té6to miZeme d4ti tvar:

) — u” — 02 )
2cot = \/ : - \/Z —ut (7*)

Formule ta ndm pod{wa tihel kuzelosetek pro kazdy bod
roviny, pokud jim prochézeji reslné kuZelosetky. Danému thlu
@ viak odpovidd nekoneiné mnozstvi hodnot pro soufadnice
2,y,, coZ znati, e body, v nichz kuZelosetky se protinaji v da-
ném ahlu, tvoif ve své souvislosti &dru. Na prvni pohled by se
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zddlo, %e to je tdra 4. stupné, aviak pfi zevrubném vySetio-
vani vychazi na jevo, Ze ta &ira se rozpadd ve dvé kuzelo-
secky. ‘

Rovnici (6) ve tvaru raciondlném miZeme pséti takto:

(22 — y2 4 0® — u2)? sin%p =4 cos® g . (u* — 1) (0 — y2),
kdeZz povaZzujice z,y, za plynulé soufadnice, miZeme index vy-
pustiti.

Zavedenim kosinusu do té rovnice dostane tato jednodussi
tvar a sice:

(2 — y? — u? 4 v — (2® 4 y* — u® — 0% cos? 9 = 0;
odtud bezprostfedné plyne, Ze levd strana se dé rozloziti v soutin
dvou kvadratickych mnohoélent, kterdZto okolnost souvisi s tim,

7e tara biquadratickd se rozpadd. Rovnice kuZelosefek, z nichz
se sklddd, maji tvar:

22(1 — cos ) — y*( 1 + cos ) = u%(1 — cos ¢)
— 02 (1 + cos @)
22 (1 + cos ) — y*(1 — cos @) = u* (1 + cos ¢)
— v%2(1 — cos @), (7
ze kterého patrno, Ze jsou to hyperboly a Ze ob& prochdzeji

vrcholy daného obdélnfku. V jiném tvaru rovnice psiny vypa-
daji asi takto:

x? tg’%—y":u“ tg’% —¢?

%
2 (T*>

Kazdému thlu ¢ pisluSeji v mezich 0—90° dvé hyperboly,
a tedy kaZdému tdhlu ¢ v mezich 0—180° jedind hyperbola.

Posledné odvozené vysledky nés opraviiuji k tomuto
vyroku:

Geometrické misto pro vSechny body, ve kterych se kuzelo-
setky protinaji v daném thlu, jsou dvé hyperboly s obdélnikem
soustfedné; obé zéroveti prochdzeji vrcholy obdélniku. KaZdému
thlu @ v mezich 0—360° ndlezi jedna hyperbola.

z? — y? tg’—(;—)z u? — v? tg?®
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Ve zvldstnim piipadé, kdy ¢ =90 splynou obé hyperboly
a pfejdou v rovnoramennou hyperbolu, jejiZ rovnice jest:

x? — y% = u® — v%

To jest ona zndméd hyperbola H, kterd obsahuje vSechna
ohniska kuZelosetek ¥ady uvazované. MiZeme tudiZz vysloviti
tuto vétu:

Viechny body., ve kterych se kuZelosetky vepsané do ob-
délnfku protinaji v pravém tdhlu, nalezi rovnoramenné hyperbole ;
tato Cara jest zdroveri geometrickym mfstem vSech ohnisek tychZ
kuZelosetek a prochdzi vrcholy obdélniku.

Z dosavadnich dvah plyne bezprostfednd feSeni téchto dvou
tloh:

a) Do daného obdélniku vepsati kuZelosetku daného
obsahu,

b) nebo dané vystfednosti.

Regeni prvé tlohy poddvd formule (5) (4) (a), FeSeni druhé
formule (4), (a). '
Jednd-li se o &tverec, nutno v3ude do formuli dosaditi

U =0 =238,

L]

Na pf. geometrické misto ohnisek jsou uhlopfitky Etverce
dané rovnici: z? — y% = 0; kuZelosetky, které prochdzeji body
thloptiten, protinaji se v pravém uhlu.

Geometrické misto bodd, ve kterych se kuZelosetky ve-
psané do Ctverce protinaji v Gbhlu daném g, jsou dvé hyperboly
se ¢tvercem soustfedné. Rovnice jejich jsou tvaru:

e 2 P e 2(pge P
gt — Yyt =s (tg 9 1)
z® — y* tg”—%l =s"* (1 — tg“i).

Vysledky tyto svou jednoduchosti jsou pozoruhodné, a zdé
se, ze dosud nebyly nikde uvefejnény.
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