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Obrazce Lissajous-ovy.

Napsal
Dr. €. Strouhal.

Jest tomu nyui bez mdla pil stoletf, kdy Jules Ant.  Lis-
sajous (1822—1880), tehdd professor fysiky na lyceu Saint-
Louis v PaifZi, piedloZil (dne 6. dubna 1857) akademii véd
prici nadepsanou: Pojedndnf o zkoumdn{ optickém pohybi
kmitavych.*)

Neobycejny zdjem, ktery prdce tato vzbudila, jevil se jiz
tim, Ze akademie udélila autorovi cenu Lacazeovou; vice vsak
jesté svédiéf o vyznamu a dileZitosti studif Lissajousovych, Ze
pokusy zdhy byly od péstiteld fysiky odbornych i téch, ktefi
jen ze zdliby akustikon se zandSeji, opakovdny a v Cetnych
variacich napodobeny, tak Ze ,obrazce Lissajousovy“ neschdzeji
ani v sebe strucnéjsf knize o akustice jednajici. Dojista ploym
prdvem; jsou zajisté jakoby geometrickym zndzornénim rdznych
stupiii konsonance, umoznujice v tom piipadu, kdy vznikajf la-
ditkami, posouditi dokonalost a piesnost této konsonance daleko
lépe okem nez uchem sebe vice hudebnd vycvicenym. Také
Z4dny experimentator neopomene, predndSeje o akustice, pied-
vésti posluchadlim obrazce tyto, tim spiSe, ponévadZz p¥isludné
pokusy, providéné svétlem elektrickym nebo drummondskym,
nalezi k nejstkvélejsim celé fysiky.

Co se v8ak tyce zpracovdni analytického, dluZno doznati,
ze dosud pohfeSuje se jisty jednotny zplsob, kterym by se
o téchto obrazcich jednalo povsechné jako o kiivkdch uréitou
celkovou skupinu tvoficich; dosud jest obyéejem odvoditi ana-

*) Mémoire sur I’étude optique des mouvements vibratoires, Annales
de chimie et de plysique (8), 51. pag. 147, 1857,
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lytickou rovnici pro jeden neb dva neb tii nejjednodussi pii-
pady; jinak prestdvd se na zndzornéni grafickém. Jest vsak
patrno, %e z onéch mélo jednotlivjch pifpadi nemohou vynik-
nouti vlastnosti spoleéné kiivkdm vSem. Lissajous sdém poddvd
v préci uvedené téZ vyklad v3eobecny, kteryZ vSak nen{ ani
pfehlednym ani jednoduchym; sdm poznamendvd ke konci své
prdce: Nous n’avons pas la prétention d’avoir résolu le pro-
bléme dans toutes ses parties ni par les méthodes les plus
simples, nous laissons & d’autres le soin de faire mieux.“ Jest
pravda, Ze rovnice kiivek stdvaji se slozit&jSimi, kdyz od nej-
jednodussich obvyklych pifpadd se pokraduje k méné jedno-
duchym; ale tfm zajimavéjs{ jest, Ze jisté zdkladni rysy vSem
i sebe slozitéj§im rovnicim jsou spoleiny a Ze vytknutim téchto
rysd tim uréitéji vystupuji jisté vlastnosti kiivek vSech, ¢&(mz
se o celkové jich povaze docili ndzoru jednotného; odpadd téz
odvozovdn{ rovnice pro kazdy jednotlivy pfipad zvl4§f, ponévadz
se rovnice tato prostfym dosazenfm z rovnic vSeobecnych ihned
d4 napsati.

L

Obrazce Lissajousovy vznikaji sklddénfm dvou riznosmer-
nych kmiti jednoduchych, o periodich 7} a T,. Tu nenf Zddnym
omezen{m v8eobecnosti, kdyZ prihlizime pouze k rozdilu faso-
vému obou kmitd, pfedpoklddajice, %e v okamziku nullovém
na pf. kmit prvy pravé zating, kdezto kmit druhy jest o fasi
& nebo o dobu = napfed.

Patrné jest

& T

5= T,
dle kteréito rovnice mizeme vidy z rozdilu fasového & rozdil
casovy = anebo naopak pocftati. RovnéZ miZeme ptredpokiddati,
Ze sméry kmitové jsou k sobé kolmé; ukdZe se ostatné, Zze
pifpad vSeobecny, kdy jsou ksobé jakkoli Sikmé, nenf podstatné
ol onoho zvlastntho rozdiloym, a Ze vysledkd, jichz pro tento
piipad nabudeme, lze pouZiti i pro onen vseobecny, kdy ]sou
kmity jakkoli rdznosmérné.

Sméry kmitové budtez X’X a Y’Y; prvy rysujeme od levé
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k pravé, druhy z dola vzhiru, poklddajice je v tomto smyslu
za kladné, v opainém za zdporné. Dle pravidla geometrického
setitdni elongac{ jsou pak elongace tyto pravoihlymi soufad-
nicemi pro vyslednou polohu bodu kmitajictho; proto, dle zpi-
sobu analytické geometrie, zavedme pro elongace tyto oznaéenf
xz ve sméru X’X a y ve sméru Y’Y, potitajice je od spoleéného
priseku O obou té&chto smérdi; podobné pak pro amplitudy
oznacenf{ a ve sméru X’X a b ve sméru Y’Y. Rovnice obou
kmiti jsou pak

= asi 2—nt
x__amT] )

y = b sin (%th—{—s).
2

Kmit ve sméru X’X pokliddme jakoby za zdkladni, kmit
ve sméru Y'Y za pridrufeny. Mé-li z obou periodickych pohybi
ve smérech téchto vzniknouti vysledny pohyb opét periodicky,
musf periody 7, a 7, a tudiz i kmitolty

1 1
Tl = Nl a 'T; = Nz
byti soumétitelné. Zavedme pro jich pomér oznaéeni », pidice
rn_ _N,
L,~"TN

Akusticky vznikaji obéma kmity tony; pomér » znaéf pak rela-
tioné vy$ku tonu druhého vzbledem k prvému jako zdkladnfmu.
Tato byvd vyjddiena pomérem dvou — obydejué maljch —
celych &isel p a q, jeZ jsou relativni prvotfsla, tak Ze jest

n—_—-—.
b
Dle akustického zpisobu — kde ton zdkladnf Jest vidy

tonem niz§fm — predpoklddejme

n>1  q¢>p.

Jest pak
pT, = T =qT,
p_1_49.
'N'1 —'N "“Nzl.

26*
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i znat¢f T periodu, N kmitotet vysledné vibrace. Zavedouce tuto
periodu do rovnic hotejSich, obdrzime:

. 2=
x:a8111p~Tt,

. 2n .
y:bSIH(qT—t+s).

Pro vyklady ndsledujici jest vyhodno rovnice tyto formdlné
co nejvice zjednodusiti. Zavedme predevSim na misté promén-
livého ¢asu ¢ dhel ¢asomérny & dle definice

%’-ft:a i 2 =1L

Déle povSimnéme sobé, Ze soutadnice «, y jinak nepfi-
chézejf nez vidy jen v poméru k amplituddm a, b; zavedme
tedy cisla pomérnd, pisice

z

— =, =1,

a b
Tak obdrzfme zcela jednoduSe

& = sin p?,
y = sin (¢ + ¢).

~ Rovnice tyto, platice soutasné, vyjadfuji jiz rovnici kmi-
tové kiivky vysledné pomocf tfet{ nezdvislé proménné &; tuto
dluzno vylouditi, m4-li se zjednati rovnice ve tvaru obycejném,
jako relace mezi pravouhlymi soufadnicemi & a 4. Nic nevadi,
7e soufadnice tyto jsou jakoby provisornf, uddvajice odlehlosti
bodu od o0s soufadnicovych méfené v pifsluSnych amplitudach
a, b jako jednotkdch. Zavedouce v3ak soufadnice tyto, docilfme,
jak z ndsledujicfch dvah dobfe vysvitne, znagného zjednodusenf
a lepstho rozhledu ve vypoctech; oviem:pak dosazenf souradnic
definitivnich =z, y, jeZ se provede az ve vysledku zdvérecném,
netini prazddnych obtizf, a nemén{ vysledek v jeho podstaté
pranic. Konstantami @, b uréuji se bliZe jen rozméry vysledné
kiivky v ptisluinych smérech, neménf se vSak nikterak jeji po-
vaha, asi tak, jako se polomérem kruhu uréuje jenom jeho
rozmér, pii CemZ povaha kruhu zlstivd nezménénou.
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) 1L

Zddlo by se byti nejjednodussim, v rovnicich

& = sin pd,

7 = sin (¢ + ¢),
rozvésti vyraz 7 ve dva séitance; tim by se objevily funkce
sinus a cosinus uhlu ndsobného. Jest zndmo, Ze lze funkce
tyto vyjddfiti tymiz funkcemi dhlu jednoduchého. Je-li « libo-
volny uhel, k é&islo celé, plati vzorce ndsledujfci :

sin ke — (i) cos*—! e sin @ — (7?:

k .
-+ (F)) cos*Pasin®e —. ..

) €0s*3 ¢ sin «®

k .
cos ke — cost ¢ — (2) cos* 2 e sin%
k .
-+ (4) cost—* e sinfea — . ..

Vzorce tyto maji platnost vSeobecnou, pro &islo & jaké-
koli; je-li vSak toto Cislo celym, pak se Fady zakonti, ponévadz

v binomickyeh koefficientech (];), (};) , (}?:), ... objevi se

kone¢né Cinitel & — %, ktery jest — 0. Na pravo piichdzi
funkce sine a cos e« soutasné. Jest vSak mozno vyrazy tak
upraviti, aby zlistala fuukce bud jen cos« nebo jen sin e.
Pro ttely nage, kde ve vyrazech pro § a % prichdzi
funkce sinus, jest vyhodnéjsi tuto podrZeti. Polozme tedy
| 1
sine=1wu, - cose=(1—u?)?

Vzorce hotejsi nabudou pak tvaru
I b—1 k k-3
i — (" oy 2o a2y E g8
smka_(l)(] u?) “u (3)(1 u?) " w

—5

k
F(Ea—we T e
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* 2 k=2
= _ 2___ 2 2
coske = (1 — u?) (2)(1 w?) © u?

. k4

2 4—-.- IR 'Y
—+ (4) (1—u?) " u

D ¢ ted i ko k—1
o vzorcl téchto vstupuji tedy exponenty Ylomené G o

k—;—?—,. .., coZ by formalné znamenalo, Ze vyrazy stivaji se
irrationalnymi. Vskutku jest v8ak pro jisté celé ¢islo % jen
jeden z obou vyrazd irrationalnym, druhky vSak rationalnym.
Jeli totiz % tislo celé liché, jsou exponenty —;—1, %T—g ,

—Té’ ... vlastné celd ¢fsla, tudiz vyraz pro sinke ratio-
nalnym, pro cos ke vSak irrationalnym. Naopak, je-li %k &islo
sudé, jsou exponenty §k’ ]—c%g, k—;—:ﬁ , ... celd Cisla, tudiz
vyraz pro cos ka rationalnym a oviem pro sin ke irrationalnym.
Pro tkol n4d§ jest dileZito, abychom pracovali jen vyrazy ratio-
nalnymi. Zavedme oznalenf zkrdcené

@ (u, k):(f) (i—u’)—;_u— (;“)(1—-u2)";—us+..

k k-2

Yo, H=(1 =y’ — () (=) 7 wpo

Funkce ¢ a ¥ jsou tedy fankce rationalné, a to ¢, je-li
k tislo liché a v, je-li & &fslo sudé.

Pro urtitd &fsla & lze mocnéni na pravo vykonati a vyraz
* upraviti dle stoupajicich mocnin veliciny ». V ndsledujicim
jsou uvedeny vzorce pro hodnotu % od 1 do 9, jak jest pro
utely akustické postadujici.

@ (U, 1)= sine —u

@ (4, 3) = 8in 3 = Ju — 4u®

@ (4, 5) = sinbe = Hu — 20u® + 16u®

9 (4, 7) =sin Te = Tu — H6u® - 112u® — 64u’

@ (4, 9) = sin 9a = Yu — 120u” + 432u° — HT6u™ - 256u°,
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a podobné

P (u, 0) = cos0 =1

P (4, 2) = cos 2e¢ == 1 — 2u?

P (u, 4) =cos4ae =1 — 8u® - 8u'

¥ (4, 6) = cos 6e = 1 — 18u? -} 48u* — 32u®

P (4, 8) = cos 8a = 1 — 32u® | 160u* — 256u’ - 128u°.
Vseobecné jest pro % liché

2___ 12
? (u, k):sinka:ku-—k(kg! Ly L SR
k(k“-—l’)(kz 3%).,..(k*—k—2") ,
k1 “

a pro % sudé

k2 2 (1.2 2
¢(“,k):coska::1___ ,+k(k 2)

T o2
iIs;g(k2 22) (k* kt'i‘)...(kL— k—2 )u’“
Kdybychom vSak dle vzorci téchto v rovnicich pro & a 7
vyjddriili funkee sinp®, sin g, cos ¢& hodnotou sin &, obdrzeli
bychom v obou vyrazech fady, z nichz & eliminovati bylo by
vieobecné velmi obtiZznym. Vyhodnou cestu ukazuje viak formdln{
eliminace ndsledujicf. PiSme rovnice pro £a s ve formé

arc sin £ = p¥,
arcsin g = g9 + &.
N4sobice hotej$i rovnici koefficientem ¢, dolejsi koeffi-
cientem p a odettouce hotejsf od dolejsf obdrzfme
p arc sin g — q arc sin £ = pe.

Spole¢ny thel pg® se vyloudil. Tim jest jiz teleno, Ze dluzno
zavésti tento Ghel pgd, ktery jest nejmensfm spoleénym ndsobkem
tihlu p& a ¢& a potom vhodné uziti vzorcd nahofe uvedenych.

IIL

K pivodnim funkefm
§=sinpd, V1—§F= cos;oz‘)
n=sin(g® +¢), VI —9* =cos(g® 4+ ¢)



384

zavedme nové, pro uhly p- a ¢ - ndsobné, Setifce zkrdceného
oznatenf ¢ a ¢ funkei v pfedeSlém odstavei zavedenych,

¢ (¢, ¢) =singp?, ¥ (£, 9) = cosqpd
@ (n,p)=sinp(g®+¢), ¥ (n,p)=cosp(q? +¢)
9ED+IE D=1

—2 —2
®(n,p)+¢@p) =1
Pak jest, rozvedeme-li,

P (n,p) = cospe. (& q) +sinpe. ¥ (&, 9)

¥ (n,p) = cospe. v (£ q) —sinpe. ¢ (£ 9).
Rovnice tyto stanou se rovnicemi kiivky, kdyZz jesté funkece
9 (£, 9) a ¢ (& ) vyjidtime proménnou £ samou, Setifce pii tom
pozadavku rationalnosti; dle tohoto poZadavku, ktery souvisi
s otdzkou, zda &fslo p neb ¢ jest liché neb sudé, zaiidime privé
volbu bud funkce ¢ neb funkce .

1. Budiz p liché a g téz liché; pak jest funkce ¢ (p)

a @ (¢) rationalnd, nikoli v8ak ¥ (p) a ¥ (q); podriice tedy ony
rationalné, piSeme:

@ (7,p) = cospe.. @ (§,9) +sinpe Y1 — g (&, 9) |*
anebo v tpravé zdvéretné

9 & 9 —20 (& 9). 9 (1,p) cospe + @ (1, p) = sin®pe,

coz jest hledand rovmice kfivky.

2. Budiz p liché, ¢ sudé; pak jest funkce ¢ (p) a ¥(g)
rationaln4, nikoli viak ¢ (g) a ¢ (p); podriice tedy ony rationalné,
obdrZ{me

@ (n,p) = cospe . YT —[¥ (£, 9)*+sinpe . ¥ (£, q)

anebo v l‘xpraw}é zdvéretné

VE Q) —20 9).9 (1,p) - sinpe + ¢ (1, p) = cos?ps,
coZ jest téZ hledand rovnice kFivky.

3. Budiz konetné p sudé, g liché; pak jest funkce ¥ (p)

a ¢ (g) rationalnd, nikoli viak @(p) a ¥(q); podrzice tedy opét
ony rationalné obdrifme
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¥ (1, p) = cosps. \1— @ (£, ¢)]' — sinpz . ¢ (&,q)

anebo v upravé zdvéretné

—_——2 . L ——- 2
¢ € q) +29(£,) . ¥ (4.p) sinpe + ¢ (4, p) = cos’pe,
coZ jest opét hledand rovnice kiivky.
Sestavme ptehledné rovnice vysledné kiivky kmitové:

1) p liché, g liché:

9 Eq) — 29 (£,9) . 9 (1, p) cospe + @ (1, p) = sin’pe ;
2) p liché, ¢ sudé:

—2 . o e— .
vE Q) — 20 q) . 9 @, p)sinpe + (3, p) = cos?pe;
3) p sudé, ¢ liché:

9 +29(Eq) . ¥ (i,p)sinpe + 6 (1, p) = cos?pe.

Pozorujeme v tpravé rovnic tplny souhlas; proto jsou
také vzhledem k sonfadnicim & #% stupné stejného. Vzhledem
k tomu, Ze funkce ¢ (u,k) i ¥ (u,k) jest stupné k-tého, majf
ttverce funkef pro & stupeii 2¢, pro x stupen 2p, a souciny
funkei pro ob& proménné stupen p - ¢g. Ponévadz jest pak
¢ =p, jest rovnice celkové stupné 2¢-tého. K soucinu ptistupuje
Cinitel (nehledic ke znameni) bud sin pe nebo cospe; na pravo
jest- pak cos®pe nebo sin®pe. V uréitych pifpadech jsou &isla
p, q dand; jsou to konstanty. Naproti tomu rozdfl fasovy &
miize byti ménlivym. Vzhledem k tomu obdrzime pro ménfci se
¢ celou radu kfivek, jeZ vSechny ndleZf dohromady, tvotice sou-
stavu vyznatnou pro urlity relativn{ kmitocet n.

Ze v8ech krivek kazdé takové soustavy vystupuji zase
v poptedi dvé kiivky jakoito zvlddt typické. Jedna z nich jest
soumérnou k jedné i druhé ose soufadnicové; budeme ji
zviti kiivkou soumérnou, symmetrickou (par excellence). Druhd
pak jest kiivkou jakoby dvojitou, kterou totiz kmitajici bod
v periodé T probihd dvakrdt, tak Ze jejl stupeit jest poloviinfm
toho, ktery majf kfivky ostatnf; jest tedy kFivka ta zvrhlou,
degenerovanou. '
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K#ivka symmetrickd vznikne, kdy% koefficient soucinu funkei
@ neb ¢ v analytické rovnici se stivd nullou.

Jsou-li ¢isla p a ¢ obé lichd, nastdvd pifpad ten pro

cos pe = 0, sin pe = + 1,
tedy

T
pe=(@k+1)7,

z ¢eho
& _ v _ 2%k+1

2 T, 4p
Je-li viak z tisel p a ¢ jedno liché a druhé sudé, nastivd pifpad

ten pro
sin pe = 0, cospe =+ 1,

tedy
pa:?k.%,
z tehoZ
e _r _ 2k
2~ T, 4p

Pri tom jest k=1, 2, 3, 4,... aZ do toho ¢isla, pro které jest
jedté &< 2x, Cili << Tj, tedy .
2% + 1 |
4p
V hofejsich tiech pFipadech utvdif se tedy rovnice ktivky symme-
trické ndsledovné: '
1) p liché, g liché

2k
< 1 resp. Z;— < 1.

. sGO+omp) =1
2) p liché, ¢ sudé
vED+emp) =1

3) p sudé, q liché
e +vp =1
Rovnice jsou vzhledem % tsefce § stupné 2g-tého, vzhledem
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k poradnici % stupné 2p-tého; obé proménné jsou v rovnicich od
sebe oddélené.

Krivka degenerovand vznikne, kdyz koefficient souéinu
funkef @ neb ¢ v analytické rovnici stivd se rovnym jednitce;
nebof pak vznikne na levo rovnice tplny &tveree, kdeito Elen
na pravo stivd se nullou.

Jsou-li ¢isla p a g ob& lichd, nastivd pifpad ten pro

sin pe =0, cospe = + 1,

tedy
" ps:?k.%,
z ¢ehoz
s _ 2
2 T, 4p

Je-li v8ak z &isel p a g jedne liché a druhé sudé, nastivd
pifpad ten pro

cos pe = 0, sin pe = + 1,
tedy

pe = (2k + 1) 32”—
z CehoZ
& T 2k4+1

2T, dp

El

kdez & m4 tyz vyznam jako dffve.
Jest patrno, Ze pifpad kiivky degenerované jest komple-
mentdrnym k pripadu kiivky symmetrické.
' Rovnice kiivky degenerované — kdyz provedeme odmocnén,
pisfce ji jakozto kfivku jednoduchou — jest pro piipady na-
hote vytiené:

1) p liché, g liché

9 (p)=*+9¢q);
2) p liché, ¢ sudé

e(mp)=xvE9);
3) p sudé, g liché :

Y(p)=F9 (9.
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Jak .vidéti, dvojitost znameni koefficientu cospe = 41
resp. sinpe — + 1 — kterd pii kfivce symmetrické ndsledkem
zdvojmocnéni neméla vyznamu — piijde zde k platnosti; obdrzime
tedy tutéZ kiivku degenerovanou ve dvoji poloze. Uvdz{me-li,
%e jest @ funkce lichd, v funkce sudd, t. j. Ze plati

P(—w=—9w), ¥(—u=1v®u),

pozorujeme ihned, %e v ptipadu 1) ktivka jednrotlivd nemd osu
soumérnosti, ale Ze jest jeji druhd poloha soumérnou k po-
loze prvé vzhledem k ose Y’Y; v pfipadu 2) md kaZdd z obou
degenerovanych kfivek osu Y’} za osu soumérnosti a mimo to
jeji poloha druhd jest vzhledem k ose A”X soumérnou k poloze
prvé; konetné v pifpadu 3) md kazdd z obou degenerovanych
kiivek osu \’X za osu soumérnosti a mimo to jeji poloha druhd
jest vzhledem k ose Y’Y soumérnou k poloze prvé.

Dosazovati do vSeobecnych rovnic, jak jsme je nyni ob-
drzeli, za funkce ¢ a v pifslusné Fadové vyrazy a do téch zase

hodnoty -Zi a Lz & a 7 rusilo by ptehled a neposkytovalo by

b

z4dného pozndni nového. Jinak jest tomu, jsou-li za p a ¢ déna
uréitd Cfsla; pak lze rovnice nalezené, jakoby schematické, vy-
plniti a tak zjednati rovmice tvaru obvyklého, coz necinf jiz
Zddnych obtfzi.

Urtitymi piiklady objasni se zdroveii vysledky zde vieobecné
odvozené. Provedeme tkol tento v souvislosti s methodou
grafickou.

IV.

Dilezitym dopliikem k vykladdm odstavce piedeSlého jest
methoda, kterou? se tikol, jak 1ze vibrace k sobé kolmé sklddati, iest
graficky. Zpiisob, jakym se methoda tato provddi, zaklddd se na
tom, Ze jednoduchy pohyb kmitavy jest primétem rovnomérného
pohybu kruhového; dle toho zafidi se pro uréity tikol price
pripravnd, po niz vlastni grafické feSenf jiZ jednoduSe pokraluje.

Pro ptipravnou prdci narysujeme piedevifm dvé k sobé
pfesné kolmé pifmky, jednu X’ X pro kmity amplitudou a na
pt. smérem od levé ruky k pravé, drubou 1Y pro kmity
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amplitudou & ve sméru z dola nahoru, tak jak obycejné se ry-
sujf osy soufadnic pravothlych v roving. Kolem priseku obou
- téchto zdkladnich ptimek opiSeme poloméry a a b dva soustiedné
kruhy, a rozdélime jich kvadranty, onémi zikladnimi pfimkami
vznikajicl, na vhodny polet stejnych dflG, na pf. 6 nebo 9, na

/

Obr. 2. Pifpravnd sif pro obrazce Lissajousovy pri1 ampuituaacn stejnych.

nejvySe 12; 1épe jest voliti mensi pocet dild, aby se vykres
nestal nepfehlednym, a rad&ji pti préci daldi interpolovati. Spoju-
jice pak pifslu§né délici body v jednotlivich kvadrantech ve-
deme pifmky k oném dvéma zdkladnim X’X a Y’ Y rovnob&iné;
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ptimkami témito protinaji se oba priiméry o délkich 2a na
pifmce X’ X a 2b na pfimce Y'Y v bodech, jimiZ se uréuje po-
loha bodu kmitajicfho ve fasfch ¢asové stejné odlehlych, totiz

T T
24’ 36° 48’
24, 36 neb 48 dfli. To plati stejné o kmitech ve sméru X’ X
i ve sméru Y’ Y pro jakykoli relativni kmitotet n. Tim jest
vykondna prédce pffpravnd; vznikpe sif, jak ji zndzorhujf obrazce
1. a 2.; prvy pro amplitudy @, b riGzné, druhy pro amplitudy
a =2b stejné.

v intervallech dle toho, zdali kruhy byly déleny na

Zbyva pak jesté voliti differenci fasovou & Vzhledem
k tomu, Ze kmity ve sméru X’ X amplitudou e poklddime za
zékladnf, s nimiZ druhé kmity ve sméru }” Y amplitudou b sro-
vnivédme, jest rozumno stanoviti, Ze v okamZiku nullovém ¢ =0
kmit ve sméru X’ X zalind, kdezto kmit ve sméru Y'Y jiZ zacal
a jest napied ve fasi ¢. P¥i tom jest zde jednodu$§f, na misté
uhlu & zavésti radéji dobu z, o kterou kmit ve sméru Y'Y jest
napfed. Tato doba stanovi se pak radéji relativné, vzhledem
k celé periodé T}, ponévadZz pomérné ¢&islo %— zdroven jest po-
mérnym &fslem rozdflu fasového ¢ vzhledem k plnému dhlu 2,
dle rovnice jiZz dffve uvedené

T __ &
T, 2=’

Ponévadz pak celd doba vibraén{ 7. jest jiz rozdélena na jisty

pocet dfll, na pf. 24 (analogicky jako 24 hodin za den), voli se
vyhodné :

‘ ‘ T 1 2 3

Tg:O, Qz, ﬁ’ 2—'4,...

a podobnd&, kdyby 7, bylo rozdéleno na jiny pocet dfld.
Volbou rozdflu &asového = uréena jest pro okamzik nullovy
zatdtecni poloha kmitajictho bodu, od kteréz k¥ivka zatind. Jde
pak o to, stanoviti pro hledanou tuto kiivku dostateiny podet
bodi, aby jimi kfivka s jistotou mohla byti vedena. K cili tomu,

vychizejice od oné zatdtetn{ polohy, postupujeme na siti
krokem ddle; postup od jedné délicf pfimky k druhé znaii jakoby
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krok. Jsou-li kmity stejnodobé, t.j. » =1, jdeme vidy o jeden
krok v pravo a o jeden nahoru, nafeZ se poloha bodu kmita-
jictho oznaéf; opét jeden krok na levo, jeden nahoru, atd. po
ptipadé téz ve sméru zpdtetném. Je-li vibrace ve sméru zdola
nahoru o kmitoétu dvojndsobném, t.j. » =2, jde se od oné po-
lohy zatdteéni jeden krok ve sméru od levé k pravé, ale dva

kroky ve sméru z dola nahoru. VSeobecng, je-li n = %— , jdeme

p krokd ve sméru prvém, g krokd ve sméru druhém, poéfnajice
opét od té polohy zaédtelni, kterd je urtena rozdilem éasovym .
Jsou-li ¢fsla p, ¢ ponékud velikd (na p¥. 4, b, 6), jest vihodno,
misto krokd celych potitati kroky poloviénf a interpolovati, aby
jednotlivé body hledané kfivky nebyly od sebe daleko.

K predbéZnému objasnéni toho, co zde Yeleno, jest v obr.
1. a 2. na pravo na siti pfipojena konstrukce kfivek Lissajous-

ovych pro hodnoty z = O (kfivka plné vytazend) a = —= %: (ktivka

¢drkovand), a to v obr. 1. pro » =1, v obrazci 2. pro » = 3.
Mimo to jest v obrazci 1. proveden jeSté pifpad » =1 pro

T— _SZ’ a to tak, Ze jsou jen jednotlivé body k¥ivky ¢ili jedno-

tlivé polohy bodu kmitajiciho oznaceny.
V odstavcich ndsledujicich jsou pro jednotlivé &iselné ho-

dnoty relativntho kmitoitu » = % obrazce Lissajousovy ryso-

vany. O jich uspofdddni budiZz v§eobecné poznamendno nésle-
dujfef. Ve v8ech ptipadech jest uspofdddni obrazci zaloZeno tak,
aby vynikly zdkladni jejich typy, stanovené podminkou

sin pe =0, cospe = 0.

Tyto typy tvoff zacitek a konec serie obrazed. Jsou viak kre-
sleny serie dvé nad sebou; to proto, ponévadi se vidy jeden
z obou zdkladnich typii ukazuje ve dvou soumérnych polohdch,
bud prvy, pro ktery jest sin pe = 0, nebo druhy, pro ktery jest
cos pe == 0; soumérnost platf pak bud vzhledem k ose X’X nebo
vzhledem k ose Y’ Y; to F{di se ¢islem »n a vynikne pé&knd sv§m
uspofddénim nad sebou. Vedle typd zdkladnfch jsou pak ryso-
vény obrazce ptechodni, jeZ maji néco z jednoho a néco z dru-
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hého typu, blizice se bud jednomu neb druhému. Jest velmi
poutno tyto ptrechody studovati. Kdyz kmit zdkladnf, o periodé
T, ve sméru X’ X zatind, jest kmit piidruzeny, o periodé T,
ve sméru Y'Y o dobu z napfed. Pod kaZdym obrazem jsou
uddny &fselné hodnoty poméru 71— (ktery jest tyz jako 2—% ), pro
2

ktery obrazec vznikd. Jest vidéti, Ze tyZ obrazec se opakuje
nékolikrite pro rizné ony hodnoty (pfi cemz zistivd = << T,
&<2m); proto jest tieba tyto hodnoty, jak dle fady arithme-
tické jdou za sebou, sledovati, aby souvislost obrazci a jich
piechody dobfe vynikly. KdyZ se tak obrazce studuji, ukdze se
zdroveil, Ze se tytéZ k¥ivky, zejména sloZitéjsi, pii riznych onéch
¢iselnych hodnotdch opisuji v rizném smyslu.

Pfi tomto rysovdni obrazcé Lissajousovych naskytd se ka-
Zdému podobnd otdzka, jako p¥i rysovdni diagrammd pro sklidani
stejnosmérnych vibraci. Rozméry cbrazce souvisi s volbou am-
plitud a a b, nikoli sjich absolutnf, nybrz s jich relativnf veli-
kostf. Mohly by se voliti stejné, a—25; avSak tu vznikajf
krivky — jako v obr. 2., kde jest » — 3 — které &inf rozhodné
dojem mnepfirozenosti, jsouce v jednom sméru jakoby sraZené,
v druhém roztdhlé. Podminka @ — b znadf akusticky, Ze tony,
pii nichz ony kmity studujeme, jsou stejné intensity. Podminka
takovd nesrovndvd se z pravidla se skute¢nosti, kde tony vyss
jsou slabSimi svou intensitou nad tony vyS$8f. Dle toho bylo by
nutno, amplitudu & — vyjimajfc unisono — voliti mensi. Aby
pak zde vyloutena byla jakdkoli nahodilost nebo liboviile, pro-
vedeny zde obrazce Lissajousovy dle zdsady vyjadfené rovnicf

a2

=M
kterouz se stanovi, Ze ton n-krdte vy38i jest n-krdte méné inten-
sivnf neZ ton zdkladni. Volbou -touto jest pro obrazce zjedndn
uréity zdklad, a jest také vidéti, Ze se jim pro rozméry obrazci
v obou smérech zigskdvd jistd pfimévenost.

Aby se téze sité dalo pouZiti pro pfipady rozmanité, ne
kresli se kfivky do siti samych, nybrz na prisvitny papir, ktery
se pres sff polozi, kiivky rysujf se pak z jednotlivych bodi
grafickou interpolaci.
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Rysovati obrazce Lissajousovy jest nejen ddlezito, aby se
dikladnéji poznaly a hloub v pamét vStipily, nybrz té zajimavo,
aspon pro kazdého, kdo ma pochopeni pro geometrickou pravi-
delnost a uhlednost.

V.

Budiz n slo celé, tedy m=1, 2, 3, ... V akustice
zovou se tony o této relativnf vySce harmonickymi.
Ptihlizejfce k obecnym tdvahdm analytickym, poloZime

v prisludnych rovnicich, kde pfichézi relativni kmitoéet » — —1%-,

specialné p = 1.
Tim jest
¢WAO=¢@Jﬁ:n:%n
Je-li tedy g liché, obdrzime rovnici kiivky vysledné

o E 9 —20 (&, g).ncose + 5? = sin’ &;
pak-1i jest ¢ sudé,-obdriime rovnici kiivky vysledné

V(& @) —20 (& ¢).9sine -+ 52 =cos?e,

Jednoduchosti svou vynikd tu kfivka degenerovand, kterdZ
jest urdena rovniei:
pro g liché "
n==x9¢ 9
pro g sudé
1=*v( 9
Ktivka jest tedy poviechné parabolou stupné g-tého.’
Projednejme nynf urtité ptipady zvlaStnf.

1. Budiz n =1. Zde jest

o D=5="2

a )
tudiz rovnice kfivky vysledné

&2 — 2En cos ¢ + 5% = sin’¢ R
. 26
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anebo v soufadnicich plvodnich

x? x Yy ¥y,

2 rav-—b—coss—}——z__sm e
Rovnice ndleZf ellipse. Ze dvou k sob& kolmych vibraci stejno-
dobych vznikd tudiz vibrace elliptick.

Krivky typické obdrzime pro hodnoty

Obraz 3. Lissajousovy obrazce; unisono (-1—) .

Dolejsi hodnoty stanovi k¥ivku symmetrickou
.’E2 ?/2
al + X 1,

hotejsi pak kiivku degenerovanou
y=—+ —b— z.

Obrazec 3. poddvd prehled zmén, jaké vznikajf, kdy% hod-




395

o € T . 1
noty poméru 9 = T, se postupné ménf, v intervallech — e od

0 do 1; intervall jest volen tak, aby mezi kfivkami typickymi
byly jeSté dvé ptrechodni. Pfi nenshle rostoucim z neb & zalind
serie obrazd kfivkou degenerovanou v poloze prvé, prechdzi ke
k¥ivce soumérné, touto zase k degenerované v poloze druhé,
natez ve zpétném poirddku k pivodnf.

2. Budiz n = 2. Zde jest

vE =12 =122

a rovnice vysledné kiivky
2 2 .
( 2x) 2(1—-2—x—>—b—cose {—y‘_sms

Kiivky typické obdrzime pro hodnoty
h

Zde naopak hotejsf hodnoty stanovi kfivku symmetrickou

l——

NEY

4

(1——-2%2«)2—}—‘2—::1

¢ili

y* __4x* 4zt
b2 a® et
dolejsf pak parabolu
Y 2x?
+ 2 =1-=
—_— b 1 a2

Kiivka symmetrickd oznatuje se ¢asto jako lemniskata (od
Aquviexog 6 stuha, klitka), ale nesmi pak byti stotoZiovédna
s lemniskatou, jeZz jest zvldStnim ptfpadem kiivek Cassiniho;
nebot tato jest urCena jedinou konstantou @, majic za rovnici

(" + ¥ = a* (& — g,
kdeZ a m4d tyZz vyznam jako pii nadf lemniskaté (poloosa); pki
této v8ak rozhoduje jeSté konstanta b; ale i pfi & =a jest

rovnice obou téchto tak zvanych lemniskat zcela rozdilnou.
26%
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Jak se serie obrazc utvdif, kdyz ¢ a = postupné se méni,
objasiiuje obr. 4. Rada zde zadfnd kiivkou soumérnou, pokra-
¢uje k parabole v prvni poloze, jde zpét ke kiivce soumérné
a postupuje k parabole v druhé poloze, odkud se opét vraci ke
kiivce soumérné. Poiadi obrazel jest kresleno v intervallech
1 & T

o & T . S IRIP
19 Pr0 5= T, jako v prfpadu predes!ém.

ER]QE

7 y/n ] 9
1z 1z 1z Fd 7

o, . 2
Obr. 4. Lissajousovy obrazce; prima a oktava (T)

3. Budiz n = 3. Zde jest

. o 3z 4x®
o (& 3):05——4&‘3:-(1———(1—3-,
a rovnice vysledné ktivky
3r 4x°\? 3r 4x*\y y? o
(_d‘_ 73-) —_— 2(; -_— ‘*aT) -E CoS & +b2 - S_,Inz é.

Kivky typické obdrzime pro hodnoty

& T ___JO, %’

o- — i =& 1 3 -

2 7, I T T
* IotejSi hodnoty stanovi jakoZto ktivku degencrovanou
parabolu stupné tretiho

It
|
I
|
|
|



dolejsf pak kiivku soumérnou

3x x
(2

L=

Jind forma rovnice této jest

kterd mé tu formdlni vyhodu, ie uddvd ihned priseky kiivky
s osou usetek. Kiivka md tvar jakoby dvou lezatych osmicek,
jeZz jsou u prostied slouteny tak, Ze zbyvajijen dva body, v nichz
se vétve kifzi.

)

Obr. 5. Lissajousovy obrazce; prima a duodecima (

HILD

Obr. 5. zndzoriiuje postup kiivek pii rostoucim & a z; za-
¢ind se parabolou v prvé poloze, pokracuje skrze krivku sou-
mérnou k parabole v druhé poloze, odtud zpétnym postupem
skrze krivku soumérnou opét k parabole v prvé poloze. Pro
pomér 2% = ;—, volen opét intervall —1—1§

Pifklady uvedené dostalf. Snadno lze jiZ posouditi, jak
se véc md v8eobecné, kdyZz si predstavime, jako by rozdil fa-
sovy se ménil neptetrzité. Je-li ¢ liché, podobd se zména
obrazcli jakoby oscillaci od paraboly v prvé poloze skrze ktivku
soumérnou k parabole v druhé poloze a zase zpét. Je-li ¢
sudé, vychdzi tato oscillace od kiivky soumérné, jde k parabole
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v prvé poloze, pak zpét ke kiivce soumérné, odtud k parabole
v druhé poloze, pak zase zpdt ke kiivce soumérné.

Diskussi kiivek opomineme, ponévadZ pohled na obrazce
statf a ponévadZ provésti diskussi takovou analyticky — dle
zndmych pravidel — neéinf obtiz{ Zidnych.

VI.
Pirejdéme ddle k ptfpadim, kde » jest ¢islo lomené.
4. Budiz n:%, tedy p =2, ¢=3; sem ndlezi tedy
vSeobecnd rovnice (p sudé, g liché):
9 9" +29 ¢ o). ¥ (1, p)sinpe + ¥ (1, p)" = cos® pe,
do kteréZ dluzno dosaditi:

3z 4x°
¢ 8) =3 —4 == — "0,
2
v, 2)=1—292=1 — If/"
Krivky typické obdrzime pro hodnoty
4 6
0, =, =, -,
2”: = = l —1_ 8 87, 8 7
: | 8’ g’ 8’ 8"

Hofejf hodnoty urtuji kfivku symmetrickou

. “”’)2+(1— )=
¢ili .

4y* 43/ 4% 2

F-t=ne-"

dolejsi pak kiivku degenerovanou
2y _ z 4z*
Fr=lE g B—gw)

Postup obrazcii pfi rostoucim & a t znizordiuje obr. 6. Rada
zat{nd: kiivkou symmetrickou, pokracuje k degenerované v prvnf
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poloze, vraci se k symmetrické, pokracuje k degenerované v druhé

poloze a zakontuje symmetrickou. Krivky jednotlivé kresleny

% takovy, aby mezi ob& kiivky typické ptisly
2

jesté dvé prechodnf; v piedeslych pkfpadech byl tento intervall

pro intervall 2% =

1 TR |
2 zde nutno k témuz cfli voliti 5"

15 2o, 4, 9, B s, 0, 20,
1] U U [ jz? % %

Obr. 6. Lissajousovy obrazce; prima a kvinta'(i;’-) .

5. Budiz » =, tedy p =3, q = 4; (akustxcky prima

a kvarta). Uzijme tedy v3eobecné rovoice (p liché, ¢ sudé)

— ) . ————
V(& 9 — 20(59) . 9(n,p)sinpe + @ (7,p). = cospe,
do kteréz dosadime

b4 =1-8¢ fgpt—p 82 8

+

a2
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Hofejsf hodnoty stanovi kfivku symmetrickou

82 842 3 432
(=) + (5 =) =

dolejsi pak kfivku degenerovanou

3 4y°
F—Fr=2 - +T):

Obr. 7. predstavuje serii kiivek pri rostoucim & a z. Rada zadind
kfivkou soumérnou, pokratuje k degenerované v prvé poloze,

1,5 /.77-/7 ..9 z} 14 ,lf 24
363 5 08 5 '3/3

oS A ZA B 4
6,48, 30 E/N 0 Jl J.; s P zz JL J/,
35 %

' 36 6 ' 36 36 36’ 363636 3636

Obr. 7. Lissajousovy obrazce; prima a kvarta({:—)-

viacl se .k soumérné, pokratuje k degenerované v druhé poloze.
vraci se k soumérné, a tento postup opakuje se jesté dvakrit,
Aby mezi kiivkami typickymi byly dvé ptechodni, jako vzdy

y . & _ T i, 1
difve, nutno pro intervall T, voliti hodnotu 36"

6. Budiz »n = g—(akusticky: prima a sexta), tedy p =3,
g =>5; sem nédleZf rovnice vieobecnd (pigq liché)

PE— ) —_——
9 & 9) —2959). 9 (n, p) cospe + ¢ (7, p) = sin’pe,
kde dluzno dosaditi |
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' 5
9 (§5) =55 — 20§+ 165 =" — =T 2 16’5
3 4y?
? (1,3) =3y —-4773:_1)-’!_%3.
Krivky typické obdriime pro hodnoty
2 4 6 8 10
e 7 _|0 =1 o= 5o L
%:T,: Ty 1275 12 5 127, 12 9 12 1
- 127 12 12 127 12’ 12

Hotej3i hodnoty stanovi kiivku degenerovanou

- — T +—

3y 4y | bz 202®  16z°
b b —i{7——a3 a )’

dolejdf pak kfivku soumérnou

/4

H1,2 38 2 :o // zz % Ec;
. K z, 2z

363" .;5 .35 7 36 3636 Jb 3& 36 zs

; :
DS
A
]

6 30, s ] ) ‘
w A % 5% 8%t bbb B % % %
N : . 5
Obr. 8. Lissajousovy obrazce; prima a sexta(—a—)-

Obr. 8. piedstavuje' postup kiivek pti rostoucim & a 7;
serie za¢fnd kfivkou degenerovanou v prvé poloze a prechdzf
kiivkou soumérnou k degenerované v druhé poloze a zase zpét
kiivkou soumérnou k degenerované v prvé poloze, a tento



402

postup opakuje se trikrdt. Pro intervall 2—87;: —Tt— volena jako
2

v pitipadu piedeslém hodnotag%.

7. Budiz konetné n = —Z— (prima a tercie), tedy p =4,

g = b; vBeobecnd rovnice sem ndlezejici jest (p sudé, ¢ liché)

kde dluZno dosaditi

3 5

® (5,5) = 55— 208" 167 =22 207 | 162
2 8y , 8y*
Y(n,4)=1—8n"48y*= —-Fg:*+_b!i_.

24, 36,

s s

Typické tvary obdrZime pro hodnoty

2 4 6 8 100 120 1
e & _ 10, 1%’ 1 16 16’ 18" 16’ 180 l-
o7 = T, LA T T S T U TR |

16’ 16’ 18’ 16’ 16’ 16’ 16 16
Hotejimi hodnotami jest urtena kfivka soumé&rnd

br  202° 162°? 8y* | 8y*\?
e ) i) =1
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dolej§fmi pak kfivka degenerovand

8y? , 8y! bz  20z* | 16x°
-3+ =-S5+ 1)

a a® a

Obr. 9. piedvddi postup kiivek pii rostoucim & a z; serie za-
¢ind kfivkou soumérnou, odtud pFechdzf k degenerované v prvni
poloze, pak zpét skrze soumérnoun k degenerované v druhé po-
loze a vraci se k soumérné; tento postup se pak opakuje &ty-
Fikrdt. Aby mezi kfivkami typickymi opét byly dvé pifechodnf,
- nutno zde pro intervall 2%:-7% voliti hodnotu ‘—1%

Uvedené piiklady, pti nichz jsme diskussi . analytickych
rovnic pominuli, na grafickém zndzornéni prestdvajice, postacf
tplné, abychom poznali, jak se véc md zcela vSeobecné. Pro-
bfhd-li ¢ v8echny hodnoty od O do 27, méni se kiivky mezi
tvary typickymi, tak Ze zména se opakuje p-krite; je-li pagq
liché, zatind se kiivkou degenerovanou, je-li bud p nebo g sudé,
kiivkou soumérnou. Aby mezi typickymi k¥ivkami byly dvé pte-
chodnf, nutno pro hodnotu

1
12p°

E

T e s 1 _
T voliti intervall vy :3:p =

Do

VIL

Jednajfce o obrazcich Lissajousovych poukdzali jsme k veliké
rozmanitosti, jakd i pfi uréitém relativnfm kmitoétu » ve tvarech
obrazct vznikd rtznosti fasového rozdilu danych kmitd, ale jinak
predpoklddali jsme, Ze z onéch rozmanitych tvard jeden urcity
se objevuje a zlstavd. Tomu je vskutku tak pfi geometrickych
konstrukeich. Av8ak pii skuteénych pokusech objevuje se ikaz
jiny, novy; obrazec nejevi se v wrcitém tvaru, nejevi se byti
strnulym, jako obraz konstrukef zjednany, nybrZz ménlivym, pre-
chazejicim plynule z jednoho tvaru do nésledujictho, jenZ vznikd
pFi rozdflu fasovém ponékud jiném. Ménlivost tato ukazuje se
tedy tak, jakoby rozdil fasovy neptetrzité stoupal nebo klesal;
nésledkem toho neni vlastné Zddnd ktivka uzavienou, ponévadz ke
konci vibracnf periody jsou jiz poméry ponékud zméné&né.

Jednd se zde o zjev tomu podobny, jaky nastivéd pti dvou -
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kmitech stejnosmérnych, z nichz jeden jen piibliZzné jest stejno-
doby 8 druhym; maly rozdil period zplisobuje tu nendhlou zménu
pivodnfho rozdflu fasového. Nejinak je tomu i v prfpadu na§em.

Pomér %"l:% obou kmitoétd nelze fysikalné s naprostou pre-
1

snost{ realisovati, nybrZz jen vice méné ptiblizné; maly rozdil
periody T,, jakd by byti méla a jakd v skutku jest, zplisobuje
pak nendhlou zménu plvodnfho fasového rozdilu ¢, a ndsledkem
toho nendhly spojity pfechod obrazce z jednoho tvaru do nésle-
dujictfho. Pokus nabyvd tim zvlastni zajimavosti; jest vidéti

vSechny tvary obrazce, pro jisty pomér 1% dle rozdild fasovych

moZné, prechdzeti jeden ve druhy. Zejména, kdyZ se obrazce
promitaji objektivné, svétlem elektrickfm nebo sluneinim, at
jiZz lamellami nebo ladi¢kami, jichz vibrace se udrzuji elektro-
magneticky, vznik4& pendhlou zménou obrazcd zjev neobycejné
Zivy a poutavy. Celkovy dojem jest ten, jakoby pozorovatel mél
pied sebou jakysi zjev oscillaénf; na krajich této oscillace jsou
kiivky typické degenerované, u prostied, jakoby ve stavu rovno-
vazném, jest krivka symmetrickd, kterou se dé&je piechod od
kiivky degenerované v poloze jedné ke ktivce degenerované
v poloze druhé. Stdvd se oviem, ze tytéZ vibracni krivky, kdyz
se opakujf, byvaji bodem kmitajfcim opisovdny v réiznych smérech ;
ale .oko této rliznosti neznamend, ponévadZ jednotlivé polohy
bodu kmitajictho — p¥i dostateéné frekvenci — splyvaji v krivky
souvislé.

PoloZzme sob& otdzku, jaké zménd dv oscillace piislusf.
Prechod od jednoho typického tvaru kfivky ke druhému nastivd
dle difvéjsich vyklad& vSeobecnych, je-li

T 1 T 1

ﬁ:@ anebo T}:—.

Zavedme r:d&ji celkovou periodu'.T stanovenou rovnicf

: pT,y =T =4T,.
Pak jest
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Ponévadz pak pii oné privé popsané oscillaci ptechod se déje
od degenerované kiivky v prvé poloze ke kiivce soumérné, pak
ke kiivce degenerované v druhé poloze, a opét kiivkou sou-
mérnou ke kiivece, od niZ celd oscillace zatala, tedy celkem
4-krite, jest patrné
dr = z .
rq
Proto, nezli ptredbihdnf ¢ projde celou periodu 7, opakuje se ona
oscillace pg-kréite, pti ¢emz jednotlivé z onéch typickych kfivek
se opisujf v rizném smyslu. Cim jsou &fsla p, ¢ vatsi, t. j.
¢im jest pomér kmitodtd slozitéjsi, tim vétsi podet oscillaci téch
vznikne, nez piedbihdni = projde plnou periodou 7.
Popisovali jsme zjev, jak nastdvd; je-li doba T, jen ne-

patrné rozdilnd od té, jez by kmitoltu % ptesné vyhovovala ;

zména obrazce se d&je pozvolna. Je-li rozladéni véfsi, déje se
zména tato rychleji, ale pak zjev stdvd se neklidnym; oko nemd
jiz dojem, jako by pozorovalo obrazce relativnimu kmitoitu n
prfslusicf; vskutku také neklidné ty obrazce prfslusf jiz onomu
poméru kmito¢td slozitému, jak ndsledkem rozladénf vznikd.

Je-li na pf. rozladéni — v pifpadu unisono — 26, mi oko
. S e . . .. .25 16
dojem, ze vidi stffdajicf se ellipsy; pakli rozladéni jest 54" 15

nebo dokonce —199, —§ , pak nelze jiZz mluviti o ellipsich rychle

se ménicich, nybrz obrazec, ktery vznikd, piisluSi vlastné to-
muto kmitoétu slozit&jSfmu.

Mizeme vSak véc téz obrdtiti. Kdyz v urcitém pripadu,
na pi. u dvou laditek, shleddme, Ze tvar obrazce se méni velmi
malo anebo dokonce Ze obraz se jevi strnulym, soudime naopak,
Ze laditky jsou dle poméru = velmi dobie anebo zcela dobfe
naladény. Prostfedek tento, ladéni ladi¢ek zkoumati, jest velice
citlivim, a v tom spotfvd hlub8f akusticky vyjznam obrazci
Lissajousovych. .

Ke konci jesté malou pozndmku. Kdyz se obrazce Lis-
sajousovy ukazuj{ objektivné opticky, zpozoruje = kaidy, Ze
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v rliznych svych vétvich jsou rizné intensity, a to vétsf, kde
jest zakFiven{ vétve vét§i. Vysvétlenf poddvd obr, 1., ve kterém
umysing ellipsa nenf vytazena, nybrz naznatena jen jednotlivymi
polohami kmitajictho bodu; jest ihned vidéti, Ze na mistech,
kde ellipsa jest zakiivenéj§f, bod se pohybuje mensf rychlostf,
tudiZ ze na mistech téch jako déle setrvivd; odtud dojem zra-
kovy déle trvd, tak ze se tu kiivka jevi jasng€jsi. OvSem to
vie pfedpoklddd, Ze pohybem vibrujfciho bodu vznikd dojem
tiplné spojitosti kiivky, coZ zase vyZaduje, aby svétly bod pro-

béhl celou ktivkou v dobé mensf, neZ asi il?) sekundy.

Jak tfeba zvoliti vazby a sily, aby soustava
jimi dand dala se realisovati.
Napsal
Arno$t Dittrich v Praze.

(Dokoncéen{.)

2. v souradnicich Lagrangeovych. Jak na potdtku § 5.
uvedeno, obdrzime - differencialni rovnice, jimZ vSeobecné kom-
ponenty sil hovi, m4-li o soustavé platiti véta tfeti, z vyrazd

(W4 =0, 1=1,2,..., 6.

Ponévadz v Lagrangeovych souradnicich jest dle vzorce (19) 4
ddno vyrazem

Af = Zs( +§,, )
1
a symboly W; ddny vyrazy
f f a7]|u o ) i—1. .

U= 2" (""‘aa o, e, =16
Provedeme-li nynf zdvorkové vyrazy (U,4)=: 0, obdriime, Ze

. . D m‘ in ' P
(U; 4) = 2+ [(Ug, An;,,)-"i+(U’§ — 4 5 f]—— 0.
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