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Doplnék ku ¢linku ,Harmonické stiedy soustavy
trojbodové.*

Napsali dvorni rada B. Prochazka a assistent J. Zdarek.

1. V pojednani , Harmonické stiedy soustavy trojbodové“*)
bylo ukédzdno, ze k danym tfem bodim a=a,, b=b,, c=¢,
pimky P jako zdkladnim sestroji se harmonické stiedy stupns
2-ho a 1-ho pro libovolny p6l z téze piimky ndsledni konstrukei.

»,Promitnéme body abc s libovolného bodu s na libovolnou
. bodem s prochdzejici kuzelosetku A" (obr. 1.) do bodil o = ¢,
B =P, y=1; sestrojme v téchto ke kuZeloselce K tetny
tvofici trojihelnik, v némZ spojnice 4, B, C, jeho vrchold s proti-
lehlymi body dotyénymi protinaji se v jediném bodé ’s a vyti-

*; Uverejnéno tymiz autory v ,Casopise pro pést. m. a £.% v roéniku
XLV. na str. 321. .
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naji na K dal$f body o,8,7,.- Je-li § primétem bodu = s bodu
s na K, a ptifadime-li tfem paprskim 4,B,C, svazku 's pro-
jektivné paprsky A4 = sa, B = sp, C = sy svazku o sttedu s,
odpovid4 paprsku X = s svazku druhého v prvém paprsek X,,
kteryZ vytind na kuZelosetce K body §,£,, jichZz priméty z,z,
s bodu s na P jsou harmonickymi sttedy x,z, 2. stupné pro

~ CE2C, az,
P .,;; Y Vr ?::) ‘1’,“ ....... T
B / :

Obr. 1.

pél «. Spojnice bodu & s pélem &, pfimky X, viti kuZelosetce
K protind tuto v bod& &', jez se promitd s bodu s na P do
harmonického stfedu 1-ho stupné z'. Zminéné svazky vytvofuji
kuzelosetku L, urtenou body s, 's, e=«a,, p=§,, y=7,. Je-li
tudiz ¢ prisetik paprsku s s touto kuZelosetkou L, spojuje
paprsek &, &, = X, body '§ s.¢

Je patrno, Ze moZno ke konstrukei této pouZiti misto bodu
s kteréhokoliv bodu o kiivky K'; svazek paprskovy o(egy...&...)
promé&tny se svazkem 's(4, B,C,...X,...) vytvofuje kuZelosetku
L°, jiz moZno ke konstrukei stejnd pouziti jako kuZelosetky L.
Viechny takovéto kuZelosetky nédlezeji svazku kuZelosetek, jdou-
cich zdkladnimi body efy’s.

20
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- Stotoziiuji-li se dva z bodé zikladnich, na pf. b — b, a
¢==c,, stotoznf se i body =g, a y=7,, a s témito i bod 's;
zminény svazek ptejde ve svazek kuzelosetek jdoucich bodem 'w,
dotykajicich se kuZelosetky K v bodé g =y a tamtéZ se vzi-
jemné oskulujicich. JeZto nezndme spoleény polomér kfivosti to-
hoto bodu*) a jeito degemerovand kuZelosetka svazku, sestdva-
jief z tetny v bodé 8 =y a spojnice ocﬁ, k cfli nevede,**) od-
vodime konstrukei Jmou -

Poly e, 8,7, ...% ... paprski 4,B, O’1 ...X,... svazku s
vzhledem na K vyplﬁuji polaru 1S bodu !s (obr. 1.) tvofice na
této bodovou Fadu, projektivnou k fadé afy...5... Body a,8,7,

jsou priisetfky teten kuzelosetky KX v bodech «py vidy se spoj-
nicemi druhych dvou z té&chto t¥i bodd. Promitnéme déle tuto
fadu bodovou s bodu « na kuZelose(ku K do bodové Fady
a*p*y* ... E* ..., projektivné a soumistné s fadou afy...£&..
Jak patrno, jest a* = a, f* =1y, y* =g, protei jsou zminéné
Fady v poloze involutorni pro bod «, jako stfed involuéni. Timto
prochédzeji tudiz i spojnice &&* ... homologickych bodd £, %*

zminénych ¥ad. Promftneme-li naopak takto sestrojeny bod &*
8 boda « na p¥imku 'S do bodu &), jsou hledané harmonické
stiedy 2-ho stupné & &, dotyénymi body obou tecen s bodu &,
ke Lufeloseice K vedemjch. Spojnice ££, protini kuzelosetku K
v bodé &, kteryz odd&luje s bodem & body &, £, harmonicky, a je
tudiZ primétem harmonického sttedu 2’ 1-ho stupné pro pél z.***)

Stejné jako bodu @, mozno pouziti ke konstrukei bodu &,
i bodd B, y,-

Stotoziiuje-li se bod # s bodem y (obr. 2.), sestrojime
harmonické stfedy 2-ho a 1-ho stupné pro libovolny pél &, pro-
mitneme-li dle piedchoziho tento bod s bodu ¢, — v némZ po-
lara. 'S bodu s, t. j. tetna kfivky K v tomto bods, stotoZné-
ném s body 8= y protind tetnu sestrojenou v bodé ¢ — na
kuzelosetku A do bodu £*; spojmice «£* protne 'S v bodé &,
jehoZz poldra X, vili K vytind na této body &, gQ ==y,

) Tento 0 polomér lze VSak snadno urém na pr. zvolime-li za K kruZnici
nad tsetkou ab piimky P jako prﬁmérem, dotyka se spole¢nd oskulaéni
kruznice vn&jsiho obvodu kruZnice K, majic oproti této polovicni polomér.

**) Podobné nevedou k cili ostatni konstrukce zminéného pojednéni.
**#*) Tamtéz, str. 328.
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spojnice pak ¥, & bod £. V tomto pripad® stotoziuje se tudiz
jeden z obou harmonickych stfedé 2-ho stupné £, s bodem g=1.
Druhé body §£,... tvofi fadu bodovou, projektivnou s fadou p¥i-
sludnych péla £..... i s fadou harmonickych stfedd 1-ho
stupnd & ... ‘

2. Sestrojime-li na primce P bod (x,) (obr.1.) oddélujici
harmonicky bod z' od bodi z, x,, jako ¢ bod (x,), oddélujics
harmonicky bid o' od hodd x, z,, sluji tyto body (x,) (z,)
pridrugené ku polu x. Konstrukei provedme na kuZeloseice K.

a R

Obr. 2.

Jsou-li 1, 2 prisetiky teény v bodé & s tetnami &, &E,, Jsou
hledané body (§,) (£,), — jeZ promitaji se s bodu s na ptimku
P do bodi (z,) (z,) — priméty bodd 1, 2 s bodu &' na kuZelo-
setku K. Je zfejmo, Ze spojnice (%) (%,) jde polem paprsku E£'.

Spadaji-li viak dva zdkladni body, napt. g =y, tu, jak
dokazeme, stotoiiuje se jeden z pFidrutemych boddi s jedno-
duchgm bodem zdkladnim e«. Nebot ptihlizejice k setndm &,
EEE' (obr. 2.) shleddvdme, ze paprsky of, £E* protnou se na
ptimce X, jakozto poldfe bodu £,. Prochazi tudiz spojnice '€
pélem pifmky ££*, lezicim na paprsku «B. Jeito pak body
£E' 8 &, = B tvoi harmonickou Etvefinu, plati totéZ i o bodech
EE & e, do nichZ se tato tvefina s pravé jmenovaného pélu na
kuzelosetku K promitd. Pfidruzeny bod (£,) jest vSak definovdn
vztahem (&£, &'(£,)) =—1, je tudi skutetnd (§)=a. Druhy

. 20*
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ptidruZeny bod (£,) mé polohu obecnou a vytvofuje pii pohybu
polu & po kuzeloselce K Fadu s fadou poéld projektivnou.

V tomto pfipadé nabyvime jasné predstavy o vzdjemné
poloze pfidruzenych bodd vzhledem k pélu a harmonickym stie-
diim, promftneme-li tyto body na pfimku P tak, aby primétem
. z pblu & byl abdzny bod zoo piimky P (obr. 2.). Oznaéfme-li
priméty bodd e, &, &, f =y, (§) pofadem a, x,, 2', b= c,
(=,), jsou vzdélenosti kterychkoliv dvou sousednich bodd stejné.
Nebot jezto je (zooz,a2’)=—1, jest az, =z,a'; jeito
(oo #' 2, ) =—1, jest z, &' =a'b; posléze jeito (zeo b2’ (2,)' =
= —1, jest i 75 = b(x,).

Ukézeme jeits, 7e naSe synthetickd definice pridruZenych
bodi (z,) (w.,gjest totoznd s analytickou definici Cremonovou.*)

Mezi harmonickymi stiedy 2-ho stupné x, ,, harmonickym
sttedem 1 ho stupnd z' & pélem x plati, jak jiZ pFedem uve-
deno, relace (xz'z,x,) = — 1. PtidruZeny bod (z,) definovin
vztahem (z x, ' (r,))=— 1. Vyloutfme li z obou t&chto rovnic.
velitinu zz', nabyvime vztahu

__i.e:_l.[_i_.;].

z (x,) 2 |ax, zz,
. 1 1[3 1
x(x5) 2 |z, xr,

relace jsou definice Cremonovy.

3. Sestrojime-li pro kaZdy z paprské svazku o stfedu z
harmonické stfedy z,, 2-ho stupné, a 2’ 1-ho stupné pro bod
« jako pol vzhledem na prisetiky téhoZz paprsku s né&jakow
kfivkou 3-ho stupné jako body zdkladnf, vypliiuji body x,x,
kvadratickou poldru P, body z’ p¥{fmou poliru P’ pélu 2.**)
Pfidruzené body (z,) (z,) vypliuji pak kuZelosetku (P) zvanow
 pFidruZenou (satellitn) polu z.***) Tato prochdzi priseliky «f

poldr PP, dotykajic se v nich polary P. Nebof v téchto dotye-
nych bodech teten s bodu z k poldfe P vedenych sjednocuji se
ptisludné body z, z, 2’ a tim i body (z,) (,). Pro libovolny pa-
prsek R zminéného svazku promitnéme na ném leZfcf harmo-

*) Cremona-Weyr: ,Uvod do geom. theorie kiivek rov.“, str. 150.
*) Tamtéz, str. 73. a nésl.
**) Tamtéz, str. 150.
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nicky stfed x, s bodi «8 na pimky 23, ze do bodd g’
Spojnice «'p’, vytinajici na transversile B bod (z,), je spolu
v tomto bod® tetnou pridruZzené kuzelosetky (P).

Je-li paprsek R tefnou uvaZované kfivky kubické, spadd
jeden z p¥idruzenych bodi s jednoduchym priiseéfkem téze teény t.j.
pridrusend kuselosecka libovolného pilu prochdzi Sesti tangen-
cidlnymi body teden s tohoto polu ke k¥ivce 3. stupné vedenych.

Vzhledem k pravé odvozené konstrukei pfidruzené kuZelo-
seCky shleddvdwe, Ze tuto lze téZ definovati jako involuéni ku-
Zeloselku specielni kubické involuce bodové na prvni polite P,
kterd md v priseticich této s pfimou poldrou P’ body trojndsobné.

4. Jedno dvojznaénd pifbuznost péld a harmonickych stiedi
2-ho stupné, totoZznd s piibuznosti harmonmickych stiedd 1-ho
stupné s fadou pold,*) meni povahy obecné, t. j. nelze kazdou
jedno-dvojznatnou piibuznost poklddati za p¥ibuznost tohoto
druhu. Je-li totiz na pf. involu¢ni fada déna dvéma druZinami,
je zminénd ptibuznost stanovena, zndme-li pro jednu z t&chto
druzin pfislu§ny pél; nebof kaZdé druZiné involuénfi Fady, jejiz
oba body se stotoziiuji v bodé samodru#ném, pifslusi v jedno-
duché fadé bod stotoZnény s drubhym z téchto samodruZnych
bodl **) Tim je projektivnost tfemi druZinami odpovidajicich
elementi Gplné stanovena.

Specielni povaha zmin&né p¥ibuznosti jevi se jeSté jinym
zpisobem. Dédn-li totiz na kuZelosefce obecny jedno-dvojznatny
vztah, a spojime-li kazdy bod jednoduché fady s ob&ma piislus-
nymi body pfidruZené dvojiny fady involuéni, obaluji tyto spoj-
nice obecnou kfivku f#eti t¥idy — jeito kaZdym bodem kuZelo-
setky prochdzeji tii tetny této kiivky — kterd je stupné Sestého.
Je-li viak jedno-dvojznalny vztah specielni uvaZované povahy,
potom spojnice samodruZnych bodid kvadratické involu¢ni Fady
je dvojnou tetnou zminéné kiivky obalové, kteraz je tudiz
v tomto pifpadé stupné cétvrtého. Je-li zminénd involuce ellip-
tickd, je dvojnd tetna této kiivky isolovdna, vSechny pak samo-
druzné body zminéné pfibuznosti, jez jsou zdkladnimi body troj-
bodové soustavy, jsou redlné. Kdyby v tomto pfipadé uvaZzovana

*) Proch.-Zd.: ,Harm. stfedy soust. trojb.“, sir. 332.
**) Tamiéz, str. 337.
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kuzelosetka byla kruZnici K, stied jeji 's involutnim stFedem,
byla by uvazovand kiivka hypocykloidou Steinerovow H (obr. 3.).
V tomto pfipad® konstrukee zékladnich bodi trojbodové soustavy
jakozto samodruznych bodd zminéné pifbuznosti Fedfi spolu zndmy
_ problém ¢risekce. Prislusi-li totiz pélu x body «, x, jako harmo-
nické sttedy stupné 2-ho (obr. 3.), promitnéme fadu péld « ...
s libovolného bodu ¢ kruznice svazkem paprskovym, jenz spolu
s prométnym involu¢nim svazkem x,x,... urluje kuZeloselku L.
Jsou-li ¢j imagindrné Gb&zné body kruhové, odpovidd jednomu
4

Obr. 3.

z nich jako pélu druby jako samodruzny bod kvadratické invo-
luce. Promitneme-li s bodu ¢ bod 7 na tetnu 's; kruznice K
do bodu ¢, jakoz i bod j na tetnu 's; do bodu j,, je Ctyr-
Ghelnfk 'sj, ¢i, vepsin kuZelosetce L. Body kruhové i; jsou
tudiz sdruzenymi poly kuZzelosetky L, kterd je tudiz hyper-
bolou rovnoosou; pimky ij, 's¢ jsou jak zfejmo sdruzené po-
léry téZze hyperboly, a jeZto prvd je 1b&Znd, je druh4, t. j.
'so, primérem hyperboly L. Tato je dalSim svym bodem
2 = (x,%y ox) Gplné stanovena. St¥ed jeji pdli polomér Tsa,
asymptoty jsou rovnobézné se symmetralami dhlu 's'ag. Zbylé
prisetiky alc kuzelosetek KL jsou zdkladnimi body trojbodové
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soustavy. Je patrno, Ze se zminéné hypocykloide H v t&chto
zékladnich bodech dotykd kruZnice K. Vzhledem ku zn4dmé
vlastnosti této kiivky*) je (dle oznaleni v obr. 3. zvoleného):

1 1
<L lsa = —5- << 'sx, <w,lsh= T < x, sz.

3

5. Uvazované specielni ptibuznosti jedno-dvojznaéné mozno
uziti i v geometrii deskriptivnf k sestrojeni boddé vratu obrysu
centrdlného primétu sborcengch ploch 3. stupné.

Je-li X libovolnou povrchovou pfimkou této plochy, X’ jeji
centralny primsét, jest obrys O? obdlkou téchto primétd. Do-
tyény bod «’ teény X’ s kfivkou 02 stanovime zndmym zpd-
sobem pomoci doty¢ného hyperboloidu. Rovina stfedem promf-
tani a pfimkou X vedend protne plochu jesté v kuzeloselce;
vedeme-li k této stiedem promitini teény, jichZ dotyéné body
budtez x,x,, jevi se priméty «',z', téchto bodi jako prisetiky
ptimky X’ s obrysem O3. Druziny z,’z,’... vyfaté jednotlivymi
tenami X' obrysu tvoff na této kfivce kvadratickou involu¢nf
fadu, projektivnou s fadou dotyénych bodd ... tychZ telen;
tim vytéena na obrysu piibuznost jedno-dvojznaénd.

Promitajici rovina proloZend jednoduchou #idfci pfimkou J
plochy obsahuje dvé povrchové pfimky MN. Tyto vytinaji na
piimece J body mn, v jichZ primétech m'n’ se obrys O3 dotykd
primétu J’ piimky .J, jeZ je dvojnou te€nou obrysu. Bodim
n' n' jakoZto bodiim jednoduché Fady zminéné piibuznosti jedno-
dvojznatné ptisludf v kvadratické fadé involutni body m',, =»’,
n',,=m’; je tudiz tato pifbuznost téZe povahy jako p¥fbuznost
'péli a harmonickych stfedd 2-ho stupné.

Splyvé-li bod =’ s jednim z bodd «', «’;, ma obrys v tomto
bod& vrat. Body vratu obrysu jevi se tudiz jako samodruzné
body zminé&né pifbuznosti jedno-dvojznaéné.

Ptifadime-li bodu «’ kfivky O} onen bod (x) na nékteré
kuZelosetce K plochy, v némz piimka X tuto kuzelosetku pro-
tind, odpovidd naopak kazdému bodu (z) na kuZelosedce K urtity
bod obrysu, totiz onen bod ', v némZ se primét X’ bodem ()
vedené povrchové piimky X sborcené plochy dotfkd obrysu O3.

*) Beutel: Algebraische Kurven, 1I. Teil, Sammlung Goschen N. 436
str. 117, :
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Obrys kubické plochy je na libovolné kuZzelosedce K téze plochy
timto zpisobem raciondlné zobrazem, kazdému bodu z’' obrysu
piislusi na centrdlném primétu XK' kunzelosetky K primét (x')
bodu (x) jakoZto jeho obraz.*)

SamodruZnym bodim m’»’ zminéné kvadratické involuce
" na obrysu pfifazefy jsou jako obrazy prisetiky (m') (n") cen-
trilnych primétid K'J’ dtvard KJ, jakoito priméty ondch bodd
(m) (n), v nichZ kuZelpsetka K protind pfimky MN. Jeito je
') = (n',,) a (#')=(m',,), zastupuji tyto body dvé druziny
jedno-dvojznatného vztahu. POl 's pHmky J' viti kuzelosetce
R’ je stfedem kvadratické involuce na kuZelosetce K'. K tpl-
nému stanoveni jedno-dvojznainého vztahu na této kuZelosedce
tfeba jedté k obrazu (x) bodu z' jakoZto bodu jednoduché fady
zndti jeden z obrazi (x',) (¢';) bodd «', «',. Bod na pf. (z,)
sestrojime jakoZto priselik kuZelosetky X s onou povrchovou
piimkou sborcené plochy, jez prochdzi bodem «,. Vyhodnéji
viak dosp&jeme k tteti druZiné homologickych bodi jedno-dvoj-
znatného vztahu, uvazujeme-li onu stfedem promitini jdouci
rovinu, kterd obsahuje dvojnou Fidief pfimku D plochy sbor-
cené. Rovina ta protne sborcenou plochu kromé pfimky D jedi&
v pHimce U. Jeji primét U’ dotykd se obrysu 03 v bod& «/,
jenz je centrdlnym primétem prisetiku » pifmek UD. Tomuto
bodu «' pHslugi na kuzelosetce K jakozto obraz prisetfk (u)
pHimky U s touto kuZelosetkou, jehoZ centrilny primét («') je
onfm prisetfkem kuZelosetky K' s piimkou 0D'= U’, jenZ neni
primétem skuteéného priseéfku utvard D, K. Primét U' = D’
protne obrys v bodech u',«/,, jeZ jsou priméty kuspiddlnich
bodd sborcené plochy. Jich obrazy («';,) (#',) na kuZzeloseice X’
jsou priméty priselfkd (u,) (u,) piimek torsilnich s kuZelo-
setkou K. Obdriime je tudiz jako dotytné body obou telen,
vedenych ke kuZelosetce K’ s bodu p’, jenZ je centrilnym prii-
métem priseliku p roviny kuZeloselky K s fidici pfimkou J.

Sestrojime-li samodruzné body abc takto uréené jedno-
dvojznatné pifbuznosti na kuZelosefce K, prochdzeji jimi ony
povrchové pfimky plochy sborcené, jichz priméty jsou spolu

*) Bod@im x’... moZno {é% piifaditi prisediky pfimek X... s pFim-
kou J, &imZ je obrys také na této pfimce raciondlné zobrazen.
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tetnami vratu obrysu. Sestrojime-li posléze pro kaZdou z nich
dotyény bod roviny jdouci stfedem promitdni s plochou, jsou
centrdlné priméty téchto bodd hledanymi body vratu obrysu.

0 de la Vallée-Poussinové methodé scitaci.
Napsal Dr. K. Rychlik.

Jeden ze zpiisobl séitani divergentnich fad je zaloZen na
tvofeni ,stfednich hodnot“. Vychodiskem je v&ta, Ze pro kon-
vergentni posloupnost ¢fsel redlnych neb komplexnich s, s,, s,
«.. S ... posloupnost arithmetickych stfedi
Sot+8 S+ s+ s SS+8+...4+ s

R 3 o y e
je také konvergentni a méd tutéz limitu. Posloupnost arithmeti-
ckych stfedi miZe v¥ak konvergovati, i kdyZ je dand posloup-
nost s, S;, S, ... divergentni: na pf. pro divergentni posloup-
nost 1, 0, 1,0, 1,0 ... Ssm=1, Somp1=0, ... je posloup-
nost arithmetickych sttedi

1 2 3
237 2’ H”

Soy

m 41 1

1 Tt om41T 2

1
2

1
B

konvergentni a mé za limitu %

O posloupnosti u niZ konverguje posloupnost arithmetickych
sttedii, fekneme, %e konverguje dle arithmetického stredu.

Je-li pfi nekoneléné Fadé '

U+, fuy .o F U
posloupnost &asteénych soudti
Soy 81y Sy -+ -

konvergentni dle arithmetického stiedu, nazjvd se ona fada
stitatelnd dle arithmetického stfedu. Tak zndm4 Fada divergentni

1—141—1+4...

je stitatelns dle arithmetického stfedu se soudtem —21—.*)

*) O methodé arithmetického stfedu a pouziti jejim na Fady Fourie-
rovy viz: Peir, Pocet integralnf, str. 481—485.
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