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Uzije-li se této rovmice u konoidu (22), obdrzime pro
asymptotické tary dalsi rovrici
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kterd definuje svazek ploch Sestého stupné nafe &iry na konoidu
(V) vytinajfci.

Plocha tato mé4 dvojné pfimky &, 0,, Oz a ibéZnou pfimku
roviny zékladnf; s plochou (¥) md mimo to spoleéné piimky
ubéZné rovin x + @ y = O; priset obou ploch obsahuje tedy
stdlé pfimky, a sice jsou

4 + 4 soustfedény v pifmkdch o, o,

4 ,, v Oz
6 . ” v (b&Zné ptimce roviny zékladn{,
2 splyvaji s uvedenymi pomyslnymi pfimkami dbéznymi.

Céary asymptotické nejsou tedy stupné vy8sfho nez 5 X 6 — 20
= 10.

0 pfimocarosti svételnych paprskia a vztahu mezi
ziakonem Newtonovym a Euklidovou geometrii.
Prof. Dr. Arnoét Dittrich v Tteboni.

O geometrii a jejim vyznamu existuje celé spektrum n4-

gord. Pod vlivem Herodotovym ujalo se jiz v klasickém staro-
véku minénf, Ze geometrie vznikla vEgypté, odkud se jako na-
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kazlivi nemoc *) roziffila na ostatni svét. Ale jiz anticky
komentdtor Proklus (410—485 po Kr.) upozortiuje na to, Ze
osel po ptimce jde za svou potravou, ¢im naznaduje, Ze koreny
geometrie tfeba  poloziti hluboko zp&t do svéta zvifat. Nebof
osel projevuje zde instinktivni znalost axiomata Archimedova :
76v T abre mépera Egovodr yoeuudy Ehayictyy slver Ty e0deiar.
Blizky tomuto minéni jest ndzor, Ze geometrie jest zdlezitost
vSelidskd. Emil Weyr zachytil r. 1884. tuto mys$lenku v slavnostni
predndice fka: ,Musf se povazovati za jisté, Ze kaZdy ndrod
pfi svém vyvoji jest nucen, aby si geometrické védomosti osvojil.
Hladina téchto v&domosti zdvisi na rozsabu praktickych potieb,
k nimz tieba pFicisti tak.é potieby naboZenské.“

Ze geometrie Euklidova nalezi k spoletnému fondu lid-
ského mysleni na celé zemékouli, k tomu, co Bastian oznaluje
slovem , Volkergedanke®, 1ze rizno vyklddati. Poincaré mluvi
0 vychové lidského rozumu a lidskych smysld na§fm svétem,
skutecnosti.**) Kant hledal pfi¢iny tobo v silné subjektivnosti
pojmu prostor a Cas, na niz poukazuje réenf o téchto formdch -
naSeho ndzoru. Ale at uz si zjev ten vykliddme tak ¢i onak:
v praxi uzivime geometrie Euklidovy jako theorie, jako myS&len-
kové stavby uréené k tomu, abychom se ve svété zevnim vy-
znali. '

Dokud byla znima jen jedind geometrie, mohli Kantovci
zastavati ndzor, Ze tato theorie svéta, pro jeji intensivn& sub-
jektivni pivod, zddného ovéreni skutetnosti nepotiebuje. Kdo
vzal santonin a vidi vSe Zluté, nemusi dokazovat, pro¢ vidi véci
Zluté. Jakmile v3ak bylo zmdmo, Ze existuje vice takovych logi-
ckych theorif jako Euklidova geometrie, vznikd otdzka, pro¢
préavé tuto pokldddme za theorii svéta zevnfho. Poincaré pravi,
Ze geometrie Euklidova jest moZnd, ponévadZ neobsahuje spord;
7e je uzitetnd, dokazuje zkuSenost.***) Uvédomiti si jasné tyto

*) Toto trefné piirovnani pochazi od Maxe Simona: ,Geschichte der
Mathematik im -Altertum®. 1909. Uvod, str. XVI

**) H. Poincaré: Véda a hypothesa. Zaédtek kapitoly ,Prostor a geo-
metrie®,

*#*) H. Poincaré: Cena védy. Konec paragrafu ,Pojem zmény mista“.
‘Tutéz myslenku vyjadfil jsem v pfednidce o nazoru fka: Euklidova geo-
metrie jest krdsnd, ponévad: jest logicky bezvadnd, a jest pravdivé, poné-

29+
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zkuSenosti, odhadnouti jejich véhu a vymeziti jim hranice, jest *
cilem této prednasky.

Vétsina piirodopiscd pokldda tuto praci za zbytetnou. Po-
vazuji totiz Euklidovu geometrii za pfedem zabezpedenou pod-
minku své price. Fysik na pf. vmysli si do kovové tangentni
bussoly, s niZz experimentuje idedlni schema kruhovitého proudu,
uprostied piimotary elementdrni magnet.*) Uchylky kovového
piistroje od schematického odstratiuje korrekturami na vysledku
méfeni, ale ani ve snu mu nenapadne, Ze by se tyto korrektury
mohly roziifiti na geometrii, Ze by se na pf. vzorec pro obvod
kruhového proudovodu 27r mél korrigovati!

Neni oviem védy bez takovych predpokladd, ]lmZ verimé
bez ovéieni. Ostatné povazuji obvykly%ostup fysikd vici Eukli-
dové geometrii za spravny. Jen, Ze jej mohu odvoditi na za-
kladé pozorovani a predpokladid skromnéjiich. To neni k zaho-
zeni; nebof nedokdzané predpoklady mohou c¢lovéka dikladné
zavésti, jak vidéti z ndsledujictho Zertovného piikladu.

Na Spinavém dvofe mezi pfedméstskymi &inzéky novo-
yorkskymi vychovino bylo kots, jez nepatiilo nikomu. Zivilo se
z kbelikd s odpadky a nautilo se otevirati plechovky s mlékem,
jez mély porouchané viko. Ponévadz bylo pékné, utinil s nim
pfedméstsky ptd¢nik kruty experiment. Nechal je v kleci po
celou zimu na dvofe a zivil je olejnatou stravou, aby dostala
krasny husty kozich. Ptatnik vyddval je nyni za vzdenou orien-
talnf kotku a jako takovd byla draho koupena od bohaté rodiny.

Predmé&stskd micka chovala se v paldci miliondfd po pFed--
méstsku ; kde by se také jiné chovdni v nf vzalo? — Urozené okoli.
interpretovalo viak vSechny jeji nezpiisoby na zdkladé pevného
ptedpokladu, Ze koupili vzdcnou orientdlnf kotku. Komické jest,
ze s uspéchem. KdyZ byla divokid a nechtéla se mazlit, ieklo

vadz jest uzitetnd.. — Upozoriiuji, Ze z -takovych dvojich vyjadreni byvaji
zbytetné debaty. Vidél jsem nékde pfi delbé pozndmku: G. E. neni prav-
diva, ale jest uzitetnd. Z textu okolniho bylo jasné vidét, Ze autor mini
totéz co ja, Feknu-li, Ze jest pravdivd. Reé je pFilis hrubs k vyjadrovani
takovych jemnosti; odtud pak zbyte¢né spory, jez stoji pracovni ¢as a védu
neobohati.

*) Priklad Piera Duhema v jeho dlle o ,Cili a struktufe fysikdlnich.
theorii“. Kapitola VIII. § 3.
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se: m4 aristokratickou nechuf k dévérnym stykdm. Skékala na
klec s kandrkem; to se prominulo, ponévadz v Orientu pfivykla
despotickému jednani. Zptsob, jak sunddvé poklicku s bailky na
mléko, shleddn vzneSenym. Odpor proti hedvdbnému lozi a skoky
na okennfi tabule daly se také snadno vysvétliti. Ko§ vystlany
hedvabim byl ji sprosty a v paldcich Orientu nemaji zasklenych
oken. Marné pokusy chytiti vrabce byly dikazem jeji urozené
neschopnosti. Starani v nadobé s odpadky poklddino za malou
prominutelnou vystiednost vzicné kotky. Zkritka: af pied-
méstskd micka chovala se sebe prirozenéji, bohdéi, ktefi za ni
zaplatili krvavé penize, dovedli si vie krisné vyloziti jejim
orientdlnim pidvodem.

Takovym zpisobem lze vzdy pfijiti ke §kodé, kdyZz né-
jakou mySlenku houZevnaté drzime. Jde to, jak lze vidéti na
piikladé stdtnfho ndvladnifho a obhdjce, kteii zpracuijf tatdz fakta,
jednou za pevného pfedpokladu: obZalovany -jest vinen, podruhé
za piedpokladu: neni vinen. U é&inského filosofa Licia éteme
piiklad: Muz jakysi pfisel o svou sekeru a podeziral syna sou-
sedova. Pozoroval jej; kroky a skoky prosvital zlod&j; vyrazem
o¢i prosvital zlodéj; ze slov a fe¢i prosvital zlodéj; z pohybu,
postavy a chovini, ze v3elikého polindni — prosvital zlodéj.
Néhodou kopal onen muZ ve své sluji a nalezl tam sekeru. Dru-
hého dne spatfil zase syna sousedova. Pohyby, skutky, postava
a chovani uZ nepoukazovaly na zlodéje.

Volim ptiklady sytych barev k objasnéni noetické zvl4st-
nosti ¢lovéka, ze si miZze uloZiti vazbu pro své myslenky. Ta-
kovou vazbou jest pro vétSinu piirodopisci geometrie Eukli-
dova. Nejednd se mi snad o sesméfnénf tohoto postupu. Vidyt
ihned ozndmim svou vlastnf vazbu, kterou chei pii studifch na-
§ich zachovdvati. Jde jen o to, abychom si uvédomili, Ze takové
vazby jsou véci viry, pfesvédienosti, k niZ nelze nikoho nutiti.

Odstupuji v zdjmu téchto studii od obvyklého pfirodopis-
ného kreda v Euklidovu geometrii a nahrazuji je jinym. V&¥im,
ze svételny paprsek md vlastnosti primky.

Pro virn svou mdm pronikavé argumentum ad hominem:

nenf totiz na celé zemékouli Elovéka, jenz by o tom pochyboval.
O tuto v&tu opird se truhla¥, kdyZ visfruje dle brany, kterou
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ohobloval, zemémé¥Fi¢, kdyz zji§tuje, Ze zabodnuté tylky jsou
v piimce, astronom, kdyZ méfi anguldrni polohu téles nebeskych.

Ale vira v to ono miuiZze byti spoletnym majetkem celého-
lidstva, jako na pf., Ze slunce na obzoru md dvé stopy v pri-
méru a piece to neni pravda! — Proto piednesu odivodnéni
aspoit historické.

Myslenka, ze svételné paprsky jsou piimkami, pokldda se
za nejstardi ptirodopisny zikon, ktery byl Clovékem objeven.
Formulovén a vysloven byl u Rekd, kde nalezl také prvni prak-
tickd pouzitf. Rimsky stavitel Vitruvius (kol r. 14. pf. Kr.) vy-
pravuje, %e k Aischylovym dramatdm. jeZ byla kol r. 470. pi.
Kr. v Athéndch provozovdna, jakysi Agatharchos upravil jevisté.
Dle zvyku tehdej§tho mélo jen nepatrnou hloubku. Aby se fan-
tasii divik@ napomohlo, pomalovalo se pozadi. Utel tohoto po-
malovani nebyl oviem baviti diviky pohledem na nésténnou
malbu, nybrz vzbuditi illusi, Ze herci pohybuji se pied palicem.
O obtizich, jeZ Agatharchovi tento prvni pokus o potizeni dob-
rych, to jest perspektivné spravnych, divadelnich kulis délal,.
napsal pojedndni. Tim dal filosofim Anaxagorovi a Demokritovi
popud, aby uvaZovali, jak se maji kreslené piimky zornym pa-
prskim z oka vychdzejicim piitadovati, pfedpokladdme-li urdity
stred, tak, aby se budovy na dekoracich zachytiti, vyjadriti daly,
tak Ze co v roviné nakresleno bylo, tu ustupovalo, onde vystu-
povalo.*)

S perspektivou dostali Rekové oviem také hned spravné
nazory o stinu Pripomindm Aristoteliv dikaz, Ze zemé jest
kouli, z projekce stinu zemského na kotou¢ tdpliiku. U Platona
zakond&uje se vyvoj sledované mySlenky poznimkou, jez definuje
ptimku pomoci svétla: [’Fimka jest édra, jejiz vnitrek konce
sastiiuje. . .. yxal piy 09V ye, ob dv O uéoov qugoiv Tolv Eoyd-
tow énimgosder 7.“

Aby si Rekové mohli vysvétliti pfimku pomoci svétla, mu-
gila jim byti jiz odjinud zndmou. Myslim, Ze jim byla pové-
doma jednak jako nejkratif spojnice dvou bodi — vzpomeiime
jestd jednou Proklova osla, — jednak jako napnuté lano. Nade

*) Cantor, ,Vorlesungen uber Geschichte der Mathematik“. Vyd. IL
Svazek L. 1894, str. 177.
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v pochybnost zajistény jsou tyto dvé realisace pifmky ve sta-
rém Orientu. Sumerské slovo ,tim“ pro pfimku znamend pi-
vodné provaz.*) Egyptané meéli pak jakési tredniky geometrie
znalé, patrné zeméméiite, kterym Rekové iikali harpedonapté,**)
napinaéi (do slova) vazaci provazii. Prot egyptiti zemémérici uzi-
vali lana k realisaci pfimky? Pon&vadz pracovali také v noci
uzivajice hvézd k orientaci

Platon klade svou definicf pfimky myS$lenkovou pdsku mezi
napnutou niti a paprskem svételnym. Tak to vSak neminfm,
feknu-li, ze paprsek svételny povaZzuji za piimku. Mne napnuté
nité vibec nezajimaji, poné&vadz je jiz pro krdtkost poklidam za
Spatnou realisaci piimky. Abych své stanovisko mohl vyjddriti,
musim uvésti zacatek z Hilbertovych slavnych zdkladd geometrie:

Myslime mna tFi rizné systémy véci, jimZ Fikdme body,
primky a roviny. — Dalsi text nds pouluje, ze netieba zddné
védomosti o tom, co jest bod, neb co jest pfimka. Geometr,
jenZ péstuje geometrii jen jako immanentni pletivo my$lenek,
nesmi o nich viibec v&dé&ti vic neZ mu pravi axiomata na pf.
véta: Dvéma body jest pfimka dokonale urcena.

Toto stanovisko nenf vSak na&im, neni ptirodopisnym. Ném
jde o transienci geometrie na piirodu a proto musime védét,
co jest pifmka. Odpoviddéme pak na to za soublasu vSech ni-
rodit a éasii: pfimka jest paprsek svételny.

Touto vétou, kterou snad mohu nazvati axiomem Platono-
vym, stivaji se vSechny véty Euklidovy geometrie transientnimi
na pifrodu, v nichz neni metrickych pojmi. Jsou to véty t. zv.
projektivni. Tato véta ddvd na p¥. zeméwéFiti pravo, aby pomoci
konstrukee ¢tvrtého bodu harmonického (iplnym 4-rohem prodlouzil
pfimku, to jest svételny paprsek pies pirekdzku, napi. les.***)

O této konstrukei zminiuje se také F.Ilein ve svych pfed-
ndskdch o ne-euklidické geometrii.j) Pravi, ze kdyz si pomoci

*) Cantor, str 99.

**) Cantor, slr. 62.

) **¥) Uvadi Th. Reye ,Die Geometrie der Lage“. Vyd. I 1877. Dil I,
Uvod str. 4. Reye doporuduje zaéiteéniku, aby konstrukei riiznych 4-rohd
zjistil, ze 4. bod harmonicky je tfemi ostainimi dokonale uréen. Tento ex-
periment -dokazuje, Ze pravitko (= paprsek svételny) md vlastnosti pfimky.

1) Jsou to pkednadky zimniho pololeti r. 1889-—90, jez vydal Fr.
Schilling r. 1893. Druhy otisk. Str. 359 dilu I.
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dvou riznych tdplnych Etyrrohtt nalezneme k tfem boddm 4. har-
monicky, vyjde tento tim ptesnéji stejné, ¢im piesn&ji kreslime.
(Viz obr. 1.) Tim jest fedeno, Ze ptimocarost pravitka, to jest
svételnych paprskd stavime mimo dosah experimenti. Kdyby to
na pf. pH zeméméfilské konstrukei nevychédzelo, pfipiSeme to
lomu svétla v nestejnd teplych vrstvich vzduchovych. Kdyby

Obr. 1.

zndmé takové pficiny k vysvétleni nestalily, povolujeme fysice
libovoln® veliky uvér ve sm&ru pfitin jesté nezndmych,
' V konstrukei 4. bodu harmonického tplnymi &tyrrohy z pa-
prskt svételnych vidim takovy kriticky pokus, jakym jest zkou-
méni souttu dhliv v trojahelniku pro geometrii Euklidovu.
Nez se mohu obrdtiti k experimentdlnim ovéfenim véty
o, trojiihelnfku, musime stru¢né piehlédnouti historii projektivni
geometrie. Star§f odbornici minili, Ze nenf vibec Z4dné souvi-
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slosti mezi geometrii Euklidovou a projektivikou. Nebylo ani
zvykem, aby tyZ odbornik pracoval v obojim sméru. Myslim, Ze
nenf nidhodou, Ze to byl mladik tradici nezatiZeny, jenZ utinil
prilom v domnélé pfehradé mezi geometrii metrickou a projek-
tivnf. Laquerre dokdzal r. 1853, Ze uhel elementdrni geometrie
1ze vyjadfiti dvojpomérem dvou redlnych paprski, jeZz jej ome-
zuji, a dvou imagindrnich paprskd, jez spojuji vrchol jeho
s imagindrnimi body kruhovymi v nekonetnu.

Francouzskd Skola, k niz Laquerre sdm nileZel, dopraco-
vala se pak ¢éim ddle tim urcit&ji k minéni, Ze metrické vlast-
nosti jsou projektivni vlastnosti, jez se vyjadfuji o poméru dtvari
studovanych k nekone¢né vzdélené roviné a k imagindnimu kruhu,
v némZ kazdd koule tuto protind. Ve Francii prorazilo toto mi-
nénf nékdy kol r. 1860. V Némecku se na-mylném oddélenf
projektiviky od geometrie Euklidovy je§t& setrvavalo.

Daldi krok ku pfedu ulinén byl v Anglii. Cayley a Syl-
vester vybudovali theorii invarianti, algebraické zevieobecnéni
projektivni geometrie. V letech 50-tych uvefejnil Cayley ve
Philosophical Transactions devét pojedndni, v nichz tehdejii vy-
sledky theorie invariantd shrnuje.

Sesté pojedndni, jez vyilo r. 1859, vénovano jest metri-
kim. Uzivam slova toho v nezvyklém ndm plurale s jistou
dmyslnosti. Nebot Cayley neomezil se na analysu obvyklé me-
triky a jeji vklinéni do projektiviky, jak uéinili Laquerre a nd-
stupci. Vybudoval si logickou stavbu, jeZ si vifmala vlastnostf
daného ttvaru vi¢i pevné zvolenému itvaru 2 stupné. Tyto
vlastnosti prohldsil za metrické vici tomuto wtvaru, pondvadz
specialisaci fundamentdlnfho dtvaru v kulovy kruh dostaneme
metriku obvyklou.

Co jsou to za nové metriky, jez dle mySlenkovyeh kon-
strukei Cayley-ho projektivika vedle metriky Euklidovy v sobé
chovd? Odpovéd na tuto otdzku dal r 1871/2 F. Klein ve dvou
pojednédnich. , Uber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie.“
Objevil, Ze tfeba jen nepodstatné malé zmény v definicich Cay-
ley-ho, aby se nové jim objevené metriky ztotoZnily s geometrii
Lobatevského, po pfipadé Riemannovou.

V této nepochybné krésné interpretaci algebraickych praci
Cayley-ovych jest viak jistd obtiz. Cayley-ovy tdvahy ndleZeji do
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analytické geometrie. Ta se opird o zavedenf é&isla méfenim.
Toto méfeni minime po Euklidové zpisobu. Jest obava, Ze se
toéime v kruhu, kdyz oklikou pfes analytickou geometrii obje-
vime metriku Lobatevského a Riemannovu vySedSe od metriky
Euklidovy. Tim vznik4 zdéni, Ze nové geometrie vznikaji jen
HSystematickym zneudivinim zvld$t k tomu ddelu vynalesené
terminologie”.

Jinak by bylo, kdyby se podafilo zavésti tislo do projekti-
viky bez Euklidovského méfeni. Pak byechom ov3em postupujice
v §lépéjich Cayley-ovych objevili vSechny metriky jako. vuli
projektivice stejnépravné. Nuze, samostatné vybudovini projekti-
viky, samostatné zavedeni Cisla do geometrie, aniz by se uzilo
méfeni sonfadnic v obvyklém slova smyslu, se podafilo.

Konstrukce 4-rohové, jiz se k tfem danym bodim hledd
¢tvrty harmonicky, lze pouziti ku olfslovini bodd na piimce,
aniz by se o méfeni v obvyklém slova smyslu zavadilo. Pak lze
zavést soufadnice, ¢imz cesta k analytické geometrii jest volna.
Myslenku tuto nadhodil kdysi Staudt. Klein ji provedl a omezil
se pfi konstrukcich svych dokonce védomé na koneénou oblast
prostorovou, aby tvahy jeho byly najisto na rovnob&zkovém
axiomaté nezivislé.

Za logickou bezvadnost téchto theorif rulf algebra; vidyf
ndlezeji analytické geometrii. Transientnimi na pifrodu stdvaji
se uvahy ty prostfednictvim Platonova axiomata, Ze paprsek
svételny lze poklddati za realisaci pfimky. Porovndme-li vsak
obsah projektivné geometrie s historicky se vyvinuvii gedmetrif
Euklidovou, shleddvdme, Ze jen ¢dst jejich vé&t md pifrodopisny
vyznam. To jest od toho, Ze vznik Euklidovy geometrie respek-
tuje vedle existence svételnych paprski také existenci tuhijch
téles.

Pomoci paprski svételnych lze protindnim a promitinim
realisovati projektivni transformace. Jinou v sobé uzavienou
skupinu transformaci pfedstavuji pohyby tubych téles. Tyto
transformace poklddaji se za skupinu uz§i, skupinou v3ech pro-
jektivnich transformaci zahrnutou. Ditvod toho nemiize byti lo-
gicky, jest experimentélnf, jest v tom, Ze i rotani osa jest
pifmkou.
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Vsimnéme si, ze pravitko déld se tak, aby vodivd hrana
jeho, totiz ta, dle niZ vedeme tuzku chceme-li si pomoci pra-
vitka zjednati p¥imku, byla osou rotalni. Zda pravitko jest
dobré, zkoum4 se tim, Ze se obriti, to jest otolf o 180°. Prilozi
se ku konciim jiz udélané ¢ary a vedeme ¢dru znova. Obé tyto
¢dry musf se kryti, jinak jest pravitko nepotiebné.

Co to znamend, Ze takové pravitko ddvd mi p¥imku. Tim
jest Fedeno, Ze pomoci takového pravitka ¢tvrty bod harmonicky
¢tyrrohem Staudtovym stanoveny jest nezdvisly na individualité
pouzitého &tyrrohu. Je tim ale zdrovei fefeno, Ze osa rotalni
soublasi s paprskem svételnym? Nikoliv, nebof pravé rotaci,
kruzidlem, lze realisovati je&té jiné ,p¥imky“, které nesouhlasf
s paprskem svételnym. Jsou to kruhy a piimky jdoucf danym
pevnym bodem. I o nich plati Staudtova konstrukce ttyrrohové,
— viz obr. 2. — jak lze dok&zati inversi Euklidovského prostoru
na dané kouli.*)

Vidim v tom experimentdlni fakt, ze pifmka pofizena osou
rotaéni souhlasf s paprskem svételnym, to jest, ze vedle zkou-
médni pravitka rotaci jevi se stejnépravnym zkoumédni pravitka
vizfrovinim. Teprvé na zdklad®é tohoto fakta stiva se skupina
vSech poSinuti a otoleni tuhych téles podskupinou souhrnu v§ech
transformaci projektivnich, realisovanych svételnymi paprsky.

Pak musi v8ak metrika, kterou ndm existence tuhych téles

zarutuje, byti jednou z metrik, jeZz metrika projektivni v sobé
chovd. Zda tubd télesa v piirodé se vyskytujici realisuji metriku
Riemannovu, ¢i Lobatevského neb spole¢ny pfechodni piipad
obou, metriku Euklidovu: o tom musi rozhodnouti pokus.
, Tyto prirodopisné pokusy se &asto chybné interpretuji.
Nejednd se pii tom o zjisténi logzické bezvadnosti Euklidovy
geometrie; tu si zabezpetujeme algebrou. Jde o to, jak dalece
jsou immanentni véty geometrické transientnf na tuhd télesa a
svételné paprsky. Ze takové experimenty nejsou Zidnou podeti-
losti, za to ndm ru¢f jména velkych mathematikd, kteif potfebu
jejich uzndvali. Jsou to: Bolyai, Gauss a Lobatevsky, zaklada-
telé ne-euklidickych studif.

*) Viz Encyklopadie der Elementarmathemalik, Weber- Wellstein..
Svazek II., r. 1905, str. 34 a ndsl. ,Euklidische Geometrie im parabolischen
Kugelgebusche“. : : .
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Teprvé kdyz jak paprsek svételny tak osu rotatni v tu-
hém télese prohldsime za pfimku, zGZ se ndm vyb&r mezi moz-
nymi ndhradami geometrie Euklidovy na pfipad Riemanniv a
Lobaéevského. Tim odpadaji ohledy na geometrii ne-Archime-
dovskou, ne-Desarquesovu, ne-Pascalovskou, jichZ konstrukei se
miZe geometr ,baviti“,*) popfev jiny postuldt neZ vétu o rovno-
bézkach. Tyto immanentni mySlenkové konstrukce nemaji tako-
vou véhu jako geometrie Lobatevského a Riemannova. Geometrie

ty prechdzeji totiz v oblasti velmi malé v geometrii Euklidovu.
Jen takové geometrie l1ze v pHrodnich v&ddch potfebovati, po-
névadZ touto jejich vlastnosti jest vysvétleno, proé historicky se
vyvinuvif geometrie jest prdvé Kuklidova. MySlenka, Ze geo-
metrie ndhradnd musi se v nekonetn& malé oblasti redukovati
na Euklidovu, vyskytuje se nejprve u Gausse. V krétké po-
zndmce své pozlstalosti sdilf, Ze rozifrenim Euklidovy geometrie
v nekoneéné malém prostoru platici na konecnou oblast, dospéje

*) Jak pravi francouzsky mathematik Couturat ve spise o filosofickych
principifch mathematiky.
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se bud ke geometrii Euklidové neb Lobalevského.*) Geometrit
Riemannovu pfehlédl Gauss, ponévadZ mltky pokladd pf{mku za.
nekoneénou.

Jest v povaze véci, Ze prvni kroky, jeZz ulinime ve sméru
experimentélnfho probaddni geometrickych vlastnostf tuhych
téles, povedou nds k platnosti geometrie Euklidovy; jinak by
tato geometrie ve starovéku vibec nebyla vznikla. Jde tedy nej-
prve o nalezeni fakt, jeZ inspirovala starovéké geometry, aby
mySlenky jejich zabotily ve sméru geometrie Euklidovy.

Jiz stary vyklada¢ Euklida Proklus védél, ze Euklidiv po-
stuldt rovnobézkovy jest rovnocenny s v&tou o souétu.uhld v troj-
thelnfku.**) Zaznamenal ndm také, Ze Pythagorejci dokazovali
zminénou vétu pomoci rovnobézky vedené vrcholem k zdkladné.
Ale to neni ptvodni, totiZz historicky vzato, nejstar$i dikaz,
o némZ vime. U pozdniho spisovatele Eutokia z Askalonu (na-
rozeny asi r. 480 po Kr.) zachoval se ndm zlomek pochdzejici
od Gemina, jenz Zil kol r. 77 po Kr. na Rhodu. Tento zajimavy
zlomek osvétluje prvopolditky geometrie. Pravi, Ze ,staii pro
kazdou formu trojahelnfka theorém dvou pravych dokazovali
zv1a§t, nejdiive pro stejnostranny, pak pro rovnoramenny a ko-
netné pro obecny, kdezto pozdéjsi dokazovali najednou obecny
theorém: vnitinf dhly ZkaZdého trojthelnika rovnaji se dvéma.
pravym.*“ .

Ponévadz tento dilkaz proveden byl Pythagorejei, zachy-
cuje sdélenf Geminovo stav geometrie za ¢asi Thaleta Milét-
ského (asi r. 624—548 pf. Kr.). Nejdiive bylo soutet 2R pfi-
pisovati dhlim pravidelného trojihelnika. Jak na to pFisli? —

O tom jiz neni zdpisd, ale myslim, Ze vé&c bez velkého-
risika miZeme rekonstruovati. Dejme tomu, Ze nékdo mél chodbu
dlazdénou shodnymi, pravidelnymi trojihelnfky. V&imnéme si,
Ze shodnost cihel zarutena jest spoletnym jejich pivodem z téZe-

*) Konstrukei pfirodopisné vyznamnych geometrii jakymsi integraé-
nim processem z Euklidovy g. infinites. oboru zabyvali se také C. Flye St.-
Marie 1871 a J. De La Vallée Poussin 1895. Tak lze na pf. z obylejné
trigonometrie infinitesimalnich trojubelnikdi vyintegrovati sferickou.

*¥) Zminka se zajimavou pozndmkou o t.zv. axiomatu Archimedové,
presnéji Eudoxove, ve velké Teubnerové encyklopaedii mathematiky. Clanek
M. Zacharias, Elementargeometrie und el. nicht-Euklidische g. str. 863.
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formy. Forma tato zaruluje také experimentem, Ze tfi thly na
cihle jsou stejné, ponévadz kaZdou ciblu lze trojim zpisobem
do formy vloziti. Kdo si jest stejnosti Ghld védom a spoléhd na
to, co chce, aby totiz podlaha trojihelniky bez mezer byla po-
kryta, snadno vyéte z takového dldZzdéni vétu: soucet tif Ghld
v pravidelném trojihelnfku &inf dva pravé. Viz obr. 3.
Predpoklad, Zze v 7. stoleti pf. Kr. takové mosaiky existo-
valy, neni nijak odvdZny. Vétu zminénou lze vyéisti také z baby-

lonské mosaiky, jez pochdzi asi z r. 700 pf. Kr., na obr. 4.%)
Ostatn® zaznamenal nidm Proklus pythagorejskou vétu, Ze ro-
vina kol bodu tplné se vyplni Sesti pravidelnymi trojihelniky,
¢tytmi &tverci neb tiemi pravidelnymi 3estithelniky, kterou vlast-
nost majf jen tti jmenované figury a 74dné jiné. — Myslim, Ze
‘zde plvod v&ty abstrakei ze zkuSenosti na mosaikdch jest do-
cela jasny. TéhoZ minéni jest na pf. Mach a s nfm zajisté jesté
mnozi jini.

. *) Vzata ze segitu dila Die Kultur der Gegenwart, jeji H. G. Zeuthen
vénoval mathematice ve starovéku a stfedovéku. Str. 28, obrazec 2.
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Snad jesté starsi jest znalost tverefnych mosaik. U Indi
vznikly potdtky geometrie z ritudlnich pravidel, jez zndme pro-

stfednictvim Sulba-suter, sice teprve ve 4.—5. stol. pf. Kr. na-
psanych, ale obsahem mnohem starSich. VeleddleZitou zdleZitosti

Obr. 5.

bylo Indtm pro jejich ob&tnictvi, aby oltd¥, poFizovany zpravidla
z kvadratickych cihel, pfesnd odpovidal pfedpisim. Nestalo-li se
to, byla obé&t pro boha urdzkou. Zdé se, Ze Indové jiz ve sto-
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letf 8. pf. Kr. vyletli z kvadratického dl4zdéni vétu Pythago-
rovu prostfednictvim obr. 5.

Cerpéme-li z t&chto pozorovani na dlazdéni trojihelniky,
ttverci neb Sestiihelniky vétu, Ze tyto figury rovinu kol bodu
tplné vypliuji, je tim zaruteno, Ze se geometrie Euklidova smi
aplikovati na figury men$i nez jsou cihly, jimiz se dlazdi. Tim
ale neni fefeno, Ze se .smi tato geometrie pouziti také na velké
figury, na pf. pfes celou podlahu rysované. K tomu tieba no-
vych zkuSenosti, na pf. véty, Ze i figura z 4, 9, 16 shodnych
trojahelniki sloZend jest trojuhelnik, coz se musi zjistiti visfro-
vénim dle hran. Takovym zpisobem lze si zajistiti privo na
uZfvéni Euklidovy geometrie uvnitt siné budovy.

Euklidova geometrie nebyla by vSelidskd, kdyby neplatila
uvnitf kazdé budovy na povrchu zemé. Z toho ale nesmime sou-
diti, Ze plati také uvnitt tak veliké koule jako jest zemé& sama.
Divosi Zijiei na ostrovech Tichého Ocednu potizuji si zajimavé,
dosti pfesné mapy. Ndkresna vznikd tim, Ze se tésné k sob&
ptipoutaji tenké hiilky. Nejdokonalejsi jsou z ostrovi Marshall-
skych. Tam naleznou se mapy, jeZ pravé jako moderni evropské
obsahuji v8echny ostrovy skupiny ve spravnych relativnich po-
lobdch a velikostech. Tito divodi. kteif nevédi, Ze zemé jest
koulf, zajisté si mysli: ponévadz se pro kaZdou skupinu ostrovi
d4 pofiditi rovinnad mapa, lze pofiditi rovinnou mapu v relativni
poloze i velikosti ostrovii spravnou i pro cely nesmirny Tichy
Ocedn. Tato mySlenka jest chybnou, pon&vadz koule ma sice
v oblasti proti poloméru velmi malé vlastnosti roviny, ale nemd
je jako celek, neni na rovinu rozvinutelnd. Podobnou chybu my-
§lenkovou by délal ten, kdo z platnosti Euklidovy geometrie
v kazdém domé& by soudil na platnost pro veliké figury pnouct
se pod Sirym nebem od domu k domu. V kazdé sklenici vody
v Evropé, Americe i Australii jest povrch pfiblizné rovinny,
ale zemé& sama rovinou neni.

Veliké figury pnouci se pies krajinu uzivaji od praddvna
zem&méfi¢i. Musime se nyni zabyvati otdzkou, zdali snad u téchto
figur neobjevuje se jiz nedostatetnd transience Euklidovy geo-
metrie na pirodu. ‘

Hned ptedem mdzeme iici, Ze veliké tchylky &ekati nelze.
Jest totiz zem&méFitskd konstrukce svételnymi paprsky v pfiro-
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zené velikosti star$i nez uzivani zmenSenych figur na ndkresné.
Recké slovo geometrie znali presné ,zeméméritstvi®. Jestlize
tedy geometrie pfi vzniku svém dala se inspirovati obrovskymi
svételnymi figurami zemé&meétiti, nebude se nikdo diviti, Ze
theorie euklidovské jsou na zeméméri¢stvi transientni.
Pifkladem takovych obrovskych figur jsou Thaletova figura,
jiz méFil vysku pyramidy pomoci jejtho stinu. dale obrazec,
jimz zjis€oval vzddlenost lodi od bfehu. Myslim, Ze se tato vzd4-
lenost skutetné na bfehu vytytila pomoci obr. 6. Rimdti agri-
mensofi méli pro urfovini 8iiky feky takovym zpisobem jméno
yvaratio fluminis“. TutéZ methodu vynalezli si zajisté samo-

s

Obr. 6.

statné severoameriéti Indidni, coZ jest zajimavym dokladem pro
vielidskost zemémétitstvi ve smyslu Bastianové.*)

Geometricky pokus ve smyslu &astdji vyloZzeném uéinil p¥i-
lezitostnd Gauss,**) kdyz se vyméfovalo kralovstvi: Hannoverské.
Zkoumal vétu o souttu Ghlid v trojahelniku. Tento byl dén tri-
angulaénimi body na horich Broken, Inselberg a Hohenhagen,
jez vzddleny od sebe 69, 85, 197 km. Ubly stanovil Gauss po-
moci heliotrop. Uvdzime li nedokonalost pifstroji, v nichZ &dsti,
jez by mély byti tuhé, jsou pfece jen byt i sebe méné pruzné,
uvazime-li nedokonalost spojnych paprskd, jez se lamou, byt

*) Viz Cantor, Geschichte der Mathematik. Svazek I, str. 502. —
Simon, Gesch. der Math. 123. — Hoppe, Math. und Astr. im klassischen
Altertum. 1911, str. 66.

**) Zminka v § 28. Gaussovych »>Disquisitiones circa superficies
curvase.

23
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i sebe méné prochdzejice nestejné hustymi vrstvami vzducho-
vymi, nahlédneme, Ze pii méfeni @hld nevyjde soulet jejich
roven 180° Ale takovy nesouhlas nebude nikdo poklddati za
projev nedostateiné transience Euklidovy geometrie na piirodu.
Tu ‘tkeba nejprve rozboru, zda pozorované tchylky vybotuji
z hranic, jeZ zndmé nedokonalosti stroji a zndmé obtiZe s pa-
prsky svételnymi ndm kladou. NuZe, ani pfi métrenich Gausso-
vych ani pii pozdéjSich takovych pracich*) neukdzala se Zddna
tchylka, jeZ by vzbuzovala pochybnosti o uZzitelnosti geometrie
Euklidovy pifi pracich zeméméiicskych.

Mdme tedy praktickou jistotu, ze na figury méficf nékolik
desitek kilometrid Euklidovu geometrii pouziti smime. Tim jest
zaruieno, 7e teprve pii uZivdni geometrie na vétsi ficury astro-
nomické mohly by se objeviti dchylky. Na takovou zkoudku geo-
metrie pomyslel nejdfive W. Bolyai, Lobatevsky a Schweikart,
jenz proto ne-euklidické geometrii ¥ikal ,astrdlni“.**

W. Bolyai poznamenal, Ze astronomové pfi svych pottech
opiraji se o Euklidiv axiom rovnob&zkovy. Poéty jejich se sku-
teénost! souhlasi. 7 toho soudi. Ze i veliké figury astronomické
pomoci geometrie Euklidovy zpracovati smime a ov§em a fortiori
mendf figury pozemské. Tato poznimka Bolyai-ova zarutuje uzi-
telnost Euklidovy geometrie v obklasti tak veliké jako jest sou-
stava sluneéni. **¥)

Ostfej§iho vyjddfeni dostalo se mySlence Bolyai-ové tim,
7e Laplace piipoutal platnost Euklidovy geometrie' k zikonu
Newtonovu o v3eobecné tiZzi. Laplace sledoval jinou nif myslen-
kovou vedouci k Euklidové postulitu. Objevil ji J. Wallis)
(1616—1708). Euklidova geometrie jest zarutena, existuje-li ke

*) Dle citov. jiz pfednaSek Kleinovjch o ne-euklidické geometrii,
dil L, str. 164.
**) Byl profesorem prav (1780—1859) a uverejnil r. 1807 praci
o theorii rovnobézek. Pozdéji dopracoval se samostatné ke geometrii Loba-
&evského, o ¢emz Gaussovi r. 1818 dal zpravu prostiednictvim listu.
***) Vzato z Frischanf. ,Elemente der absoluten Geometrie®. 1876,
str. 67.
1) De postulato quinto et definitione quinta lib. 6. Euklidis discep-
tatio geometrica. Operum mathematicorum volumen allerum, Oxford 1693,
p. 665—678. Spis ten obsahuje dve pfednasky konane na universiteé Ox-
fordské r. 16561 a r. 1663,
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kazdé figufe podobnd, to jest rovnouhld, zachovivajicf poméry
stran. Pak lze totiz platnost Euklidovy geometrie z nekoneiné
malych figur pfenésti na figury veliké. Sta¢i ostatné existence
dvou podobnych trojihelniki, aby se ze serie metrik v obvyklé
geometrii projektivni obsaZenych vyloutily viechny moZnosti
Riemannovy a Lobatevského.

Znovu upozornil na pojem podobnosti L. N. M. Carnot.*).
Zd4lo se mu, Ze podobnost jest néco tak samozfejmého jako
shodnost, a chtél ji proto udiniti vychodiskem theorie rovno-
bézek.

Laplace jde ddl nez oba pfedehozi geometrové. Ti jen vy-
slovili svou viru v podobnost. Laplace hledd pro ni pi¥irodopisné
ddvody. R. 1824**) vyslovil se, Ze Newton@v zdkon pro jeho
jednoduchost, obecnost a souhlas se skutetnosti plati presné.
V&iml si pak ndsledujici zajimavé konsekvence Newtonovy me-
chaniky nebeské. Kdyby se rozméry viech téles jejich vzdjemné
vzdalenosti a rychlosti v tém# poméru zmengily, opisovala by
zmenSend soustava drdhy, jez by byly stejnym zmenSenim drah
ptivodni soustavy. Kdyby se tedy celf svét poznendhla na sebe
mendi prostor smrskl, pozorovatel toboto smriténi ucastny by
— dle Laplace — nic neznamenal. Zddlo by se mu, Ze svét
jde dal svym normédlnim chodem. Pohled, ktery ndm svét skytd,
jest tedy na absolutnich rozmérech jeho nezdvisly. Jen poméry
délek lze zjistiti. Odtud pfechdzi Laplace ku pojmu geometrické
podobnosti, v niZz vidi prirozen&j§i postuldt nez v Euklidové
axiomatu rovnobézkovém. Shleddvd v poiadku, Ze ji v disled-
cich nauky o gravitaci znova objevujeme.

Ponévadz nds vyznam pojmu podobnosti bude v daldim
jesté dikladnéji zaméstndvati, veénuji mechanické podobnosti
trochu vice mista, nez by snad nyni bylo tieba.

Jiz v prvnim spise mechanickém, v Aristotelovych ,Me-
chanickych problémech®, obird se tyz prohnutim - geometricky
podobnych tyéi diev&nych.***) Pevnost geometricky podobnych
véled proti lomu zkoumal Galilei. Myslenky ty prohloubil

*) Géométrie de position. Paris 1808, p. 481; pod &arou.
**) Qeuvres t. VI, libre V., ch. V., p. 72.
**k) Ve velké Teubnerove encyklopaedu mathematiky élének P. Stackel,
»Elementare Dynamik®. C. 8.

23*
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Newton.*) Newton zavedl pojem podobné hmotné soustavy.' Dvé
soustavy mechanické jsou si ve smyslu Newtonové podobny,
kdyz jsou si ve smyslu geometrie podobny, a kdyZ hmoty sobé&
pfislu§né jsou v témZ poméru. Pravi pak, Ze takové soustavy
konaji podobny pohyb, kdyZ body, jez si pFislu3eji, opisuji po-
dobné drihy v umérnych &asech.

Dejme tomu, Ze »-ty bod plvodni soustavy md v &as ¢
soutadnice x,, ¥,, z, & hmotu w . Tytéz velitiny pruhované p¥i-
sludf druhé soustavé. Pak jest mechamcka podobnost ve smyslu
Newtonové déna relacemi:

z, = ax, Y, = ay, 2, = az,
m, = bm,
r=1,2,...%
t = ct.

Velitiny a, b, ¢ jsou konstanty, jeZ na sob& nezavislé byti
mohou, ale nemusi. -
Difterencidlnf rovnice pruhované soustavy znf

myw,” =X, my' =Y, mz =2,
v=1,9 ..

Differencidlni rovnice podobné soustavy, jez kond pohyb
ve smyslu Newtonové podobny dostaneme, kdyz do differencidl-
nich rovnic zavedeme nové proménné bez pruhd pomoci hornf
5-tirozmérné affinity : **)

a - a < a -
(A —e ey [ —
bm,, _—CQ T, = A.‘, ) bﬁl,, —'*c,_, yv =% vy ])"Z,, _C“ z, = Z,‘, .

Slozky sil X, Y, Z, myslime si ddny jako funkce Casu,
soufadnic a rychlosti prubhovanych. V poslednich relacich musi
ge arci eliminovat a nahraditi pomoci affinity nasi veli¢inami
bez pruhi.

Obecné maji rovnice transformované jinou formu nez pi-
vodni. Bude to zvldStni vyznamnd udédlost, jestlize se ndm pit

transformaci- zminéné forma pévodnich rovmic restituuje. Tim
jest totiz feceno, Ze tymiZ? prostfedky, jimiz se realisuje sou-

*) Mach, Die Mechanik in ibrer Entwickelung. Vyd. IIL R. 1897,
str. 159.
*#) Poznamka Machova; viz misto citované.
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stava prubovand, 1ze realisovati také soustavu zvétSenou. NuZe
tento vyznamny p¥ipad nastivd pravé u pohybi jen sildm gra-
vitaénim podiizenych, jak objevil Laplace.

Stru¢né si dokdZzeme tuto diileZitou vlastnost pohybl ne-
beskyeh vychédzejice od prineipu Hamiltonova. Zékony pohybid
jen tizi vieobecné podléhajici, lze stésnati v relace:

t1
afdt [T+ U] =0,
to
kde T= —;—)’j‘" m, (@, + ¥, + 2,9, -
1
. m,m,
U==x> 4

UM !
Vyn

r,, ve jmenovateli znamend vzddlenost »-tého bodu od u-tého;
summace vztahuje se na vSechny kombinace bodd po dvou.

Vztahujme tyto relace nejprve na soustavu pruhovanou.
Transformace téchto vyrazii bude zilezeti v tom, Ze se kazd4
délka nahradi a-ndsobkem, kazdd hmota /-ndsobkem a kazdy
tas c-ndsobkem; privé ndsledkem toho nahradi se kazdd rych-
lost hodnotou a/c-ndsobnou. Provedeme-li takto transformaci na
velicindch 7' a U, dostaneme misto nich

ba?

m

2
7,0
C a
Soudet T' + U nahradi se proto vyrazem:
a? b
[
b( T U).

c‘.

Dosadime do IIamiltonova principu a dostaneme pro druhou
soustavu zkritivie bezvyznamného stalého tinitele a odstranivie
ty:c
zlomky dfdt [@3T + be2U] = 0.
t().'c
Poznamenali jsme jiz, Ze velitiny a, 0, ¢ nemusi byti na
80b& nezdvislé.*) Toho pouzijeme, aby variace transformovaného

*) Nauku o mechanické podobnosti s na sobé nezdvislymi konstan-
tami vypracoval v zdjmu theorie strojnich modeld J. Bertrand r. 1847. Prd-
hledny vyklad téchto theorii obsahuje: Foppl, ,Vorles. tber technische Me-
chanik IV. Dynamik. Vyd. 3. R. 1909, str. 302. . »,
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integralu Newtonovou transformaci se restituovala. UloZime tfem
konstantdm zmfinénym podminku

ad = he2,

Pak se linitelé za integrdlem vykriti a objevi se podruhé inte-
grdl od néhoZ jsme vy$li. Divize libovolnych hranic konstantou ¢
jest oviem bezvyznamnnou.

Povazujeme-li hmotné body za volné, jest tim Laplaceovo
tvrzeni dokdzdno. Ale plati také, jsou-li body spojeny tuhymi
vazbami. Nebof je-1i pro pruhovanou soustavu

1o = konst.,

jest pro drubou soustavu

~__konst.

Yor — a
tedy zase konstantou. . Transformaci restituuje se Hamiltoniv
integrdl i vazby, tedy vée, na Eem zdviseji differencidlni rov-
nice. Plati tedy zvétSovaci véta Laplaceova i pokud pokladdme
télesa nebeskd za tuhd neb tekutiny nestlatitelné, jak lze pro-
kdzati transformacf podminky pro virtudlné posuvy nestladitel-
nych tekutin.

Ze viech piipadd zachycenych podminkou

a® — be?

nejzajimavéjsi jest ten, kde hustota hmotnych bodi se neméni.
Pak jest totiz

b = a3,
ponévadZ se hmoty transformuji jako objemy. Spojime-li novou
podminku se starou, dostaneme, Ze

c=1,
to jest, zachovd-li se pii zvétSeni hustota, konaji obé soustavy
podobné pohyby ve stejnych Easech.

Na tuto krdsnou vétu nardzi patrné Laplace tka, Ze pozo-
rovatel se svétem sebou zmenSovany nic by neznamenal. Zajisté
musi pro ného olovo zistati olovem a méd médi. Kdybychom si
potidili zmengeny model soustavy slunce a zem&, zachovévajici je-
jich hustoty a relativni rozméry, pak bychom jen zemi musili
tiderem udéliti pfisluSnou rychlost potite¢ni, aby model zems
.bézel vlivem gravita¢nich sil — jimiz ho k sob& tihne model
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slunce — také jednou za rok v kruhu okolo.*) Tato v&ta, jez
krdsné illustruje nepatrnost sil gravitaénich, vyéte se na zd-
kladé predchozich uvah snadno téz ptimo z podminky pro pohyb
kruhovy :

0

Mo 4Ant
Eoa

Jedté jinou cestou lze ptipoutati naSe védéni o pfirodé ke
geometrii Kuklidové. Jiz klassicky starovék veédel, ze svétlo
sldbve se ¢tvercem vzddlenosti. Vyslovena nalézd se véta tato
poprve v Optice, jez Euklidovi se ptipisuje. Dikaz provedl roku
1604 Kepler. Nas zajimaji vsak vice theoretické uvahy, jez pro-
vddél jiz v XIIL stoleti Roger Bacon. Zabyval se obecné ,spe-
cierum multiplicatione“, coz znamend v terminologii moderni
slabnutf vektoru, jenz zachovdvd kontinuitu, ale vytryskuje z da-
ného bodu. Uvahy Baconovy jsou spravné. Duhem pravi, ze
kdyby byl byval tak dobrym mathematikem, jakym dle jeho
vlastnich pozadavki fysik byti md, byl by shledal, ze jeho spe-
cies sldbnou kvadraticky se vzdalenosti od pramene.

Nédpodobme uvahy Rogera Bacona opirajice se o platnost
geometrie projektivni. Nejobecréjsi vzorec s na8i projektivikou
se srovndvajici piipisuje kouli s polomérem » plochu

r.

»,
(4

w s o T
4 It sin? 7

kde symbol sinx minén jako zkratka za nekoneénou fadu

x.’i x;’)
G TR YR

Je-li / redlné, znali pak ,sin“ z trigonometrie znamou
funkei cyklickou a vzorec ddvd kouli Riemannovu.**) Je-li %
imagindrni, proméni se hoiejsi fada v sinus hyperbolicky a do-

*, Ze tato véta neni obecné znidma, viz na pi. Kraemer ,Weltall und
Menschheit“, dil vénovany Astronomii, str. 238. Vyvozuje se tam, Ze hu-
stoty modelu «-krat mensiho by musily byt «-krdt vétsi; autor — jehoi si
jako odbornika i élovéka velice vazim — piehlédl, ze v urychleni jiz jest
ukryta délka, ze md dimensi L7-2,

**) Prithledné odvozeni tohoto vzorce obsahuje élinek: Das Welt-
bild im Riemannschen Raume v 11. svazku Ostwaldovych ,Annalen der
Naturphilosophie*.
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staneme plochu koule v geometrii Lobalevského.*) Jeli % ne-
koneéné, dostaneme zndmy vzorec geometrie Euklidovy.
Uzijme nyni hotej$i projektivni**) vzorec k fefeni pro-
blému Rogera Bacona. Bodovity pramen vysfld stejnomérné na
viechy strany tok vektorovy 4zF. Proudénf vektoru zachovdvi
kontinuitu. Je-li velikost vektoru ve vzdalenosti » od pramene ./,
vystoupi plochou koule s polomérem r také 4= FE, tak Ze

AnE = J . 47k? sin® 7
z ¢eho
J— £
k2 sin? —

To jest obecny, s na¥i projektivikou srovnatelny vzorec
pro sldbnuti svétla i tiZe se vzdalenosti. Nyni stivd se ndm
most mezi Euklidovou geometrii a Newtonovym zdkonem takika
viditelnym. Kvadrat ve jmenovateli Newtonova zikona pochizi
od plochy koule v geometrii Euklidové. Porovndme-li Newtoniv
“zdkon s kvadritem ve jmenovateli, jak se osvédiil v geometrii
8 hornim projektivnim vzorcem, vidime, Ze souhlas nastane,
kdyz i jest nekonetné. To budeme opatrné interpretovati v ten
smysl, Ze vzdalenosti interplanetdrnf, v nichz se Newtontv zdkon
osvédéil, jsou velmi malé vidi redlné neb imagindrni konstanté 4.
Méme tedy pravo podloziti v praxi viem figurdm uvniti nasi
planetdrni soustavy geometrii Euklidovu.

Abychom methody k odbadu veliciny /, parametru pro-
storu, od Lobatevského a jinych vymy&lené co do ceny a vy-
znamu mohli srovnati s pozndmkou Laplaceovou, uzijeme sdélenf
astronomid a fysiki o spolehlivosti Newtonova zdkona k stano-
veni numerickych hranic pro konstantu prostoru. jez svou di-
mensf, jak na vzorei pro kouli jest vidéti, znamend délku.

Experimentdloé pomocf totivych vdzek zkoumal zavislost
tize na vzddlenosti Mackenzie r.1835. Shledal, Ze uchylky mezi

*) Vzorec ten nalezl asi nejprve Taurinus, jenZ r. 1826 uveiejnil
v Koliné n. R. »Geometriae prima elementa.<

**) Pro takové vzorce ‘s trojitym vyznamem navrieno také oznacenf
»pangeometrické« — slovo Apochzizi od Lobaéevského. Ale vzorce ty jsou
pangeometrickymi jen v ramci projektiviky. Proto horejsi oznaceni.
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pozorovinim a vypoitem ze zdkona Newtonova jsou najisto mensi
nez 1/5C0 celé piitazlivosti. Tyto pokusy — al samy o sobé
zajimavé — nemaji viak vyznamu pro nase studie geometrické.
Pro nis tfeba zkoumati zdikon Newtondv na obrazcich co jen
mozno velikych. .

Préci tu provedl r. 1895 8. Newcomb. Uvéadim jeho vy-
sledky.*)

a) Pozorovand parallaxa mési¢ni souhlasi piiblizné s paral-
laxou potitanou z urychleni tiZze na povrchu zemském. Tim jest
2 v »2, jez stoji ve jmenovateli Newtonova zdkona zarucena aZ
na 1/5000 svého obnosu pokud » se drzi mezi polomérem zems-
koule a polomérem dréhy mésitnf.

b) Pozorované poruchy pohybu mési¢ntho pod vlivem pti-
tazlivosti slunce soublasi piiblizné s hodnotami poéitanymi dle
zdkona Newtonova. 7 toho plyne, Zze funkce » se stejnym asi
piiblizenim plati az do vzdalenosti, jez jsou tak veliké jako
polomér drihy zemskeé, to jest 24000krat vétSich neZ polomér
zemékoule.

¢) 7 platnosti tiettho zdkona Keplerova plyne platnost
zékona Newtonova az k hranicim soustavy planetirni, to jest
asi na 20 polomérd drahy zemské. Pfesnost, s jakou vSak pro
tuto vzddlenost 2 v kvadrdtu smime poklddati za jistou, Zzel
uréité udati nelze.

Volme za jednotku délky polomé&r zemékoule, tak Ze polo-
mér dréhy zemské:

a = 24.000.
Pak jest dle Newcomba, pokud » jde od 1 do 24.000, ve jme-
novateli Newtonova zdikona

— 5000
. r = 7r
Tato funkce musi se v duchu nasich avah pokladati za pFiblizné
vyjadfeni funkce

k“sm"’—%——l» [—L— 311( >+5'( )6_...]2

*) Ve velké Teubnerové encyklopaedii mathematiky ¢lének J. Zen-
neck, Gravitation, str. 41.

2(1+ L ) 2 + 0:0004
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Porovndme-li oba vyrazy, dostaneme, Ze

2 -+ 00004 . 1(ry '

’
Pro zatdteéni hodnotu
r—1

jest tato pfibliznd relace splnéna. Nebof z platnosti Euklidovy
geometrie v soustavé planetirni plyne, Ze vzdalenosti planet
jsou mali¢ké proti 4. Zlomek z poloméru zemé a konstanty %
jest teprve nepatrny, tak Ze se celd hranatd zdvorka stihne na
jednotku a rovnice nafe pravi, Ze 1 — 1.

Positivnich vysledkd dospéjeme, kdyZz za » dosadime horni
hranici, polomér drihy zemské ,u“. J nyni jest zlomek a/k
mali¢ky,*) tak ze ptibliZné plati

2 + 0-0004 2[ 1 (a)z]
=a?|l — — [~

a 3\ £k
Zjednodusime a dosadime za a v levo numerickou hodnotu
+ 00004 1 /a\
24.000 e (7{

Levou stranu pomoci logarithmé vypoéitdme a dostaneme

2
1io-oo4o:1—i(“)

3\ k
z teho
k\? - 10.000
2] = T 120
a ddle
k100,
a 11 ¢ '
—Z—'Ii = 901.
a -

Jsou tedy minimdlnf hodnoty, jez pro parametr prostoru
udati mizeme, jiz 9krdt vét§i nez polomér drahy zemské.

Nepochybné jsou hodnoty pro k, jeZ jsme si z éisel New-
combe-ovyeh zjednali, p¥ili§ malé. Jiz Newton védél, ze tGchylka

*) Direktni diikaz z numerické hodnoty aberaéni konstanty a zatméni
mésicl, Jupiterovych jest v &lanku »Das Weltbild im Lobacevskyschen
Raume.« Ostwaldovych »Annalen der Naturphilosophie«. Svazek XII.
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v exponentu jeho zdkona od dvojky zptsobila by pohyby peri-
helia u kazdé planety. Takové pohyby perihelif, a velice ne-
patrné, ale ze zdkona Newtonova nevysvétlitelné, skuteéné exi-
stuji Nejvétf jest tento zvlastni eftekt u Merkura, kde ¢ini
45" + b za stoleti. M. Hall*) pokusil se proto o zavedenf
mocniny r2+4%, kterou také jiz G. Green r. 1835 se zabyval.
Doplnék 2 =— 16.10 —® ustanovil pomoci Merkura, Tim jest také
anomdlni pobyb perihelia Martova vysvétlen. Pro Zemi a Venuél
vychazeji vSak hodnoty piili§ veliké.

Pouzitim Hallova dopliku % lze podobnym zpisobem jako
diive vypotitati, ze

Fo _ pag;
a f

tedy ¢islo asi DO-krdt vétsi nez difve. Ale i to jest zajisté pfili§
malické.

Jest totiz podezfelé, Ze udchylky od Newtonova zikona
projevuji se pravé na Merkuru, na planeté, jez se pohybuje
nejrychleji. Neni tu na snadé myslenka, Ze rozdily jsou od toho,
7e na takovy hbity pohyb gravitatni statiku Newtonovu jiz ap-
plikovati nesmime? Po star§ich pokusech Levy-ovych a Gerber-
tovych, ktefi ptipsali &ffeni gravitaénich poruchd rychlost svétla
a dostali z pozménéného zdikona Newtonova spravné pohyb peri-
helia Merkurova,**) uvddim zejména, Ze Einstein 18. listopadu
1915 predlozil krdlovské pruské akademii véd pojedndni: ,Er-
klirung der Perihelbewegung des Merkurs aus der allgemeinen
Relativititstheorie*, kde uddvd vzorec pro pohyb perlheha, ktery
pro Merkura davd 43"

Nelze tedy z pohybu perihelia Merkurova dé&lati Zadné
tsudky o eventudlnim zaktiveni prostoru. Ostatné v ne-euklidi-
ckém prostoru vibec peribelia planet vlivem gravitaénfho pi-
sobepi slunce se nepohybuji.

Musim nyni vloziti nékolik slov o mechanice, neb rad&ji
hned o fysice ne-euklidické geometrie.

*) A. Hall, »A Suggestion in the Theory of Merkur.« Aslr. Journal
14, pag. 45.
**) Viz v citovaném jiZ ¢ldnku encyklopaedie J. Zenneck, Gravita-

tion odstavec IIl. Erweiterung des Newton’schen Geseizes fur bewegte
Kérper. :
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Kdyby skutetny prostor byl Euklidiv, tak Ze geometrie
Lobatevského a Riemannova staly by se jen immanentni my-
flenkovou konstrukef, bylo by zbytetno, ba nesmyslno uvazovati
0 tom, jakd by byla fysika, to jest pifroda v takovém neexistu-
jicim prostoru. Ale platnost geometrie Euklidovy by mohla byti
illusf zpdsobenou vézanosti na8i do velmi malické oblasti pro-
storové. Pak by i nafe mechanika a fysika nesly na sob& stopy
pivodu v nekonein& malé oblasti. Pii dvahdch fysikdlnich o ve-
likyeh figurdch neb pohybech bude pak tieba opatrnosti. Jen
véty, jeZz jsou povahy differencidlni, smi se beze vSeho prevziti.*)
Tak lze pravé proto definovati kinetickou energii v ramei pro-
jektivni geometrie vyrazem

kde ds znamend ne-euklidicky element délkovy. — Didle lze
pfevziti ty véty fysikalni, na nichZ prostornost viibec jest sma-
zéna, jako na pf. v thermodynamice, kde polet parametri sou-
stavy jest neskonale dilezitéj8i nez jeji tFirozmérnost v prostoru.
Jind veledilezitd takova véta jest princip Hamiltontv
ty :

6f(lt(T—|— vy=o.

to
ktery beze vieho lze prevziti.**)

V jinyeh vétich, kde prostorovy podil neni smazin a jez
nelze poklddati za véty differencidlni. tieba nejprve interpretace
prostorového podilu a pak obezielého pfeneseni v prostor ne-
euklidicky. Pfiklad takové uvahy dal jsem pravé proto tak pe-
¢livé a podrobné, kdyz jsem vySetfoval, prot svétlo slibne se
¢tvercem vzddlenosti. Tu se nesmi mechanicky ptenésti kvadrat

*) Dve takové vety jsou na priklad zakladni inyslenky prvé a druhé
serie rovnic Maxwellovych. Proto lze beze vsech obtizi potiditi Maxwellovy
rovnice pro Lobaéevského neb Riemanntiv prostor. Provedl jsem tuto praci
pied letly, abych si zjistil zda snad odtud by nemohla vzniknouli namitka
proli pfimocarosti svételnych paprskt. Publikovany byly jen uvaby o pro-
storu Lobacevského. Viz v tomto &asopise sRovnice Maxwellovy v prostoru
Lobacevského.« Ro¢nik XL., r. 1910.

**) Stran mechaniky v ne-euklidickém prostoru viz citované jiz
piednagky Kleinovy sv. IL, str. 203 a ndsl., kde uvedena literatura otazky.
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do prostoru ne-euklidického. Nejprve se musi z kvadratického
zdkona vyabstrahovati kontinuita toku, ta se pfenese do pro-
storu ne euklidického a tim teprve ziskime vzorec pro slibnuti
tize se vzddlenosti Integraci nalezeného vyrazu, jenZ md sii?
ve jmenovateli, dostaneme pro gravitatni potencidl vzorec
U= —% coty Jk—

V ptipadé Riemannové jednd se o skutetnou kotangentu; v pii-
padé Lobacevského jest tato jen symbolem pro zlomek ze souétu
a rozdilu exponenciel.*)

Na tomto zdkladé lze si zodpovéddti otdzku, jaké jsou
dréhy planet v prostoru Riemannové neb Lobacevského. Préei
tuto provedl W. Killing v pojedndni ,Die Mechanik in den
Nicht- Euklidischen Raumformen, 1883.**) Ptepotital jsem Gvahy
Killingovy pokud se tykaji planet a uzndvdm je za sprdvné.
Zistane tedy prvni i druhd véta Keplerova zachovdna tak, Ze
elipsy planet lezi pevné v prostoru.

Ctendfe, jenz by se snad Killingovim pojednanim cht&l
zabyvati, upozoriuji, Ze se hemzi chybami tiskovymi, jichZ na-
lezeni neni vzdy lehké pro skoiny zpisob Killingovych vykladd.
(Casto nezbyva, nez aby si &lovék vysledek jeho vyvinul samo-
statné a pak jda po zpdtku dopliioval a tiskové chyby odstra-
fioval. Problém dvou téles na pf. je ddn Hamiltonovym prin-
cipem uvedenym jiz Scheringovym vyrazem pro potencidl a vy-
razem pro kinetickou energii, jenZ v poldrnich soufadnicich znf

T=1% (r"" -+ k% sin® —;;— . qn“").

Prevedeni na kvadratury podaif se pomoci theoremu Lion-
ville-ova,***) kdyz ulinime ¢initele pfi @' drubou soutradnici
misto », vzddlenosti planety od slunce.

Na prvni pohled jsou vysledky na$i nimahy chuditké. Ze
se nepodafilo u nejvzdalendjiich planet zjistiti néjakou tGchylku
od zdkona Newtonova, zabezpefuje ndm kvalitativni sdéleni, ze

*) Udal Schering r. 1870 pro Lobaéevského prostor a r. 1873 také

pro Riemanntv piipad.
**) Dole neni o piivodu udéno vic nez: Brilon, M. Friedlanders Offizin.
**+) Charlier, Die Mechanik des Himmels. Sv. I. R. 1912, sir. 50 a 56.
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eventudlni absolutni hodnota parametru £ méif na tisice pra-
mérd drdhy zemské. Velmi cennym stane se vSak objasnéni
poméru zdkona Newtonova ke geometrii, vS&imneme-li si dvoj-
hvézd a platnosti zakona Newtonova v jejich okoli.

Zavadili jsme touto poznamkou o t. zv. problém Villar-
ceau-iv.*) Pozorovinim jest zjisténo, Ze jedna dvojhvézda opi- -
suje kol druhé elipsu. Plocha privodicem opsand jest sice
umérnd ¢asu, ale hlavni hvézda nesedi v ohnisku drahové elipsy.
A. Yvon Villarceau ptal se pak po charakteru sily, jiz dvoj-
hvézdy na sebe musi pdsobiti, aby se ndm takto na klenbu ne-
beskou promitaly. At kol rozfesil, chopil se ho znovu J. Ber-
trand a obiral se jim v ¥adé publikaef od r. 1873—1894. Ukd-
zalo se pak, Ze sila, jeZ md byti jen funkel vzddlenosti, musi
byti bud této vzdédlenosti pfimo neb ¢&tverci jejimu obrdcend
umérnd. V prvém piipadé by vSak hlavni hvézda stdla vidy
uprostted elipsy drdhové, coz neni. Zbyvd tedy jen druhy pfi-
pad, to jest pfipad Newtondv. Oviem jest eliptinost dréhy na-
sledkem nedokonalosti méfeni dosti §patné zajisténa. Proto Fekl
r. 1893 Duneér: ,Dalo by se sotva odlvodniti, e néjaké posa-
vadni stanoveni drah by se mohlo uvésti jako potvrzeni Newto-
nova zdkona vné soustavy sluneéni“. Ale Bertrand pozdéji pro-
blém rozsifil. Piedpokladal jen, Ze driha jest uzavienou kfivkou,
kdyZ rychlost potdte¢ni ziistane pod jistou hranicf. A piece zase
dospél k svym zdkondm.**)

PonévadZz nenf nejmen§iho diivodu, abychom dréhy dvoj-
hvézd méli za spirdly, pokladdme tvahy Bertrandovy za dosta-
tetnou zaruku pro platnost Newtonova zdkona v okoli dvojhvézd.
S Newtonovym zdkonem plati viak v okoli jejich také Eukli-
dova geometrie.

Tim zda¥il se ndm v zdjmu geometrie vypad do velikych
vzddlenosti interstellirnich. Odvédzime se na zdkladé zkug3e-
nosti na dvojhvézdich mySlenky,- Zze také v okoli dvojhvézd,
to jest vibec v okoli kazdého bodu ve vzddlenostech interstel-
lirnich, platf geometrie Euklidova Tim ovSem nenf Feieno, Ze
také pro veliké figury svételné, pnouci se od stdlice k stdlici,

*) Connaissance des temps pour 1852. -

**) Literatura otazky viz v Teubnerové encykiopaedii inathematiky
P, Stickel, Elementare Dynamik, str. 499, pod &drou éislo 157.
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plati geometrie Euklidova. Ale jest tim aspor zarudeno, Ze plati
o paprscich svételnych geometrie projektivni, jest zarudena
ptimotarost svdtelnych paprskd i na tratich mnoho sv&telnych
rokid dloubych. Podatilo se ndm tedy rozepnouti oblast, ve které
kazdy nekoneén& maly obor vyhovuje geometrii Euklidové, az
k stalicim. Prostor stellarni astronomie budeme nyni ohledédvati
ddl, abychgm rozhodli, zda jemu jako celku nepatii snad me-
trika Riemannova neb Lobafevského, coZ neustile zdstivd moz-
nosti, s niz tfeba potitati.

Studie tyto byly =zahdjeny jiz Lobatevskym samotnym.
Znal jen dvé geometrie, Euklidovu a svou; proto pfedpokladal,
7e tfeba jen hledati rozhodnuti mezi témito dvéma Pokusil se
o to applikaci theorif o tuhlu rovnob&zkovém na trojihelnik,
v jehoz rozich stojf slunce, zemé& a néjaka stilice. Rozbor této
price a disledky jeji ponechdvim pro piedndsku*) piisti. Jen
stru¢né podotykdm, Ze zajisté &ini konstanta prostoru mnoho
svételnych rokd, neni-li vibec nekonelné.

Véstnik literarni.
Recense knih.

Sammilung Vieweg I1.**) Mezi svazky 19. az 31., jez
vydiny byly v letech 1914., 15. a 16. pro ctendte naseho »Caso-
pisu« zajimavy a ddlezily jsou tyto:

21. Dr. Bruno Glatzel: Elektrische Methoden der Moment-
photographie. Mit dem Bild des Verfassers und 51 Abbildungen.
Sammlung Vieweg 21. Brunavik 1915. Str. X-+103, cena 3:60 M.
' Dr. Bruno Glatzel, profesor vysoké skoly technické v Berling,
sestavil v zajimavém spise tomto prehled metod osvétlovacich, kte-
rych uzivé balistika pfi momentnich fotografifch letfcich projektila. Byl
to vidensky prof. Mach, ktery jiz v letech 70-tych stolet/f minulého
upozornil ve zprdavdch videnské akademie, Ze lze mériti rychlost i-
feni vln zvukovych pri explosich pomoci osvétlen{ elektrickymi jiskrami ;
metody té uchopili se ¢etni badatelé a hlavné zdokonalil ji Dr. C.

*) Clének ten urcen byl za pokragovéni dvou jiz konanych prednigek
>0 geometrii se stanoviska véd piirodnich«. PonévadZ jsem se vsak musil
nechati zastupovat pro nenaddlé onemocnéni, ostychal jsem se Zidati kol-
legy o tutéz sluibu v zéjmu své prednasky. Proto ji uvefejiiuji jen tiskem.

**) O svazcich této sbirky fysikdlnilo obsahu od 1. do 18. referovino
bylo v roéniku XLV. tohoto &asopisu na str. 66. az 78. a na str. 237. a 238,
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