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tetnami vratu obrysu. Sestrojime-li posléze pro kaZdou z nich
dotyény bod roviny jdouci stfedem promiténi s plochou, jsou
centrdlné priméty téchto bodd hledanymi body vratu obrysu.

0 de la Vallée-Poussinové methodé scitaci.
Napsal Dr. K. Rychlik.

Jeden ze zpiisobl séitani divergentnich fad je zaloZen na
tvofeni ,stfednich hodnot“. Vychodiskem je v&ta, Ze pro kon-
vergentni posloupnost ¢fsel redlnych neb komplexnich s,, s,, s,
«.. S ... posloupnost arithmetickych stfedi
Sot+8 S+ s+ s SS+8+...4+ s

R 3 o e
je také konvergentni a méi tutéz limitu. Posloupnost arithmeti-
ckych stfedi miZe v¥ak konvergovati, i kdyZ je dand posloup-
nost s, S;, S, ... divergentni: na pf. pro divergentni posloup-
nost 1, 0, 1,0, 1, 0 ... Ssm=1, Somp1=0, ... je posloup-
nost arithmetickych sttedi

1 2 3
237 2’ H”

Soy

m 41 1

1 Tt om41T 2

1
2

1
B

konvergentni a mé za limitu %

O posloupnosti u niZz konverguje posloupnost arithmetickych
sttedii, fekneme, Ze konverguje dle arithmetického stfedu.
Je-li pfi nekoneéné Fadé '

U+, fuy .o F U
posloupnost ¢dstednych soudtd
Soy 81y Sgy e -
konvergentni dle arithmetického stfedu, nazjvd se ona fada
stitatelnd dle arithmetického stfedu. Tak zndm4 Fada divergentni
1—14+1—1+4...

je stitatelns dle arithmetického stfedu se soudtem —21—.*)

*) O methodé arithmetického stfedu a pouziti jejim na Fady Fourie-
rovy viz: Peir, Pocet integrilnf, str. 481—485.
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' Tvotfme-li z arithmetickych stfedi dale arithmetické stredy,
tedy polozime-li

Y = s,

]l(l)__so+ $1 + o + Sn

" n+1

NI i ol e R

= n+1

o Ry
ha” = n+1 ’

fkdme, %e posloupnost s,, s,, S, + ... mé A-tou Holderovu
limitu neb fada u, + u, + u, + ... je stitatelnd /-tého fddu
ve smyslu Holderovs, existuje-li limita BY pFi n rostoucim do
nekoneéna. Existuje-li k-t4 (¢ = 0) Holderova limita, existuje
i 2+ 1-nf a viechny nasledujici a maji tutéZ hodnotu. Opak
ovSem neplati.

Polozme déle

sP==s5,+ 8 + ...+ sa

sf) = s “+ s;l) + ... 4 sf,l) (1
s0 — S:)k—l) + stlk—l) 44 s;k;n;
( k
¢® — D — Snl)_— ¢® = _ Sa’ o — Sa’ %)
n =—9n, “n n+1, n—n+2,-..n_n+k
2 ) k (1)

Pak méd posloupnost s, s,, s, . .. Cesarovon limitu %-tého fddu
neb fada vy 4w, + u, + ... je stitatelnd -tého ¥adu ve smyslu
Cesarové, existuje-li limita ¢ p¥i » rostoucim do nekoneéna.

*) Vzhledem k tomu, Ze

(3 o
/) -

” li—mcx.) n-t-k _ﬂ ].i:moo. nt-k =t
V3 k
x03)
mohli bychom niislo —ﬁ;—- uvaZovati téz
("%
s AR gy

n

(n=4) neb ——
”n

(%)
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D4 se snadno dokdzati, Ze, existuje-li A-td Cesdrova limita,
existuje i £ + 1-nf a tedy i v8echny ndsledujicf a maji tutéz
hodnotu. Opak zase neplati,

A tu plati véta Knopp-Schneeova*):

Existuje-li k-td Cesarova limita, existuje i k-td Holde-
rova limita a jsow si rovny a naopak.

De la Vallé-Poussin uvazoval pro fadu w, + #, 4+ %, 4+ ...
vyraz

R n n(n— 1)
BT T G r Dy T
n(n+ 1).. (n1)®

tTeFDmF9... 2“":Afo'(n—x)x(n+x)v

Existuje-li lim v, —=s, nazveme fadu wy, -+ u, +u, + ...

n=—w

stitatelnou dle methody de la Vallée-Poussinovy se souétem s.**)

ur  (2)

*) Diikaz, jakoz i literaturu viz Landau, Darstellung und Begrtndung
einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, Berlin 1916, str. 30—38.

*#) De la Vallée-Poussin, Sur 'approximation des fonctions d’une va-
riable réelle et de leurs dérivées pas des polynoms et des suites limitées
de Forier, Bul. Ac. Sc. de Belgique 1908, str. 193 a nasl. — K této séi-
taci methodé byl veden vy3etfovanim vyrazu

ff(t) (cos———) dt
/ (cos’ %) "
-7

Je-li f(x) funkce jednoznatnd o periodé 27, schopni integrace ve smysle
Riemannové neb obecnéji absolutné schopnéa integrace neb koneé&né, schopna
integrace ve smyslu Lebesgueové, nechf je pfisludnd fada Fourierova

4
a, 1
—2— .: g cos nx + b, sin #x), a, = Tff(f) cos 7# d?,

-7
1 T
én:;. ff(t) sin ¢ a¢,
-7

(fada ta za uvedenych podminek nutné nekonverguje). Ustanovime-li fadw
Fourierovu pro vyraz svrchu napsany, obdrZime aZ na &initele konverguji-
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Gronwall dokdzal vétu ¥*):

Je-li fada wu, + u, + u, + ... séitatelnd k-tého Fddu ve
smyslu Cesarové (tedy ¢ séitatelnd k-tého #ddu dle Hglderovy
methody), je séitatelnd i dle de la Vallée- Poussinovy methody
s tymé souctem.

V nésledujicim chei podati jednodussf dikaz této véty.

* *
*

Uvazované stfedni hodnoty pozistivaji v tom, Ze z dané
posloupnosti s,, s,, S, ... 86 tvoff nové 4, ¢, 7, ... timto
zpiisobem :

by == Qg9 So + a1 $; + .« o« = Ayvp Svy
Lh=a,08 +a,8 + ...+ a, s

.......

%y, 1y, sy ... jsou linedrni homogenni funkce, kazdé koneéného
poitu z s;, s, Sy, ... Naskytd se otdzka, jaké vlastnosti musi
miti matice koefficientd a,;, aby posloupnost ¢, ¢,, ¢,, ... kon-
vergovala pro kazdou posloupnost s,, s,, S, ... kterd je kon-
vergentni a aby limity obou téchto posloupnosti byly si rovny.
Odpovéd na to divd véta Toeplitzova**):

Posloupnost t,, t,, t,, ... konvergquje pro kaédou konver-
grenini posloupnost s,, 8,, Sq, ... a to k téie limité, jsou-li
splnény podminky :

<iho s rostoucim ~ k 1:
(1)? ix 45, sin
Q +l:_1(”_l).(”+4).(a1005 x - }_sm X),
tedy #-ty de la Vallée-Poussintv stied fady Fourierovy. Vlastnosti jsou
podobné jako pFi s¢itini dle grithmetického stfedu. Také by se dalo po-
uziti tohoto vysledku k dikazu veély Welerstrassovy o vyjadreni spojitych
fonkei pomoci polynomi.

*) Gronwall, Uber einige Summationsmethoden und ihre Anwendung
auf die Fouriersche Reihe. Crelles Journal 147 (1917) str. 16. a ndsl. Tam
ukazuje Gronwall téZ, Ze existuji fady séitatelné dle methody de la Vallée-
Poussinovy, které nejsou stitatelny ani pro libovolné vysoky f4d dle methody
Cesarovy.

**) Toeplitz, Uber allgemeine lineare Mittelbildungen. Prace matema-
tyczno-fizyczne, 22 (1911), str. 113—119.
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1. Limita fddkovych soulté v matici koefficientss je I,
lim 22 Ap) = 1.
ne=e A=0
IL. Jednotlivé sloupce maji za limitu 0,
lim app =0 (A=0, 1, 2, ...).

III. Soucéty absolutnich hodnot prvkdé v rFddkdch jsow ohra-
niceny pro kaidé n = 0,

S | an | 2 M pro kaidé n = 0,
A=0

kdeiz M je konedéné éislo kladné, nezdvislé na n.
Tyto podminky jsou nejen postalujici, ale i nutné.
Vyjédieme si tedy stfedni hodnotu de la Vallée-Poussinovu
v, pomoci k-té stfedni hodnoty Cesarovy.
Za tim utelem polozme

. . n o nm—1)
KO =1, KO =7, KO=o1T15—9"
viibec
K= (m)”_ 0o 0=1=5n 3
T—AinF a1 POUV=4= (3

a K(A) =0 pro 4> n.
AR =K(A+ 1) — K@)
MBPERN) =dK@E+ 1) — aKQR)
=KA+2 —2KA+1) + K@X)

......

£E@) = 4K+ 1) — 2K ()
:K(l—}-r)——(:) KA+ r— 1)+(;)K(l+r——-2)+ .

+ (=D E®
a tedy

(— 0 k@)= F—17(}) Ka+D. @
I bude 47K() =0 pro 2> n, (G

(— yraK(w) =K(n) (6")
a déle stanovime pro 0 <1< 1» .
r g — (nl)?

.
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¢ (1) je mnohollen v 4, n.

- (3) :1;2‘0-(—- 1)1(';),(n-z)(n—z—l)...(n-—/l—z+1)

A+ 14+ D)4+ A+142)...(n+ A +7)
- (6)

n—1

) =1, ¢,() =2+ 1, %(A):4(P+2z— 5

(6"
@ (4) je v A4, n stupné r. V 4 je stupeii mnohoélenu toho jist&
7, pondvadz koefficient u A* je patrné

r ,.
S =2
E)=r

tedy 0, kdeZto v » je (p¥i » > 0) stupné niz&fho neZ », poné-
vadZ koefficient u #n” je

s(— ") =o.
lfo( ) (l) 0
Pak bude
=2 K@=+ s K()yny=s, + 2 K(3)(s1— 10
= }'=1 .

2
tedy

vy=— 3 KQ)s,,
A=0

=3 (K@) — K@+ D)s,

.4 podobné déle
va= 3 K1) ;0
: A=0
o= (— L)k 3 441 K (1) 5,9,
i=0
a koneéné . » ,
U= 2,. ('l T k) (— 1)1 gk +1 K () ¢ , )
Viimnéme si nyni véty Toeplitzovy. Dle ni bude stfednf
hodnota de la Vallée-Poussinova v, konvergovati, a to k téze

limité, je-li konvergentni stfedni hodnota Cesarova fidu %, c.®),
za téchto podminek:



1. lim ('% + ’“) (— 1)H g+ K() =1,

n=cw =0

I lim (‘ * ")(— 1)+ ge+1 K () =0, pro 1=0,1,2...

n=—w

= M prokazdé n =0,

A=0

m. > \(’1 + ") L LR ()

pi Cemz A jo koneiné &islo kladné nezdvislé na .
DokdZzeme si nejprvé, Ze splnéna je podminka II. I musi
byti
lim (— L*t1 441 K (1) = 0 (8)

pro A=0,1, 2, ... pfi £>0.
Jest viak . .. .4 14D @
. kt1 Ak+1 __nn— ee (M — Fk+1
(=)A= T A+ E+ D
Vzhledem k tomu, Ze @i;(4) je p¥i £ =0 mnohotlen v n
stupné = &, je ve vyraze pro (— 1)kt gk+1 K (1) v (Citateli
mnohotlen v » stupné =< 1+ %, ve jmenovateli stupné vy#iho,
totiz prdavé 4 4k + 1. Tim tvrzeni dokdzéno.

Diive nez piikroéime k dikazu I. a III., dokdZeme si
VZOorec

N (,1 + L) (— 1+ K (D)

)_

I—OI(M 41— )(— VA K (M) — (N‘*"ll"_ )(_ l)ldlK(N)] ,

platny pro kazdou funkei celistvého argumentu K (4).
Zavedme na okamZik oznaleni

Nov a4k '
Zk:}.:z,M '}c’ )(—. 1)+1 4141 K (2).
I je ’ : y
s, lNz;: (l + 70) (— DFI(@F KA+ 1) — 4K (D)

N—1

=3 (1+k)( DK () — 44 K G+ )



320

Jest viak

:E;(Hz_ly-—l)uklf(ﬂ)
_'_(M-{-]:.;-—1)(_1)kAkK(M)+(N+Iic—1)(_1)1:,4&1{(1\7),
a tedy

C NaAdky [A4E—1

s=2 [FHH-( ) vare

_ N‘—11 A + k—1
=2 Jerara
t. j. 3
O (M +k — 1) (— L)kA%K (M)
_(N-i-lf— 1)(_ 1)k 4% K (N)
a podobné |

%
1= 2r—a + (M+

k—
_(N—I_]f — 2)(_ 1)k—145-1 K (N)

-i— 2) (— 1)kt A1 K (M)

o 5= 5 — (1;{) 4K (M) +(1f ) 4K ().
Settenim tdchto vzorci dostaneme
n=13,— (1;’)41((111) + (Il")dx(zv)
+ (Mj I)A’K(M) ——(N;" 2)A”K(N) ...

4 (M+k7f - 1) —1raEC M)_(M A 1)(— b EW).
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AvSak

N—1

>, ::—lfMAK(,Z): K(M)— K(N),

z tehoZ pak plyne okamzité platnost vzorce (9), svrchu na-
psaného.

Pro soudet v I. se vyskytujici dostaneme, uvdZime-li, Ze
AKn+4+1)=0 pro 1=0,1,2, ...k,

n A k(1
(AR yprsnrg = > (P T Y~ 1uk©)
A=o0 k I=0 !
o1 k
=X (— 1)L KO)= 3 4 K()),
1=0 l =0
jeZto

(“"l 1) = (— 1.
Jest vSak

E@©0)=1, ima'K©0)=0 prol=0

dle (8), ¢mZ dokézdno, Z—e podminka I. skuten& splnéna.
Obratme se nyni k uvaZovani III.

Pro k=0 je | .
—_ (n)? 9, (4)
— 4K =G TnF 7= D
pfi Cemz
@ (= 24 + 1

je v intervalu 0 = 4 =< » kladné, tedy i — 4K (4) je v mter-
valu tom kladné. Plyne tedy III. okamzitd z I.

Ale jiz pii k=1 vyskytuje se obtiz. 4 K (1) ménf v inter-
valu 0 < 2 < » znamen, ponévadz ¢, () =0 m4i vném kofen

— 1+ \/—2—— (jakmile n = 1).

Bude se ndm jednati o to, odhadnouti horni hranici ko-
fenti mnoho€lend ¢ (4) (pro velké hodnoty »). Jsou to, jak jiz
bylo feteno, mnohotleny v A stupné » s koefficientem 27 u A~.

Z (6) plyne ihned, ze -

Pr(—r — )= (— 1y 9:(4), (10)

tak ze pfi ~ lichém je 4 = — kofenem rovnice ¢.(4) =0.

r
2
21
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Dile je
o) =Cn+1)2n 4+ 2) ... @n+ 1) (10"
.a tedy
Pr(—n —1) = (— 1)"q:(n). (10"
Z relace

AKA) =4 KQA+1)— 4*K@A)
a z (") plyne ihned
9D =G —meaG+D+E+r+Nga@ gy
r=123, ...

Pomoci tohoto vztahu si dokdZeme, Ze Kkorfeny rovmice
@-(2) = 0 jsou pro n= 0 vesmés redlné, od sebe risné a le¥i
mezi —n —r a n. Jsou-li koveny ty

C—n—r= LA =<hV<... <h "< iP< n,
je
Ap®@—A4O>1 (1=1,2, ... r— 1)
Dikaz provedeme tplnou indukef. Pro rovnici ¢.(4) =0

o kofenech — 1 + \/” '; 1 vata jists plati. Predpoklddejme

tedy platnost véty pro rovmici ¢._;(4) = 0, tak %e kofeny rov-
nice té jsou pro » =0 vesmés redlné, od sebe riizné, lezl mezi
—n —r <+ 1 a n, oznatime-li je pak

—n —r4 1 <A V<]V, < 4,0V g,

ze plati
Mp T V— 4D >1 (= 1, 2, ... r—2).
"1 bude
Sgn@r—1 (4,70 — 0) = (— 1y, sgn @r—1 (4, 4- 0) = (— 1)"
Sgn@r—1 (4,50 —0) = (— 1)7, sgnPr_1 (4,00 4 0) = (— 1)+

$gN Pr—y (A0 — 0) = (— 1), sgi @r—y (410 4 0)
—_ (_ ]_)!‘+1+1

......

Vzhledem ke vztahdim
2,1(’—1) - 11_1(1‘——1)> 1’ 11+1(r—-1)___ ll(r—1)> 1
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nelezi v intervalu
(l]'r—l) — 1’ 'zl(r—l) + 1)
vyjma A,V Zz4dny jiny kofén. Bude tedy
sgn qr—y (A0 — 1) = (— 1)+
SR Pry (ALY 4 1) = (— 1y +Het,

Z (11) plyne pro 4 — A1, %e

sgn qr (AFV) = —sgn @r1 (LY 4 1) = (— 1)rtL
Z toho vidime, ponévadz dle (10") a (10")

sgng-(—n—r) = (= 1), sgng.(n) =1,

ze v kazdém z intervald, jichZ je » na polet,
— oy A0, AED Qe Qe 2 =D A e gy
lezi jeden kofen rovnice @-(4)=0.

Oznatme je po fadé 2,0, 4,@, ... 4D, 4;1,@ ... 4,®.
Ije iy @W=>4"? ({=1,2 ... r—1) a z (11) plyne pro
A= A0V — ], ze

sgn@r (40 — 1) = sgn @r—1 (4" — 1) = (— 1)+

=12 ...r—1),

tak Ze je tedy 4O << V—1 (I=1, 2, ... r — 1)

Z téchto dvou nerovnin vychdzi

AP —A4P>1 (I=12,...r—1).
Tim dokdzdna i druhd &dst véty.

Je-li r liché, jo — % kofenem rovnice g (1) =O;r——_2—}

kofendt jemezi —n —r 8 — —;— a rovnéZ tolik mezi — % a n.

Je-li » sudé, je —;— kofend mezi —n —1r a -—% a -%— ko-

o . r
tend mezi ——3"”' n.

Nyni si odvodime rekurentni vzorce vyjadi-ujici Pr41(4)
pomoci @ (1) a @r_1(4).
Za tim Géelem polozme

%(x):lfro(;)(n—l) e (r—A— 1 D) A T41) ...

n+A+7) a2,
21¢
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tak Ze
C9r (W)= (— 1)

Zkoumejme, nenf-li moZno stanoviti A, B, C, D neodvisle
od x tak, aby platilo identicky v z.

Yri1(@) = (4 + Bx) vr(2) + (C + D2)¥r—1(2).

I je koefficient u 2! pro 0 =< ! = r ve vyrazech

w,(a-c):(:)(n—}.)\...(n——l——l-{-—l)(n—{-l-l—l-{-—l)..- |

it n=N,
;ptp,(x):(lil)(n—l).... m—2—14+2)(n+ 21417 ...
_ In+ 4410 ‘
AN =N e =T D’

e @) (‘{ 1)(n—z)... (= A= 1+ a1+ D)

- _ O Detatr4
. (n4+r4+rd+1)=N ] ’

w,_l(m):(rTI)(n—-l) = A—l D a4+141)...

(n+x+r-1)=N-r(n—;_Tl—%_-;7,
D1 (@) : (;:1)(1»——1)...(n—l—l+2)(n+l+l).‘..
In42410)

(n'—l—ﬁ-—l—r——1)=N7(“n_)_—l+1)(n+1+”).

Srovndnim v koefficienti u &' v rovnici (12’) dostaneme
k urteni 4, B, C, D vztah

C+De+itrt) g Mo+ A+D)
r—I141 - r—Il4+1)n—2—14+1)
r—1 ln4+4—141)
BT ey s e ey ey ey
ktery m4 byti splnén pro viechny celé hodnoty 0 =1 = r. Je
mozno jej splniti identicky pro 7. Odstranime-li zlomky a pfe-
vedeme vie na jednu stranu, obdrZfme mnohotlen tfetiho stupné:




3%

v {. Klademe-li pak postupnd ! =r 4+ 1, n — 4 4 1, oo, O,
obdrzime

B=n—1—r, D_r(n+ﬂ+r), C’—‘——r(n+ A4

A=n+1+4+2r+1
rovnd-li se pak mnohotlen 3. stupné 0 pro 4 hodnoty, je roven
O identicky. Ponévadz pak také koefficienty u »*+* se rovnaji
Je '
U@ =00+ 2+ 2 + D 00— 2 1) n] 4i @)
—r(n4+24+rA —n) Yy (x)*).

Klademe-li pak » — — 1, obdrZfme hledany vzorec
P = QA4 3r + 1) g:(4) — 2r(A + n=1) g1 (4).
Odtud miiZeme snadno nalézti rekurentni relaci pro koeficienty

mnohoélenu @ (4).
PoloZzme .
‘Pr(ll) — 21-(,11- + Agr) ,lr—l + A(;) Zr——z_*_ e + Al(r) lr—k
+ .4 49,
- kdez AP, AP, ... A jsou mnohotleny v n. »
Dosa&me do (12) Srovnénim koefficientd u A7+~ dosta-
neme

3r+1

AT = 40 4 = Ay __;_ A&

—-—% (n~47) A&

I=1,2...r4+1,
A_l(r) == O, As)r) = 1, A"_*_l(r) = Ar+2(r) e =0-

Ném bude statiti znalost koefficientd A4(, 4D,

*) v, () dd se vyjadFiti pomoci fady hypergeometrické
v , _ a.p | a(e+)BB+1) %3
F(a, B, 7’,*)-—1+T.—7"+_—17’,m +x.
Jest totiz o o
Vo= i+ 1) s (5pddr) F(—r, A—my ddm 41, ).
Rekurentm vzorec (12) vzmka pak z relace pro tfi sousedni funkce hyper-
geometrické ’
[20 —7 + (ﬂ_“)”] F(a, By, 0)+(r—0a) Fla—1, B, 7, %)
—a(t—#)F(nd:1,. 8, 7, 5)=0. .
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Pro I = 1 dostaneme
AT = AP 4 12r 4 1).
Kladme r =0,1,2,... r—1 a settéme; jezto A =0,
bude
AP = %,‘i@’ —1) :% r.
Pro ! = 2 dostaneme

AF+D = A + 3r + sr+1 AP — L A(lr—l)_';%'tl) ,

a odtud,¥jeZto _
dost: AP=3r% ArD={(r — 1),
ostaneme
ATV = A7) — trn + 1 (2r3 4 r2—-7).

Klademe-li » =1, 2, ... r — 1, uvédzime, ze AP =0,
obdrzime settenim

n r—1 1 r—1 1 r— 1‘("‘ - 1)
Ne— —— 3 p 3
A 2 r=1 + rfl + 2 r—l 2

a tedy, jeito

r—1 r(r— 1) *3f(r\_(r
VoS = N7 —_—
,.’;J—[ 2 ]’ ,{(2)“‘(3)’

—1 1)3r — 4
Ag‘): ?0—4._) [_ n + gr+—).€_(;r—-_l] R

Pomoci A" a A mizeme urtiti horni hranici koient
rovnice w.(4) =0 pro » dostatetné velké. Jest totiz soucet
¢tvercit kofenil rovnice té

1(1,.)2+ M‘r)i +... + l(") — A(r)'l QA(r)

—ir(r— 1)n+r(4r + 3r——4)
12 7
Bude tedy pro dostatetné velké » (patrné jakmile bude
o rr*43r—4)
g T 12 <0
2 _
Li > @t —d

WA L A <1rm,
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Z redlnostf kofend A, A{, ... A, plyne, Ze tim spiie
bude
O < 1rn
r —_—
lr(r) < 7=\ n.
Vs
T
V2
@ (A) = 0 pro dosti velké n.
Dokdzeme si nyni vétu:

Jeli 0 = A= c\In, kde ¢ je kladné cislo nezdvislé na
n, je pro dosti velké n

Jest tedy \/n horni hranice kofeni kladnijch rovnice

|0 () ] < exn?, (1)
kdez ¢ je kladné éislo nezdvislé na n.

Dikaz provedeme pomoci vzorce (12) tplnou indukei. Pro
9(A) =1 a @, (1) = 24 4+ 1 véta jistd plati. Pfedpoklddejme
jejf platnost pro ¢, (&), @, (4), ... ¢-(4) a dokaZme ji na zé-
kladé toho také pro ¢,i(4).

Ze vzorce (12) plyne

r-1

L2 (A 40t eran

| 9ra2 (@) | < (@ + 3r + Deon?
a jezto pro dosti velké =

24+ 3r4+1< @+ 1)Vn
A4 n 4 r<<n,

bude
\ r+1
| grta(A) | < * [+ et drecsl,
takZe, klademe-li ¢ y; = (2¢ 4 1) "+ 4rcr—,y, jo v&ta dokdzéna.
(Patrné je c¢.y1=>c.).

Na zdklad® toho dokdZeme:

Pro véechna A v intervalu 0 = A = n je pFi dosti vel-
kém n
Cr

r o
n?

kdez ¢, je kladné é&islo nezdvislé na n.

| K@) | <




328

Ponévadz horni hranice koi‘enﬁ kladnich rovnice ¢ t1(1)

=0je - V” \/n, bude pro 1 = V_ Vn platiti -, ()= 0,
b 165 (— It A+ K (3) > 0.
Horni hranice kofenti rovnice ¢-(4) je \—75 Vn, tedy tim

Bpife pro
+ 1,
a>Trt
=5 Vn
platf 4
() >0 a (—1ya"K@)=>0.
Polozme
= r+1,—
2:[ \-/2_ Vn] ,
tak, ze A je celé &islo, pro které plati nerovnosti
r+1 - 'r + 1,
_— — n 1.

I bude pro A=<1=n
_ A—1
_ #RW)=aK@) + 2 1K),
=1
t. j.

(— 14" K@) = (; Hrar K@) — /E_l (— Hrtra—1K (1),
nebo-li ; =
|#E) | = 4ED|— 2 [42E@ .
I=,

Z toho plyne, e | 47K (3) | klesd, Toste-li 4 od A don & je
|4E@) | = | 4 K@) | (14"
pro A=<21=<a.

Utijme véty predeilé. Zvolme ¢ tak, aby k< ¢\/n. (Stad

pH n>1 patrng poloziti
_r+1

V2

[9e@) | < o n®.

c=

+ 1.
Pak bude
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Jeito ‘
. o n n—1 n—2a141
(—1)AK(1.)_n+1.n+2... p——
9- (1)
"t A4D .. (nFAF)’
—1 n—A41
"’I+1<1 +2<1,...—‘”—ﬂ—-<1,

mt+i4+1)...(n+247r)>n,

bude
- | 7K@y | <= pro 0 =1 < ¢\n.
nT‘ ‘
Jezto 2 << c¢\/n bude také
T aED) | <&
n?
a na zékladé (14'), bude
| K () | <2
n2
pro A< i=<n.

I vidime, %e skute¢n& plati pro dosti velké » nerovnost
(14) pro cely interval 0 = 2 = .

Nyni je jiz dikaz IIL. zcela snadny.

Horni hranice kofent rovnice ¢i4,(4) = 0 je k1 \Va.

V2
m= [k\_/; 1 Vn] .
Pak existuje kladné &fslo p nezdvislé na » takové, Ze pfi dosti

Oznaéme

velkém 7 jo m << y \/n. (Sta¥d pro » > 1 voliti y = k+1 + 1)

vz

Pro m = 2 = n je pak (— L)¥+*14k+1K(4) > 0. I bude

lﬂ(*ﬂenmmﬂmﬂ<8+&,
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kdez

S_).

(1 + I") (__~ 1)k+1 Ak+1 K(l) ,
A—0

n

=2 ('1 ',*c‘ 7’) (— L+ 41K (D),
Jezto
C
| 40 K@) | <25,
n 2

Cipr PTYASK Cksr (M F Cerr(m—+k)...m
s E (==
n? .(k+ 1!

Pro dosti velké x jest véak jisté
m+k<(y+1)\Vn, m+k— 1/(y+1)\/n, m<(y+ 1)\n,

k+1
m=4k)..m<(y4 DFin 2
tedy
Ck+1(7’+ 1)k+1
k+ D!

Utzijeme-li vzorce (9), obdrZime
S,_ 2 (1+70)( 1+ gl K (1) = (m-{—l )
1=0
(— 1) 4K (m).

S <

Zde
(m-}—l——-l)__(m—{—l———1)(m+l-—2)...m
l - l
1 '
1, 2
<0+ﬁ"
a tedy
_1_ Ci1
5@+ n? ¥
8 <21 nry
k( 11
S,<12 y-tl) T

S+S<2(y+l)l
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(Uvdzime-li, %e ¢;<<cix41 pro 4 =20, 1, 2, ... k, bude
o4+ 1 (r+ 1)
I-0 ! !
Tim tvrzeni IlI. dokdzédno.

Poznamka.

Také pomocf relace (12) miZeme dokdzati realitu kofend
rovnic @.(4) = O na zékladé véty Sturmovy.

8+ & <erpr <41 & =)
I=0

Pidme
q,(z)zlz' (;)(}.—n)(l—n D) A—n+l—1DA+n
=0
4142 ... A+ n+1).
Z toho vidime ihned, Ze pfi » >0 pro A= —u — r je
sgn @ (A) = (— L7,
takZe vSechny kofeny rovmice ¢.(4) jsou > —n—r.,

Nyni vidime, Ze pro interval — oo ... co mé posloupnost
mnohotlent @.(4), ¢r—1(4), ... @, (4), @ (4) =1 tyto vlastnosti:

1. Posledni mnohotlen ¢,(4) = 1 neméni znameni.

2. Dva sousedni mnohoéleny nemizi pro tutéz hodnotu A.

3. Zmizi-li n&ktery z mnohoélend vnitfnich, majf mnoho-
¢leny s nim sousedfci protivnd znameni.

4. Vlastnost Sturmovych posloupnosti, Ze totiz podil ;"(3)
r—1
stdva-li 4 — O, pfechdzi pii rostoucim se vidy od hodnoty zé-

porné ke kladné, je jisté splnéna dle pozndmky na konci odst.
133., Serret: Cours d’Algébre I. (5. vyd. str. 288.), pondvadz
posloupnost mnohoélentt pro 4 — — oo poskytuje samé variace,
pro A= oo vesmés znaménka kladn4, takZe polet variaci, které
se ztrdceji pfi pfechodu od — oo k oo, je roven pravé stupni
rovnice ¢.(4) = 0. Rovnice ta méd vesmés reidlné kofeny a tyto
jsou oddélovany kofény rovmice ¢,—;(4)=0.
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