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a libovolného poloměru 8PQ procházející body A, B může býti 
kolineárně parabole přiřazena: střed kolineace V je opět v průsečíku 
spojnice MU s kolmicí v N na a vztyčenou (body M, N jsou 
koncové body průměru kružnice k v ose y), ježto tato kolmice je 
spojnice bodu N s úběžným bodem paraboly: MU X NU = V, 
resp. MU x NU = V'. 

Mění-li kružnice & ve svazku polohu, vyplňují body V geo
metrické místo. J a k vidno, jsou průměty bodů V vždy v bo
dech M, N. Zvolíme-li na př. na kružnici bod P°, pak jemu bude 
odpovídati v kolineaei na parabole bod P, jehož průmět P na ose x 
obdržíme v průsečíku spojnic NP°, resp. P°M. Svazku kružnic k 
patří kružnice k° nad průměrem AB opsaná; tuto seče kružnice 1° 
o středu T a poloměru rovném délce tečny TP° ortogonálně v bo
dech E, F, do nichž promítá se bod P z bodů V°, V0', jejichž prů
měty jsou v bodech M°, N°, ve kterých k° seče osu y; lze tedy 
body JPX jednotlivě rýsovati pomocí pevné kružnice k° a proměnlivé 
kružnice l. Kružnice l tvoří druhý svazek. Kružnice 1° a bod P určují 
opět kuželovou plochu ortogonálnou s površkou PPX kolmou k a. 
Rovina Q' jsouc s tečnou rovinou podél površky PPX rovnoběžná, 
seče kuželovou plochu v parabole p', jakožto geom. m. středů 
kolineaei V, které danou parabolu p převádějí ve svazek kružnic k. 
Obě paraboly jsou shodné, neboť mají společnou osu, týž vrchol U 
a stejný parametr (do bodů M°, N° promítá se vrchol U z bodů 
V°, V0' paraboly p', kteréžto body mají dvojnásobnou výšku nad a 
jako U\ tečny k parabole p' v bodech V°, V0' jsou průsečnicemi 
roviny g' s rovinami tečnými kuželové plochy podél površek PE, 
PF, stopy těchto rovin protínají se ale v bodě U). Tedy paraboly 
jsou shodné o spDlečném vrcholu a o 90° otočené, z bodů jedné 
z nich promítá se druhá do svazků kruhových. 

Kdyby roviny Q, a nestály na sobě kolmo a daná elipsa určena 
byla sdruženými průměry, pak postup řešení by byl týž a přidru
žené kuželosečky (hyperboly) obdrželi bychom ve průměrech sdru-
ženýgh. 

Sieiiterovy elipsy. 
Prof. Dr. V. SukdoL 

. Rovnice kuželosečky v t r i m e t r i c k ý c h / s o u ř a d n i c í c h * ) zní 

í t ^ 1 + %mí%xt%% + % % 2 -f 2 ^ 3 ^ ^ + 2amx%xz + a^xz
% = 0. (1) 

J?ř0 převod ioiiřaAiic trimetrických na pravoúhlé platí tra»nsfor-

*J K̂& ěláiíék prof. K a r l a R o tit sk é ho v Mozhfadeúk, ro5. II, str. Iéf. 
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fcxn x cos <pn + y sin <pn — dn, (n = 1, 2, 3), (2) 
při čemž 

<P2 — <pz = « — 2R> <Pz — <Pi = P + 2R> <pi — <p2 = y — 2R> ( 3 ) 
značí-li a, f}, y úhly základního trojúhelníka. 

Dosazením z (2) do (1) obdržíme rovnici dané kuželosečky 
v souřadnicích pravoúhlých: 

&n*2 + 2K*xy + b22y* + 2blzx + 2b2Zy + b^ = 0, (4) 
kdež 

Cbn = Eamn cos <pm cos <pn, 
Cb12 = Zamn$m <pm cos <pn, 
Cb, 22 

(5) 
(6) 
(7) 
(8) 
(9) 

1,2,3) (10) 

Eamn srn <pm sin <pn, 
Cblz = — Zamndn cos <pm, 
Cbm = — Eamndn sin <pm, 
Cbzz = Eamndmdn, (m = 1, 2, 3 n 

Při tom sluší pamatovati, že anm = amn. 
TA rovnic (5) až (10) odvodíme tyto tři vztahy mezi koeficienty 

rovnic (1) a (4): 

C (6U + 622) = an + a22 + a^—2a23 cos a—2a13 cos /?—2a12 cos y, (11) 

&11, &12 
012, 02! 

+ 2A12 sin a sin /? + 2^4i3 sin asiny + 2A& sin ,5 sin y, (12) 

O2. .4U sin2 a. + A22 sin2 ß + A^ sin2 y + 

C3 
11 "12 w 13 

012 0г2 023 

013 023 ^33 

— 4r2Z) sin2 a sin2 ß sin2 y, (13) 

kdež značí 
a u a12 a13 

jj -== #1 2 a22 a^ 
^13 #23 #33 

-áwřn pak mínory tohoto determinantu, r poloměr kružnice opsané 
základnímu trojúhelníku. 

Prochází-li-kuželosečka vrcholem A ( 1 : 0 : 0 ) základního troj
úhelníka, jest an = 0; prochází-li vrcholem JB (0 : 1 : 0), jesta 2 2 = 0; 
prochází-li vrcholem C (0 : 0 : 1), jest 033 == 0. Je tedy rovnice 
kuželosečky opsané základnímu trojúhelníku 

a12xtx2 + axzxxxz + a^x2xz = 0. (14) 

Je-li přímka BCr= xx -== 0 tečnou kuželosečky, jest 

a-}3 == a 2 2 0 3 3 , 

je-li CA ~ x2 ==- 0 tečnou, jest 

a13
2 — %,/%, : . r 
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a je-li AB = x3 = O tečnou, jest 

#12 = = = #11^22* 

Je-li tedy kuželosečka (1) vepsána do základního trojúhelníka, 
platí 

#12%3#23 = + #11^22^33 • 

Znaménko musíme voliti — , neboť pro + by rovnice (1) nabyla 
tvaru 

\a23 a13 a12 f 

a značila by kuželosečku degenerovanou. Volíme-li tedy znaménko — , 
obdržíme rovnici kuželosečky vepsané do základního trojúhelníka 

Ci X± ÁC^C2X^X^ + C2 X2 ^\^zxlxZ ^2^ZX2XZ + ^3*^3 = = ^ > (•-"/ 

kdež jsme položih 

C1 = 1 / # 2 3 J C 2 = = I/ a13> C 3 = = l/ í ř 12* 

I. 

Po pevné přímce p, dané rovnicí 

lxx + msí2 + nx3 = 0, 

pohybuje se bod P (px : p 2
 : Vz)- Spojnice bodu P s vrcholem A 

Vzx2 — V*XZ = 0 • . 

protne stranu JB(7 V bodě' 

, / n 2rp2 sin a sin /? sin y 2rp3 sin a sin /? sin y \ 
\ ' p% sin j8 + p 3 s iny ' p 2 sin j9 + p3 sin y /' 

Sestrojme bod A" souměrný s bodem A' podle středu S' (0, 
r sin y sin a, r sin a sin /?) strany J5Í7: 

j // / n 2rP3 sin a sin2 y 2rp2 sin a sin2 /í \ 
\ 'p2tínfi.+ p3 sin y ' p 2 sin j8 + p 3 sin y /' 

Spojnice A A" pak má rovnici 
p2x2 sin2 /? — P3X3 sin2 y — 0. (16) 

Spojnice bodu P s vrcholem -B 

protne stranu GA v bodě 

Tť ffift fliattflin/? sin y 2rp 3 sin a sin /? sin y\ 
\ j ^ i n y + 2>! sin a ' ' p3 sin y + p1 sin a /' 

Bod J3" souměrný s bodem B' podle středu S " (r sin/? siny, 0, 
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r sin a sin /?) strany CA má souřadnice 

B"(-
2rps sin ß sin2 y 

0, 
2 ^ sin2 æ sin ß 

гî-p 3 sin y + Ví s i n a ' ' ^3 s i n y + :Pi s n i 

Spojnice BB" má rovnici 

p3x3 sin2 y — P Í ^ Í sin2 a = 0. (17) 

Spojnice bodu P s vrcholem C 

V%xi — Vix% = ° 
protne stranu AB v bodě 

, I2rp1 sin a sin /? sin y 2rp2 sin a sin /? sin y \ 
^ p x sin a + p2 sin /? ' px sin a -f p 2 sin /? ' J* 

Bod C " souměrný s bodem O' podle středu S'" (r sin /? sin y, 
r sin a sin y, 0) strany AB má souřadnice 

2rp2 sin2 /? sin y 2 r ^ sin2 a sin y c"(-
\^! sin a + p2 sin /}' px sin a -f- p 2 sin /? 

Spojnice CO" má rovnici 

p1x1 sin2 a — p2x2 sin2 /? = 0. 

Poněvadž se determinant 

0 

»)• 

(18) 

[ sin 2 y 
— Pl s m a 

2 , 

p 2sin 2/5 — : 

0 p3 sin2 y 
p x sina a — p2 sin2 /S 0 

identicky rovná nule, procházejí přímky AA", BB", CC" jedním 
bodem P ' , jehož souřadnice jsou 

Ví : V\ : V '3 = P2P3 s n - 2 /* s - n 2 y : _P3.P1 s - n 2 ? s n - 2 a : V1V1 s n - 2 a sirx2.>r3. 
Co je geom. místem bodu P ' , pohybuje-li se bod P po pevné 

přímce p\ 
Eliminací px, p2, p3 z rovnic 

lpx + mp2 + np3 = 0, 
1cxx = p<$3 sin2 /? sin2 y, 
fCXa p3px sm 2 y sin2 a, 
&#3 == ptfp2 sin2 a sin2 /? 

obdržíme rovnici hledaného geom. místa 

n m l 
sin*y 

X1X2 + ' X1XZ "T~ X2XZ — • (19) 
sin2 /V* " ' srn* a 

J e t o kuželosečka opsaná základnímu trojúhelníku. Ke každé obecné 
přímce p lze sestrojiti jednu korespondující kuželosečku opsanou 
trojúhelníku ABC a naopak každé kuželosečce opsané A ABC 
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odpovídá určitá přímka p. Na př. přímce úběžné, jejíž rovnice zní 
xx sin a + x2 sin /? -f- x3 sin y = 0, (20) 

odpovídá kuželosečka 
XyX;i_ xxx3 x2x3 = Q 

sin y sin /? sin a 
Anebo kuželosečce 

a ^ sin y + a^g sin /? + a ^ sin a == 0, (22) 
t. j . kružnici opsané A ABC, odpovídá přímka 

xx sin3 a + x2 sin3 /? + x3 sin3 y = 0. (23) 
Průsečíky úběžné přímky s kuželosečkou (19) jsou buď dva reálné 
body různé — hyperbola, nebo splývající — parabola, anebo dva 
imaginární body — elipsa, podle toho, je-li 

(J— ^ + -JLV> _*í . (24) 
y sin a sin /? sin y J < sin a sin y 

To však je zároveň podmínka, aby přímka p, daná rovnicí 
lxx + mx2 + nx3 = 0, (25) 

příslušná ke kuželosečce (19), protínala kuželosečku (21) buď ve 
dvou reálných bodech různých nebo splývajících anebo ve dvou 
bodech imaginárních. 

Užijeme-li kriteria (24) na kuželosečku (21), vidíme, že je to 
elipsa. 

Tedy kuželosečka opsaná A ABC je hyperbola, parabola nebo 
elipsa podle toho, je-li k ní příslušná přímka p sečnou, tečnou nebo 
nesečnou elipsy (21). 

Tato význačná elipsa má ze všech elips opsaných A ABC 
nejmenší obsah a nazývá se elipsa Steinerova. Analytický důkaz 
tohoto tvrzení provedeme takto: 

Transformujme trimetrické souřadnice na pravoúhlé tak, aby 
rovnice (19) nabyla tvaru 

62x2 + a V — a262 = 0. (26) 
Pro tuto transformaci nabudou vztahy (11), (12) a (13) tvaru 

C7 ( o í + 6 a j ^ _ 2 ( ^ + ^ ^ + !L^2.\ ( i r ) x \sm2a* sin2/? sin2y./ 

C*a*b*~ ~ - ^ m% n" I 2 l m 1 
sin 2 á sin 2 fi šili2 y sin a sin /? 

; , + i . ™n, + 2 • **. -.' (12') 
sinp. siny siny sin a 

:•' '... : .-.—-ow = mmn. (wy 
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Eliminací C z rovnic (12') a (13') plyne 

a262 = 
UrH2m2n2 

l2 m2 n2 2/m 2mn tnl ú \ * 
sin2 a sin2 /J sin2 y ' sin a sin /3 ' sin /? sin y ' sin y sin aj 

(27). 
Položme 

Pak jest 
l — nu3 sin a, m = ш;3 sin ß. (28) 

« 6 = :—***?***? 2 , 2 >,. (-»> 
/ u— 2V—2 2u 2v 2UV~2Y [ — ? ^ - 2 — t*-2*;4 :-; h 2 w - f — h 
l srn2 y srny sin y 

Obsah elipsy E = yraft bude tedy minimální, nabude-li maximální 
hodnoty funkce 

u \ 4 2 2 4 u~2v~~2 . o L
 2 ^ ~ 2 ? ; . 2 ^ ~ 2 

f (^, i;) = — ^ 4 Í T - 2 — u~2v* — \- 2uv + — : . 
srn2 y sin y srn y 

To nastane, budou-li současné splněny podmínky 

. £ - * ••£-«> <3°> 
32f 32f 

a^<0' ^<°> ("> 
" - / a-f \« - a-f a-f - • • 

( i ^ ) - ^ - ^ < 0 - ( 32> 
Podmínky (30) vedou k rovnicím 

u3 v3 2 
— áu« + 2v« + 2u3v3 + 2 4 - , h - - r - r - = O," 

s iny . sin2 y 
2u« — áv« + 2u3v3 —• 4 - A - -f 2 S— + - r4— = 0, 

sin y s iny sin* y 
z nichž'plynou-řešení 

a) . w3 = v3 = l/sin y, 
ft) u3 = 0, v3 = 1/iin y, 
c) ^ 3 = l/s in y, v 3 = 0, < 
d) ^ 3 = v3 = ao. . 

Z těchto řešení vyhovuje podmínkám (31) a (32) jenom řešení a)~ 
J e tedy podle (28) pro elipsu minimálního obsahu, opsanou Á ABOř 

- - nemá namB 
l =-. - — ; — . — w .—- _ _ L. 

sin y 
Božhledy matematicko-přírodoTSdecké. Bočnik 13, 

. . (зз> 
smy вшy 



H 4 6 

takže rovnice Steinerovy elipsy nám vychází 
Xl*^2 ! X1XS i X2,XZ rv 

s iny sin/? * s i n á 

.a rovnice přímky p, jí příslušné, 

xx sin a + x2 sin /? + # 3 sin y = 0 

.shodně s (21) a (20). 
Střed Steinerovy elipsy (21) najdeme, uvážíme-li, že střed 

kuželosečky je pólem úběžné přímky (20). Polára bodu S (sx : s2 : s3) 
vzhledem k ehpse (21) má rovnici 
(s2 sin /? + s3 sin y) xx sin a + (s3 sin y + s± sin a) # 2 sin /? + 

+ (^ sin a + s2 sin /?) # 3 sin y = 0. 

.Má-li býti tato rovnice totožná s rovnicí (20), musí býti . 

<s2 sin /? + s3 sin y = s3 sin y + sx sin a = s1 sin a + s2 sin /?, 

.z čehož souřadnice středu elipsy 

st : s2 : s3 = sin /? sin y : sin a sin y : sin a sin /?. 

.Ale to jsou souřadnice těžiště základního trojúhelníka. 
Má tedy Steinerova elipsa opsaná A ABC střed v jeho těžišti. 

Označíme-li levou stranu rovnice (21) F ( ^ l 5 x2, x3), má průměr 
.sdružený s průměrem 

h1x1 + h2x2 + h3x3 = 0 (34) 
rovnici 

h2 

sin/î 
h3 

s iny 
ЙГ 
Ъxx + 

A3 AІ 

sin y sin « 

_ЭF 

дx« + 
Äx A2 

sin a sin /? 
8F. 
дxл 

= 0. 

(35) 

Podle toho na př. těžnice příslušná straně BC, daná rovnicí 

x2 sin /? — # 3 sin y = 0, (36) 
má sdružený průměr v elipse (21) daný rovnicí 

. — 2xx sin a + x2 sin /? + x3 sin y = 0. (37) 

Vidíme, že je to rovnice rovnoběžky s přímkou x1 = 0, t . j . se 
.stranou BC. Tedy těžnice a rovnoběžka s příslušnou stranou, 
vedená těžištěm, tvoří pár sdružených průměrů elipsy Steinerovy, 
opsané trojúhelníku. 

Výpočtem vzdálenosti průsečíku H přímky (37) s elipsou (21) 

o d těžiště T nalezneme délku poloměru QX = TH = 

•délka sdruženého poloměru Q% = TA = \ta 

џ 
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Dosadíme-li do (29) za u, v vypočtené hodnoty, obdržíme 
pro obsah Steinerovy elipsy opsané A ABC hodnotu 

kdež A značí obsah A ABC. 
Z rovnic (11'), (12'), (13') vypočteme dosazením hodnot (33) 

délky poloos Steinerovy elipsy opsané A ABC 

V\ .' Win 

• ¥ []/2 (sir-2 « + sin2 /? + sin2 y + 2|/3~sin a sin /S sin y) 

± |/2 (sin2 a + sin2 fi + sin2 y — 2]/3 sin a sin 0 sin y)]. (38)-

Xáneárná výstřednost pak jest 

e = pr]/2 [(sin2 a + sin2 /8+sin2 y)2-r-12 sin2 a sin2 fí sin2 y]. (39) 

Přímka, vedená vrcholem J. základního trojúhelníka rovnoběžně 
s protější stranou BC, má rovnici 

x2 sin j8 + -r3 sin y = 0; 

Snadno se přesvědčíme, že je tato přímka tečnou Steinerovy 
elipsy (21); podobně i rovnoběžky vedené vrcholy B a C k pří
slušným stranám. Je tedy Steinerova elipsa opsaná A ABC ve
psána do AAiBxCv jehož strany procházejí vrcholy A ABC 
rovnoběžně s příslušnými stranami. . (Příště dokončení.) 

4* 
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