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Na konec budiž uvedena všeobecnější věta. 
Předpokládejme, že dovedeme ke křivce (uv) sestrojiti 

tečny, že tudíž známe úseky tai tb. 
Budiž dále (uxvx) nová křivka, jež s předešlou souvisí 

rovnicemi 
uitx = a2, vi\ = b2

? 

a jejíž tečna má úseky ťa, ťb, potom platí všeobecně 

Tečnu tu lze tudíž snadno sestrojiti. 

Poznámka k theorii rovnic differenciálních 
lineárních. 

Napsal Dr. Frant. Rádi. 
(Pokračování.) 

6. Lineární parciální rovnici 2ho řádu o 2 neodvisle pro­
měnných, kterou možná psát ve formě 

d*z . dz dg . n 

oxoy l ox oy 

(a, b, c jsou funkce x, y), nelze složit z úkonů ^ + &#, — + a#, 

leč platí-li o koefficientu c jistá podmínka. 
Laplace") dal rovnici pro případ všeobecný, kdy tedy 

podmínka tato není splněna, tvar 

^-i + bzx — Hz = O, zx = (- «£ kde h = ^ \- ob — c. 
ov oy oy 

Eliminací 0 obdržel transformovanou rovnici téhož tvaru 

Tuto rovnici možná podobně přetvořiti na rovnici o koef-
ficientech a(1, .b2) c2, vzniklou opět atd.? při čemž může konečně 

*) Darboux, Surfaces t. II, p. 23 sq. 



21 

nastati případ, že v jisté rovnici transformované o koefficientech 
a, b5, cs činitel cs hoví oné podmínce. Pak lze integrovati quadra-
turou tuto rovnici, čímž řešeny všechny předcházející, tedy 
i rovnice daná 

Poněvadž danou rovnici lze též psáti ve tvaru 
dz, , 7 ~ dz . 7 . ,. 7 da , T 

-j + a8i _ fe - 0 ^ , = : - + hz, je-h k = — + ob — c, 
lze obdržeti novou řadu rovnic, z nichž konečně jednu, tedy 
i všechny předcházející lze po případě integrovati. 

Tuto t. zv. „TcasMdní" methodu Laplaceovu lze upraviti 
též pro lineární differenciální rovnice obyčejné a sice řádu libo­
volného, což jest v následujícím vyloženo. 

7. Především lineární rovnice obyčejná 2ho řádu 

y" +pyT + Qy = o (14) 
vzniká z úkonů yr + ay, yr, je-li q = pf]. úkony ty za sebou 
užity dávají totiž, položíme-li výsledek rovným nulle, yf + ayf + 
ary = 0. Pak lze rovnici (14) integrovati, a řešení zní 

— ^adx p ^yadx —Sadx 

У /
^adx -

Є + c2в 
Nep latí-li však o q podmínka tato, možná rovnici (14) psáti 

ve tvaru 
y' + «»' + («' - *) // = O (15) 

čili y\ — hy = O, yx = y' + ay, kde a = p, A r a ' — g. Eli­
minací y z prvních dvou relací obdržíme rovnici tvaru (14) 

yl\ + P\y\ + î.Vi = O ftili o tvaru (15) 

ý\ + <hv\ + « - *i) yi = o, (16) 
kde jednak ax = p 1 ? hx = a\ — qx, jednak 

h! d*{lh) 
a % = a - T , hí=a + * _ _ _ 

Jest patrné, že může se státi, že hx = 0. Pak lze obdržeti 
řešení yx rovnice (16) pouhou quadraturou, a integrál y rov-

nice (14) udává relace y =-nr-
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Jako poznámka budiž připomenuto, že nahradíme-li v rov­
nici (14) zy za y, kde s jest jistá funkce x, obdržíme 

y" + {p + - | ) y' + (q+pj + ^\y = 0; 

porovnáním s (16) plyne 

a ' = - » + V h1=p'-q + J - 2 ^ j - j , 7 ; 

existuje tedy funkce z} která činí Ax r r 0? avšak její nalezení 
činí větší obtíže než řešení dané rovnice. U diff. rovnice pare. 
jest při této substituci, jak známo, hx = /?. Rovněž substituce 
esy za y nevede k cíli. 

Je-li ht + 0 , lze rovnici (16) psát ve tvaru 

y\ — \y* = °> y* ~ y\ + "i*/.; 
eliminací y1 obdržíme opět rovnici tvaru (14) a tak pokračujeme 
až na př. hs = O; as, hs lze stanoviti posloupně % aA1hx. Pak lze 
poslední transformovanou rovnici, tedy i rovnici (14) řešiti 
quadraturou. 

Transformace této lze užíti i u rovnice řádu w-ho, důkaz 
je v předešlém zahrnut. Neboť (14) můžeme považovati za 
rovnici řádu n-ho, když do úkonu \f + ay, pomocí něhož jsme 
ji utvořili, dosadíme za y differenciální úkon řádu w-2ho 

if~* + rw_3 2/w~3 + • • • + r0y. 
Dána-li rovnice řádu w-ho 

yn + pn^ yn-> + . . . + p0y = O, 

nutno ovšem naznačený postup provésti. Vzhledem k operaci 
vzniklé z úkonů posloupně užitých 

jT-1 + 2n-2 y
n~2 + • • • + ff0», y' 

možná danou rovnici psáti ve tvaru 

yn + gn-2 r " 1 + (9'—» + qn-s) yn~2 + > . . . + («', + ff0) y4 + 
( ť o - ' * ) y = o 

čili 
y\ —hy = 0,yx= y*-1 + qn-2 yn~* + . . . + q0y. 
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Eliminací y obdržíme rovnici transformovanou a příslušné 
h1? které se může rovnati nulle atd. 

Aby byl uveden příklad praktický, v rovnici 
j , " + (3x + 5) y< + 9y = O 

jest 
a = 3x + 5 = aí = a^ h = — 6; l\ = — 37 A2 = 0; 

dvojnásobná transformace dá tedy rovnici 

»"a + (3x + 5) y\ + 3*/2 = O 
o integrálu 

y2 = c2e~M . J eMdx + c ^ - * kde Ař = ~^-x2 + 5.z; 

poněvadž y = - |^~ 

jest řešení původní rovnice 

y—c% {[(3x + 5)2 — 3] e~M. feMdx — (3x + 5)} + 

c, [(3x + 5)2 — 3] e~M. 

Všeobecněji v rovnici 

yn + (pn„xx + qn_t) if-1 + . . . + (pxx + ?,)» + g0y = O 

budtež Pn-i, ín-i, . . ., íi libovolné stálé; o stálé q0 však před­
pokládejme, že jest možná jí dáti tvar p1 (1 + 5), kde 5 jest 
číslo celistvé, nechtějíce vyšetřovati správnost transformace o lo­
meném indexu s. Pak lze provedením s transformací převésti 
integraci této rovnice na řešení rovnice o stupeň nižší. 

y*-1 + (pn-ix + qn-i)yn-2 + (pn-ix + gM-2 — s — 1 p«-i) 
yn~3 + • • • + (Pí x + qx — s — 1 pa) y = c, 

kde c jest integrační konstanta. 

8. Transformaci tuto lze provésti ještě jiným způsobem. 
Poněvadž úkony ay, y" dávají výraz ayu + 2atyi + a"y, 

lze rovnici a#" + i y + c# = O psáti ve tvaru 

aýé + (2a' — h) yr + (a" — A) ?/ = O, 
kde A = 2a' — ft, * = a" — c, 
čili ve tvaru 

y"\ — *»' — ty = 0, yx = ay; 
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poněvadž 

y = e-Ad* • feň"* & dx + afIT*, 

obdržíme eliminací y rovnici 
axy\ + (2a'a - A^ y', 4- (a", - *.) y, = 0, 

a' 
kde a- = a, h, = 2a' + h, k. = a" — fe 7c. 

a 
Opakujeme-li tuto transformaci s-krát, muže se státi, že 

současně hs = ks = O ; pak lze poslední transformovanou rov­
nici, tedy i původní integrovati quadraturou. 

Pro rovnice řádu vyššího než 2ho koefficient prvního členu 
pokládejme rovným 1. Poněvadž úkony yé + ay, yéi dávají ope­
raci y4ét + ay" + 2a'y' + a"y, možná rovnici 3ho řádu 

V" + Py" + qy'+ry = 0 (17) 
psáti ve tvaru 

y'" + <*y" + (2a' — h) y' + (a" - k) y = O (18) 
kde a = p, h = 2a' — q, k = a!r — r. 

Je l i h = k=0, lze rovnici integrovati pouhou quadra­
turou a integrál zní 

— fadx / / , \ fadx « — fadx 

y = e ' . J (c3x-\- c2)eJ + cxe
 J 

Není-li současně h, k rovno nulle, pišme (18) ve tvaru 
y'\ — %' — ky=0, y1 = y + ay; 

první relace dává pro y hodnotu 
y = e J h . I eJ h . "i-dx -\- ce J h . 

Dosazením do relace druhé obdržíme po upravení rovnici 
tvaru (17). 

y"\ + Piyl\ + &y\ + w = ° m t v a r u ( 1 8) 
y"\ + <*iť\, + (^\ — *«) y\ + (a'\ - *t) yi = °; 

označíme-li k vůli stručnosti 

P J h, = M, 
ah -+• k 

1- dl (т) Д/' 

ai=a + ±. + —^-, \=2a\+h, 1tí = a" + h±ж: 
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jest patrně možno, aby hx, kx současně se rovnalo nulle. Pak 
lze integrovati pouhou quadraturou rovnici transformovanou 
a tedy i rovnici původní (17). 

Platí-li alespoň jedna z podmínek h + O, k -+ O, trans­
formujeme znovu; je-li konečně na př. hs= ks = O, lze stano­
viti integrál rovnice (17) pouhou quadraturou. 

Poněvadž v úkonech yr + ay lze za y položiti 

y«-2 + rn-3y
n-n + • • - + r0y, 

lze této transformace užíti pro rovnice řádu libovolného, třetím 
ovšem počínajíc. 

Na základě differenciálního výrazu vzniklého z úkonů 
yr + ay, yrrr mohli bychom libovolnou rovnici řádu 4tého psáti 
ve tvaru y"\ — hyfr — kyé — ly = O, yl = yr + ay, avšak 
eliminací y nelze tu obdržeti rovnici lineární 4tého řádu. Nelze 
tedy transformaci lineárných rovnic tímto způsobem dále zevše­
obecniti. 

9. Jest možná však všeobecněji přetvořovati takto : 
Z úkonů \f + ay, yr + by vzniká differenciální výraz 

y" + (a + b) y' + («' + ah) y = 0. (18) 
Pokládejme funkci b za předem danou. Rovnici (14) možná 

pak psáti ve tvaru 

;//" + (a + b) yf + (a' + ah — h)y = 0; (19) 
je-li h = O, provedeme řešení quadraturou ; jinak pišme (19) ve 
formě 

y\ + hy1 — hy = O, y1 = y' + ay; 

eliminací obdržíme 

y'\ + (a + b - '*' j y\ + (ab + b> - b^ - ftj y, _ O 

čili dle (19) 

y'\ + («, + 6) t¥'i + (»'i + «•& - *x) ?A = o, 

h' , , , , , íl2(l!0 rr , 
kde a, _ « p !>, — a — & + h + g - - Transformu­
jeme-li tímto způsobem dále. může konečně jisté hs _ O, načež 
integrace převedena na (juadraturu. 
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Je-H na př. a = mx + w, b = px + g, fc = stálé, jest 

a, = 0, hs =s (m — p) + &, tudíž bude /?.s = O při s = ,. 

Nechceme-H tedy vyšetřovati 5 lomené, předpokládejme, že 
h = -r- s (m —1>). 

Rovnice původní má tedy tvar 

y" + (w -f- I? # + w + q) yf + [w/?#2 + «# + mg a; + 
m + ng + 5 (m — I>)] y = O 

čili 
y" + GP.# + 2i) #' + (w'o#2 + To^ + g0) 3/ = 0. 

Porovnáním obou rovnic obdržíme z daných koefficientů 
Pu 2i.» mo> Po? <7o & s l a m> n? P. 2? 5 ; mohou tedy býti p l f gly 

moy p0 čísla libovolná, vylučujíce však s lomené, předpokládejme 
že q{)) které se rovná m + nq + s (m — p), může sic nabývati 
různých hodnot, avšak že dává pro s číslo celistvé. 

Provedením s transformací lze tedy tuto rovnici převésti 
na tvar (18) a integrovati. 

Podobně všeobecněji differenciální výrazy yé + ay,-yrr + 
by' + cy za sebou užity dávají výraz yrrr + ayrr + (2ar + 
b + c) yr + (a" + aft + ac) #. Pokládáme-H funkce b, c za 
předem dané, avšak tak zvolené, že můžeme nalézti integrál J 
rovnice yrr + byr + cy = O, můžeme danou rovnici (17) psát 
ve tvaru 
»'" + «*" + (2a' + 6 + c —h) y'-\- (a"-\-ab + ac —k)y=zO. 

Platí-H současně h = O, & = O, zní řešení rovnice (17) 

—- fadx [ T — fid* J 1 .,— facto 

y — e J .1 Je J ax-Y ce J 

Je-H h + 0. k 4= O? pišme (17) ve formě 
y"i + h\ + ^1 — %' — hlJ = 0. yi = y' + «y; 

eliminací y obdržíme rovnici transformovanou 
t/"\ + «!*". + (2a'-. + b + c - * 1 ) y\ + (a", 

+ a-. 6 + a1c — kí)pl = 0, 
při čemž další postup jest jako dříve. 

Zevšeobecnění pro rovnici řádu n-ho (event. n 1> 3) jest 
samozřejmé. 
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Pro b = 0 resp. b = O, c = O obdržíme patrně úv 
v odstavci 7. a 8. 

10. Kaskádní transformace jest pro rovnice lineární cha­
rakteristická. Pro rovnice jiného druhu nevede k cíli. 

Zůstaneme-]i pouze u rovnic řádu 2ho, úkony yf + ary
r + 

ar-\ yr"1 + . . . + axy, yf + asy
s + . . . + axy (kde mocnitelé 

na rozdíl od předešlého mají obvyklý svůj význam) dávají diffe-
renciální výraz y" + . . . + (a\ + axax) y} jehož některé koef-
ficienty však hoví jistým podmínkám. Předpokládejme, že pod­
mínky tyto jsou splněny až na poslední koefficient, kterému pak 
můžeme dáti tvar a\ + axax — h. 

Ukazuje se pak? že provedeme-li transformaci dle předešlého, 
obdržíme rovnici, která má tvar rovnice původní, avšak hy = h; 
je-li tedy h + O, pro každé s jest h8 + 0. Provedeme-li pak 
transformaci dvakrát za sebou, rovnice vzniklá obdrží se z pů­
vodní též substitucí if = ~ . 

K vůli krátkosti uvažujme pouze úkony yé + ay* + by, 
y' + «?/, které dávají výraz ?/' + (2ay + b + a) yf + {ď + aa) 
y* + (V + M ?/. 

Případ všeobecný nevyžaduje než delšího psaní. 
Dané rovnici 

S" + (Ay + B) yf + Cy* + Dy = 0 (20) 

možná tedy dáti tvar 

y\ + <*2/i — % = O, yí = y' + aya + by; 
eliminací Í/ obdržíme první rovnici transformovanou 

y'\ + Etf* + (.A-y + Bx) yf
x + Clž/

2 + A» = °> W 
jejíž levou stranu možná si mysliti až na poslední koefficient se­
stavenu z úkonů 

yr + "i», / + «i#2 + *.»; 

kde ax = « , # , = -j-> &• =-= 6 r-. 

Tyto úkony dávají totiž differenciální výraz 
V" + "i!/ , a + (2«ia.y + 6, + «-.) y' + axa\y* + («', + axbA) y. 
Koefficient Dx liší se od af

x + a ^ o hx = A. 
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Transformujme znovu, pišme tedy (21) ve tvaru 
V\ + (hy\ + M2 — tyx = O, y2 =z y\ -f a1?/l ; 

vyloučením y vznikne druhá transformovaná rovnice 
y\ + U2y2 + Bq) y\ + O2,H2

2 + Dqy2 = 0; (22) 
až na poslední koefficient lišící se též o h možná její levou 
stranu sestaviti z úkonů yr + a2y

2 -f- b2y. ?/' -|- a2y, kde 

a2 = ~r l>2=b-T,a2 = «---. 

Dosadme nyní do (20) za y hodnotu zy. Vznikne trans­
formovaná rovnice téhož tvaru; propočteme-li příslušné hodnoty 

zf z1 

pro a, b, a, obdržíme pro ně resp. az, b -\ } a -\ , tedy z z 

pro z=-r~ tytéž obnosy jako v rovnici (22), rovnice ty jsou 

tedy totožné. 
Tyto dvě transformace, kaskádní a substituce zy pro y, 

u nelineárných rovnic se ztotožňují, h se jimi nemění. 

O kampyle Eudoxově. 
Napsal V. Jeřábek. 

Jest známo, že kampyla Eudoxova jest zvláštním případem 
křivky, kterou Tortolini definoval takto l) : 

Bud dána kuželosečka K (obr.) (ellipsa nebo hyperbola). 
V kterémkoli bodě p kuželosečky K sestrojená tečna protíná 
osu hlavní oxa v bodě n1} jímž vedená rovnoběžka s vedlejší 
poloosou otb seče spojnici otp v bodě ml} jehož geom. místem 
je křivka M1 mající rovnici 

a2 — b2 ~ a 4 ' 

jsou-li osy kuželosečky osami souřadnic. Pro ellipsu v této rov­
nici platí znaménko hořejší -f- a pro hyperbolu dolní —. Pře-

2) Dr. G. Loria- Schütte, Spezielle allgebraische und transcendente 
ebene Kurven, Leipzig, B. G. Teubner 1902. str. 320. 
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