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Na konec budiZ uvedena v3eobecnéjsi véta.

Ptedpoklddejme. Ze dovedeme ke kiivce (uv) sestrojiti
tetny, Ze tudiz zndme tseky 7., ¢.

Budiz dile (w,v,) novd kfivka, jez s ptedeSlou souvisi
rovnicemi

— 2 e — H2
ui, = a? vy, = b%

a jejiz tetna m4 tseky ¢'., ¢',, potom plati vSeobecn&

u, \? v \?
t, = (—01) t = (-,)'-) t.
Teénu tu lze tudiz snadno sestrojiti.

Poznamka Kk theorii rovnic differencialnich

linearnich.

Napsal Dr. Frant. Radl.
(Pokracovini.)

6. Linearni parcidlni rovnici 2ho ¥idu o 2 neodvisle pro-
ménnych, kterou moznéd psdt ve formg
2% 02 0z
751—3_1/ -I-a—a—z‘-}-b@—{* cz =0

(a, b, c jsou funkce z, y), nelze sloZit z ikoni % + bz,g—z 4+ az

le¢ plati-li o koefficientu ¢ jistd podminka.
Laplace *) dal rovnici pro ptipad vieobecny, kdy tedy
podminka tato neni splnéna, tvar

9z, o __ 0z __0b
3r + bz, — he =0, 2z _5?‘—%- az, kde k_By + ab — c.

Eliminacf z obdrzel transformo_vanou rovnici téhoZ tvaru

9%, 2z,

9z,
10y + Az + b5y

ay + clzl = O'

Tuto rovnici mozni podobné ptetvefiti na rovnici o koef-
ficientech a,, .b,, ¢,, vzniklou opét atd., pfi ¢emZ miiZze konetné

*) Darboux, Surfaces t. II, p. 23 sq.
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nastati piipad, Ze v jisté rovnici transformované o koefficientech
a. bs, cs Cinitel ¢; hovi oné podmince. Pak 1ze integrovati quadra-
turou tuto rovnici, &imZz FeSeny viechny predchdzejici, tedy
i rovnice dand

PonévadZ danou rovnici lze téZ psati ve tvalu
bzl + az, — ke = 0, z,_a + bz, je-li L_——+ab
]ze obdrzeti novou Fadu .rovnic, z nichZ konetné jednu, tedy
i v8echny piedchédzejici 1ze po piipadé integrovati.

Tuto t. zv. ,kaskddni“ methodu Laplaceovu lze upraviti
téZ pro linedrni differencidini rovnice obylejné a sice Fadu libo-
volného, coz jest v ndsledujicim vyloZeno.

7. Predevsim linedrni rovnice obytejnd 2ho Fddu

"y +aqy =0 (14)
vznikd z Gkond y' + ay, ¥, je-li ¢ = p';. Gkony ty za sebou
uzity ddvaji totiz, poloZime-li vysledek rovnym nulle, y" + ay’ +
a'y = 0. Pak lze rovnici (14) integrovati, a Fedeni zni

—Sadz Sada — Sadz
Y = ce . / 2 + ¢ .

Nep lati-li vSak o ¢ podminka tato, moZna rovnici (14) psati
ve tvaru

v'+ay + @ —hy=0 (15)
i y', —hy=0,y, =y + ay, kde e =p, h = o’ — ¢. Eli-
minacf y z prvnich dvou relaci obdrZime rovnici tvaru (14)

¥y + 2y + a9, = 0 &li o tvaru (15)

¥+ ay' + (@) — k) y, =0, (16)
kde jednak «, = p,, h, = a';, — ¢;, jednak
! 2
a, —=a — —’f—, hy =a + h—d—(zg»;).

Jest patrné, ze miZe se stiti, ze ., =— 0. Pak lze obdrzeti
feSeni g, rovnice (16) pouhou quadraturou, a integrdl y rov-

nice (14) udavd relace y —-5 y,



Jako pozndmka budiz pfipomenuto, %e nahradime-li v rov-
nici (14) 2y za y, kde =z jest jisti funkce x, obdrzime

" 2\ , 22
y +(p +2—Z-)y +(q+p;+;)y=0;
'pofovné,nim s (16) plyne
z' Z” zl 2 Z’
o =p+2 . h=p —qg+— — 2(;) — P

existuje tedy funkce 2z, ktera ¢ini A, — O, aviak jeji nalezeni
¢inf vétdi obtize nez feSeni dané rovnice. U diff. rovnice pare.
jest pii této substituci, jak zndmo, », — 4. RovnéZ substituce
e¥ za y nevede k cfli.

- Jeli h; 5= 0, lze rovnici (16) psat ve tvaru
Yo —hy =0,y = ¢ + @95
eliminaci y, obdrZime opét rovnici tvaru (14) a tak pokratujeme
a% na pf. h, = 0; a,, h, lze stanoviti posloupné z a,, »,. Pak lze

posledni transformovanou rovnici, tedy i rovmici (14) fteSiti
quadraturou.

Transformace této lze uZiti i u rovnice fddu n-ho; dikaz
je v piedeSlém zahrnut. Nebof (14) miZeme povazovati za
rovnici fddu n-ho, kdyZ do tdkonu y' 4 ay, pomoci ného# jsme
ji utvofili, dosadime za y differencidlni dkon fddu x-2ho

N SRR )

Déna-li rovnice fadu »-ho

'+ P T oy = 0,
nutno oviem naznaleny postup provésti. Vzhledem k operaci
vzniklé z tdkond posloupné uzitych

VA G 4 gy, Y
moznéd danou rovnici psdti ve tvaru

V' + o2y + @+ )y @+ 0y +
(@o—hmy=0
¢ili
v —hy=0,y, =y 7'+ o ¥ + . . . + Y.
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Eliminaci y obdrzime rovnici transformovanou a piislu$né
h,, které se miZe rovnati nulle atd.

Aby byl uveden ptiklad prakticky, v rovnici

Y'+ Bz +5)y + 9y =0
jest
a=3x+b5=a =ay, h =—6; hy = — 3, h, =0;
dvojndsobnd transformace dd tedy rovnici
'y + (Bx + 5) 3y + 3y, =0
o integrdlu
Yy = cpe— M, feMdz + ¢c,e, kde M = %ﬁ + b5z,
yll
— 2
ponévadz Y= 7,
jest feSeni pidvodni rovnice

Y= ¢y {[(B2+5)*— 3] e, f Mdw — (3z -+ b)) +
¢, [(Bx + 5)? — 3] e~
V&eobecn&ji v rovnici

'+ Pz + )y . D+ a)y+ 9y =0

budteZ pn—1, gn-1, - .., ¢, libovolné stilé; o stilé g, v8ak pfed-
poklidejme, Ze jest moznd ji ddti tvar p, (1 4 s), kde s jest
tislo celistvé, nechtgjice vySetfovati spravnost transformace o lo-
meném indexu s. Pak lze provedenim s transformaci prevésti
integraci této rovnice na FeSenf rovnice o stuperi niZsi.

Y (Pna® + )y A (Pns® + G2 — 5 — 1 pa)
Y24+ ezt a—s—1p)y=c,
kde ¢ jest integraini konstanta.

8. Transformaci tuto lze provésti je§té jinym zplisobem.
Ponévadz tdkony ay, y"' davaji vyraz ay“ + 2a'y’ + a’‘y,
lze rovnici ay” + by’ + cy — O psdti ve tvaru
ay" + (2a' — h) y' + (6" — k) y =0,
kde =2a — bk =qa" — ¢
¢ili ve tvaru
¥y —hy' —ky =0, y, =ay;
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pondvadz
k 4. k
y:e"/;d‘ . ‘_/‘effd‘e y-ki de + ce‘fi"’,
obdrzime eliminaci % rovnici
ay's + 2a'y —h) Yy, + (@", —k)y, =0,

kde a, =a, hy =2a' + h, ky, = a’ — hga— — k.

Opakujeme-li tuto transformaci s-krat, miize se stati, Ze
soutasné h; — ks — 0; pak lze posledni transformovanou rov-
nici, tedy i pivodni integrovati quadraturou.

Pro rovnice fadu vy§siho nez 2ho koefficient prvniho &lenu
poklddejme rovnym 1. PonévadZ tkony y‘ + ay, y* déavaji ope-
raci ¥ 4+ ay” -+ 2a'y’ + a"y, moznd rovnici 3ho Fddu

v+ oy +ay +ry=0 (17)
psdti ve tvaru

y'' +ay' + 2a' —h)y 4+ (a" —k)y=0 (18
kde a=p, h=2 — q, k=a" —r.
Je-li h =% =0, lze rovnici integrovati pouhou quadra-
turou a integrdl zni

y=ce" faaz /(c3x + 02)efm + c,e’f‘m .
Neni-li soutasné %, & rovno nulle, pisme (18) ve tvaru

¥ —hy' —ky =0, y, =y + ay;
prvnf relace davd pro y hodnotu

—=e fh /fhd" %' dx—-l—ce“f—d'

Dosazenim do relace druhé obdrzime po upraveni rovnici
tvaru (17).

y" 4+ py"s + @y + iy, =0 tili tvaru (18)
y'" +a1f1;+ (2a'y — ) ¥’y + (2" —k)y, =0;
oznaéime-h k vGli stru¢nosti
h % e /
me noo= M,

(5 M'
alza—l—%—{- d(s:)" by = 2a’; + b, Ky ._a“-{—h
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jest patrné moZno, aby k., &, soufasné se rovnalo nulle. DPak
Ize integrovati pouhou quadraturou rovnici transformovanou
a tedy i rovnici pidvodni (17).

Plati-li alespoti jedna z podminek % ==0, k¥ =0, trans-
formujeme znovu; je-li kone¢né na p¥. 7, =k, = 0, lze stano-
viti integral rovnice (17) pouhou quadraturou.

Ponévadz v dkonech y' -+ ay lze za y poloZiti

YU sy Y,
Ize této transformace uziti pro rovnice fddu libovolného, tfetim
oviem potinajic.
Na zgkladé differencidlniho vyrazu vzniklého z tkond
y' + ay, y'"" mohli bychom libovolnou rovnici fidu 4tého psiti
ve tvaru ¥, —hy" —ky' —1ly =0, y, =4 + ay, aviak
eliminaci # nelze tu obdrZeti rovnici linedrni 4tého ¥4du. Nelze

tedy transformaci linedrnych rovnic timto zpisobem ddle zevie-
obecniti.

9. Jest moznd v8ak vSeobecnéji p'fetvof'ovati takto:
7 tkond y" + ay, ¥’ -+ by vznikd differencidlni vyraz
Y+ (a+0) y' + (' + ab) y = 0. (18)
Poklddejme funkei b za piedem danou. Rovnici (14) moznd
pak psidti ve tvaru
g (a+ by 4+ (@4 ab—h)yy=0: (19)

je-i A = 0, provedeme fel3enf quadraturou; jinak piSme (19) ve
formé

Y+ by, —hy =0,y =y + ay;
eliminaci obdrzime

¢ 4
v, -|-—(a +h— ';;)g,q +(ab+b'—b-%- _ h)y1 -0
Gl dle (19)

YA+ (@, + By + (@ +ab—hy) y, =0,

h' a2 (1) ) '
kde a, =« — I hy=a" —0V 4+ h — T Transformu-
jeme-li timto zpGsobem ddle, mize konetné jisté i, = 0, natez
integrace ptevedena na quadraturu.
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Je-li na pt. a =mx + n, b = px + q, h = stalé, jest
us =a, hy =s(m—p) -+ k, tudiz bude ~, =0 pii §=— o
Nechceme-li tedy vySettovati s lomené, predpoklddejme, Ze

h= —s (m— p).
Rovnice ptivodni mé& tedy tvar

y'+m +px+n+q)y + [npa: + np + mq x +
m - ng4+sim—ply=2~0

¢ili
¥+ 2+ q) v A+ (mox® + pox + ) y = 0.

Porovndnim obou rovnic obdrzime z danych koefficienti
D1y G1y Mg, Doy G, CiSla m, =, p, g, s; mohou tedy byti p,, g,,
m,y, P, Cislalibovolnd, vyludujice v8ak s lomené, pfedpoklddejme
ze q,, které se rovnd m -+ ng 4+ s (m — p), mize sic nabyvati
riznych hodnot, av8ak ze ddvd pro s &islo celistvé.

Provedenim s transformaci lze tedy tuto rovnici pievésti
na tvar (18) a integrovati.

Podobné vieobecndji differencidlni vyrazy y’ + ay,-y" +
by' + cy za sebou uzity ddvaji vyraz y"" + ay” + (24" +.
b+ o)y + (a" + ab + ac) y. Pokldddme-li funkee b, ¢ za
pfedem dané, avSak tak zvolené, ze mizeme nalézti integral J
rovnice y" + by’ + cy = 0, mizeme danou rovmici (17) psdt
ve tvaru -
v+ ay” + (2a' + b+ ¢ —h) y'+ (" +ab+ ac — k) y=0.

Plati-li soutasné h = 0, k = 0, zni feSeni rovnice (17)

y = e_f“d‘.,/Jc“ﬁd' dz + ce™/**,
Je-li » 30, k=0, piSme (17) ve formé
Yyt e —hy —ky =0y =y + ay;
eliminaci y obdrzime rovnici transformovanou

!/'"1 +ay'+ @, +b+ec—h) ¥ + (a",
+ a,b+ ac—k)y, =0,
pki ¢emZ daldi postup jest jako diive.

Zevieobecnéni pro rovnici fddu »-ho (event. n = 3) jest
samoziejmé.
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Pro b == O resp. 8 =0, ¢ =0 obdrzime patrné uvaby
v odstavei 7. a 8.

10. Kaskddni transformace jest pro rovnice linedrni cha-
rakteristickd. Pro rovnice jiného druhu nevede k cili.

Ztstaneme-li pouze u rovnic fddu 2ho, dkony #' + a.y” +
a4 Fay v+ ey + ... + oy (kde mocnitelé
na rozdil od pfedeslého maji obvykly svij vyznam) davaji diffe-
rencidlni vyraz " 4+ ...+ (a'; + a,2,) y, jehoz nékteré koef-
ficienty vSak hovi jistym podminkdm. Predpoklddejme, %e pod-
minky tyto jsou splnény aZz na posledni koefficient, kterému pak
miZeme dati tvar o', + a,0; — h. _

Ukazuje se pak, Ze provedeme-li transformaci dle pfedeslého,
obdrzime rovnici, kterd mé tvar rovnice pivodni, aviak A, = h;
je-li tedy 2 3=0, pro kazdé s jest h; 9= 0. Provedeme-li pak
transformaci dvakrat za sebou, rovnice vznikld obdrzi se z pl-

Y
h

K vili kratkosti uvazujme pouze tdkony y' - ay® -+ by,
y' + ay, které davaji viraz "' + Qay +0+ )y’ + (@' + ae)
yr 4+ (W 4 ba) y.

Piipad v8eobecny nevyzaduje nez del$ifho psani.

Dané rovnici

y'+ Ay + By + Cy*+ Dy =0 (20)
moznd tedy ddti tvar
ity —hy =0,y =y + ay* + by;
eliminaci y obdrzfme prvni rovmici transformovanou
¥+ Eyi+ (4y + B)y', + Cy* + Dy =0, (21)

jejiz levou stranu moznd si mysliti az na posledni koefficient se-
stavenu z udkoni

vodnf téz substituci y —

Y+ ey ¥+ ay® 4 by,

%
kde o =aq, a, =

by =b— —.

“
h’ h

Tyto tkony dévaji totiz differencidlni vyraz
y”_"]L @y + Qa0+ b, + @) ¥y + a,03y® + (/s + @.by) y.
Koefficient D, lisf se od o', 4+ &b, 0 h, = h.
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Transformujme znovu, pidme tedy (21) ve tvaru
Yo+ oy + by —hy, =0, y, =y, + ey,
vylout¢enim y vznikne drubéd transformovana rovnice

Yy + (Ay, + Bo) ¥y + Coy; + Doy, = 05 (22)
az na posledni koefficient liSfci se téz o %2 moznd jeji levou
stranu sestaviti z tkond ¥’ + a,9* + by. ¥’ 4 oy, kde
k' n

= - -

a
az—‘]‘l“’ [’2—1)_77 €y — 5

Dosadme nyni do (20) za y hodnotu zy. Vznikne trans-
formovand rovnice téhoZ tvaru; propoéteme-li pfislu$né hodnoty
Z’

z'
— @+ P tedy

pro a, b, «, obdrzime pro né resp. az. b + 5

pro z :% tytéz obnosy jako v rovnici (22), rovnice ty jsou

tedy totoZné.
Tyto dvé transformace, kaskddni a substituce zy pro y,
u nelinedrnych rovnic se ztotoziiujf, ~ se jimi neméni.

0 kampyle Fudoxové.
Napsal V. Jerabek.

Jest zndmo, 7e kampyla Eudoxova jest zvla§tnim p¥ipadem
ktivky, kterou Tortolini definoval takto!):
Bud ddna kuZelosetka K (obr.) (ellipsa nebo hyperbola).
V kterémkoli bodé p kuZelosetky K sestrojend tetna proting
osu hlavni o,a v bodé n,, jimz vedend rovnobézka s vedlejsi
poloosou o0,b sete spojnici o,p v bod& m,, jehoz geom. mistem
je ktivka M, majici rovnici
x2 y‘l _ %’4
T g
jsou-li osy kuzelosetky osami soufadnic. Pro ellipsu v této rov-
nici plati znaménko hoiejsi -+ a pro hyperbolu ‘dolni —, Pte-

1) Dr. G. Loria- Schiitte, Spezielle allgebraische und transcendente
ebene Kurven, Leipzig, B. G. Teubner 1902, str. 320.
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