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Sjednoti-li se kone¢né ktivka A’ s kiivkou O, nastoupf
na misto tuseku tvoeného normédlou kiivky A’ v bodé o’ na
normdle k¥ivky O v bodé o, polomér ktivosti kiivky O v bodé o.

Y odst. ) a g) jsou obsaZeny také piipady ¢ =0 a @ =180°,

0 Lehmusové véte.

Napsal

Ant. Jefabek, professor v Klatovech.

V trojithelniku ABC, jehoZ hly A a B rozpoluji se pric-
kami (AD — BE) rovnymi, jsow protjsi témto whlim strany AC
a BC sob¢ rovny.

Predpokladajice vztahy dokdzané v XIII. roéniku casopisu
math. str. 133:

@ CE: CD = OA: OB,

kdeZ O zna¢i priisek obou piicek,
(I CE (BC -+ AB) = CD (AC -+ AB),
(I11) AD?=AC.AB—CD.CB,

hodlame doplniti fadu dikazl jiz uveiejnénych.

Vyloudeny-li vzorce trigonometrické, v nichZ skryto celé
 mnoZstvi obratd algebraickych, vyzaduje poucka tato ditkazu dosti
slozitého, coZz tim se vysvétluje, Ze ¢lanky Tetézu rozborného,
kterym dikaz se hledd, bez piibranych odjinud vét v postup
obrdceny vpraviti nelze. Aby totiz Fetéz dsudk obrdcen byti
mohl, t¥eba jest ndvéstf takovych, které se mohou obrititi prosté;
aby pak sprdvnost obratu jejich ziejma byla, jest ji zvlaStnim
diikazem odfivodniti a tim hlavnd litka dikazu se rozhojiiuje.
ProtoZe pak pomiicky algebraické nejspiSe se hodi k obracovini
navést{ a nejpohodlnéji vedou k cili, toZ patrno, pro¢ vzorce
trigonometrické zde ilohu valné usnadiiuji; spolu ziejmo, Ze
dikazu vyhledati tim sndze, ¢im vétsi algebfe do ného dovoluje
se pristup. — Vhodnym dokladem toho, co povédéno, jest staf
dtkazu 4. (roé. XIIL).

Rozborny tusudek, jimz dikaz ten byl nalezen, sklddd se
vlastné z ndvéstf: '
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a)*) V rovnorameném trojithelniku jsou konce pricek, které
rozpolugé 4hly pi¥ podstavé, mna piimee s podstavou rovnobéZné.

b) Jsou-li konce pricek, které rozpolujé hly pi podstavé
trojithelnika, na primce s podstavou rovnobéZné, jsou pricky ty
s0bé rovné.

Ackoliv zdvér téchto ndvésti bezprostfedné v mysl se vtird,
bylo pfec ldtku rozvésti oklikou naznacenou, aby mohl byti
oddvodnén obrat:

b Jsou-li pricky AD a BE, které rozpoluji «hly trojihel-
nika ABC, sobé rovny, jest ED || AB;

a') jelli ED|| AB, jest BC =AC:
tedy jest BC = AC, jeli AD = BE.

(Na témz zdkladé spolivd také dikaz III. v pozndmce niZe
uvedeny.) Véta &) vyZadovala dosti sloZitého diikazu nep¥imého,
coZ nejlépe z toho vysvitd, Ze i celek (dik. 4.) nabyl rdzu di-
kazu nepffmého, ac¢ dokazovana toliko nemoznost poptreného
diivodu, nikoliv v8ak poprené polozky.

Diikaz, jenz dovozuje nemoznost protikladu polozky, bylo
by as vésti splisobem timto:

I. Opisme kruh kolem A ABC a prodluzme piicky AD
a BE do L a J (obr. 13.).

Kdyby nebylo AC = BC, bylo by AC <<BC nebo AC > BC.
Dejme tomu, %e AC<CBC, pak jest i ITA>3IIB a odtud
BD > AE, protoZe potom v A ADB a A AEB dvé strany jsou
stejné a dhly jimi seviené nerovné; i jest téz

DB:DA >EA :EB.
Protoze vSak DB:DA=DL:DC
a EA:EB=EJ:EC,
jest také DL:DC>EJ: EC. (D)

OpiSeme-li kolem A ACD a BCE kruly, jsou stejné, pro-
toZe nad stejnymi tetivami AD = BE ¢nf stejny hel obvodovy

AC_CD BC __CE CD CE
* o e e U DY Y — —
) Dikaz o) 35 = Fps X8 = AR’ DB —AE
AC__CE. .. _ .
_@ = ¢ili AC.CD = BC.CE. ProtoZe pak
C0?=AC.CD—O0A.0D=BC.CE—O0B.OE,
jest  téz OA .OD —=OB. OE. Zirovei pak OA.OE —= 0B.0D
(AABO ~ ADEO) a tely 0A=0B, OD =O0E; odkud seétenfm
AD = BE.

proto a tedy ED || AB.

Diikaz 1):
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C; i jest tedy v stejnych kruzich tetiva CD>>CE, protoZe
k vétstm hlém obvodovym, jsou-li ostré, piisluSi vetsf tetivy.
Potom ale z nerovnych pomérii (1) plyne, Z¢ DL>EJ
a odtud, e AL>>BJ. ProtoZe spolu AC <<BC, jest pomér
AC: AL mens$f nez BC:BJ a tedy AD:AB<<BE:AB
(A ADB ~ A ALC; A AEB ~ ABJIC), z ¢ehoz by AD <BE
vyplyvalo, coz se pfiéf podmince. Podobné by vychdzelo, Ze by
AD > BE bylo, kdyby zase AC > BC bylo.

Jest tudiz AC = BC, coZ se mélo dokdzati.—

Nebude snad od mista, budeme-li poucce Lehmusové i po
té strance vénovati pozornosf, abychom vyzkoumali, da-li se pri
ni uZiti logické véty Hauberovy, kterd pii tak zvanych obrice-
nych vétich dobré kondvd sluzby. Véty Hauberovy lze upotie-
biti vidy tenkrat, kdyz byla poucka obrdcend dovozena s celym
pésmem vét sdruzenych, jejichZ podminky a vyroky s podminkou
a vyrokem jejfm tvo¥f tplnou fadu protiv. Poohledneme-li se po
vhodnych vétich sdruZenych s vétou obracenou, shleddvame pod-
minky jejich nejpfiméfenéjsf: I. AC <<BC, II. AC> BC,
1. AC=BC.

V obecném pifpadé nenf zdavislost pricek AD a BE na
strandch AC a BC tak jednoduchd, aby v rdmec tii vét s témi
podminkami siati se dala; bylo by tedy zpytovati, kterak jest
rozcleniti prfpady zvlastnf, aby cile se doslo.

Bedlivéjsf ptihled k véci uéi, Ze predem ve ptipadé

a), kdyz LA a 3B jsou oba ostré a pricky AD a BE
vétst jsou mef strana ADB, jest latka dikazu schopna tpravy, jak
ji Zada véta Hauberova. Pak totiz platf:

1. Je-li AC <<BC, jest AD < BE.

Diikaz. (Obr. 14.). Protind-li kruh opsany nad primérem
AB ramena AC a BC v bodech F a G, pficky AD aBEvM a N
a ucinfme-li arc NF — arc AF’, arc MG = arc BG’, jest

A ADG ~ A ABG” a A BEF ~ BAF,
odkud vysvitd, Ze =~ AD:AB=AG:AG @)
a BE: AB =BF : BF. ®
Protoze AD > AB, jest 3XB>3ZADB a protoZe ITA>IB

i 3ZADB>3Z AEB; nebot 3IADB = C—{—% a TAEB= C—[—%;
jest tedy 3T AEB <<3ZADB <<3XB <R. Ponévadz k vétifm Gihlim
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obvodovym, jsou-li ostré, pifsluSf v témZ kruhu vétsf tetivy, jest
AG <BF. Z téhoz divodu AG'>BF’, nebof 3T ABG’ > X BAF,
protoZze JTABG’ =3 ADB a IIBAF — 3ZAEB. Podle toho
AG: AG’ <BF:BF’ a vzhledem k (1) a (2) AD <<BE, coZ bylo
dokdzati. Podobné vyplyva:

2. Je-lt AC> BC, jest AD > BE.

Pridruzime-li k 1. a 2. vétu, kterou ¢tendf snadno dokéze:

3. Je-li AC=BC, jest AD = BE,
maime celé pdsmo vét, jichz podminky a vyroky tvoif fadu protiv
uplnou i miZeme poklddati za dokdzanou vétu:

V A ABC, jehof dva ostré dhly IZA a ICB rozpoluji se
prickami rovnymi (AD = BE) vsak vétsimi nef strana AB, jsou
ramena AC a BC sobé rovnd.

Aby byla poucka Lehmusova dokizédna v celém svém roz-
sahu, bylo by predevSim doplniti ditkaz i v tom pffpadé,

b) kdyZ? AD — AB = BE, kde piffhledem k thlu AOB
snadné se dokdZe, i v onom,

¢) kdyz AD a BE jsou mensi neZ AB, p¥i CemZ by pted-
pokldddny byly I A a I B ostré; koneéné pak zbyvalo by, aby
dokdzdno bylo,

d) %e rovné pricky AD a BE wylutwji trojithelnik, v ném#
jeden z rozpélenych Ghlé jest pravy nebo tupy.*)

ProtoZe jiz ve piipadé c) nelze uifti poucky Hauberovy,
vysvitd, Ze by nebyl dikaz obecné poucky ve vSem stejného rdzu;
ostatné by dikaz ¢) vyzadoval tychZ divodii jako poucka obecnd.
Patrné nehodf se pro latku tuto forma logickd Hauberova.

II. Dékaz. Oznatme IZA = 2, ITB =28, 3T C = 2y.

Stizneme-li CB’ = CA (obr. 15.) na rameni CB, jest

DB =AC—CD a 3{ABD =e-}f=3IBOD;

*) Je-li LA =R, dluZno rozezndvati dva piipady bud o): J]ADB =R,
pak BE= AB>AD; nebo £): JTADB<TR; v pfipadé §) nutno
souditi takto: Kdyby AD —BE bylo, bylo by AB <C AG, (AG_] BC),
protoze 3 AEB << JTADB (v trojthelnicich s rovnou podponou AEB
a DAG), coZ byti nemdZe.

Tytéz p¥ipady plati i kdyzZ JC A > R; dikaz vede se zrovna tak,
jen v piipadé 8) dluZno spustiti BK kolmo na prodlouzenoun stranu CA
i vyplyvé pak, kdyby AD=DE, Ze BK<{AG (v ABEK a A AGD),
coZ byti nemiiZe; nebot BK=> AG, protoZze JCBAK > J{ ABG (v pra-
vouhlych trojihelnicich ABK a ABG).
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tedy A ADDB” ~ A BDO, odkud (AC — CD): AD = 0D : DB.

Podohné téz DE: (BC— CE) = AE: OFE.
Protoze 2 0OBD =3Z0DBA, OD:DB=0A:AB
a JZ OAE =32 OAB, AE:OE = AB: OB.
Kroni¢ toho dle (I) CD:CE = 0B : OA.

Znésobime-li stejnolehlé cleny téchto umér, vyplyne
AC.CD —CD?*=BC.CE — CE>
Odecteme-li rovnici tuto od (II) a pricteme-li stejninu
CD.CE = CD . CE, obdrZfme
CE (AB+- CE -+ CD) = CD (AB +- CE -+ CD)
a tedy CE = CD; kone¢né podle (II) AC = BC.
II. Diikaz. Spojime-li C s priisekem obou ptic¢ck O, bude
BC:CE =0B:0E;
CD:AC=0D: OA.

Zndsobime-li obé tyto uméry se zétvercovanou (I), ob-
drzime BC.CE:AC.CD = O0A.OD:0B.OE*), z niz scétenfm
ptednich a zadnich élentt plyne:
(OA.0OD+BC.CE):(0B.OE4-AC.CD)=0A.OD:0B.OE. (1)

Vyjaditme-li CO? podle (III), jest

AC.CD—OA.OD=DBC.CE—O0B.OE
a také OA.OD+BC.CE=0B.OE+4 AC.CD.
Vlozime-li vysledek tento do (1), vyplyne, Ze OA.OD = OB. OE*¥)
¢ili, Ze body A, B, D, E na témZ kruhu se nalezaji; potom ale
piislugné obvodové uhly nad rovnymi tétivami (AD = BE) se
rovnaji t. j. 3T BAE = 3JABD a AC =BC. — Pro¢ nemohou
doplhovati se 3T BAE a JTABD na thel pifmy?

1V. Dikaz. Pletneme-li prodlouzené pticky AD a BE
vztazmo délkami CF = CD, CG = CE, bude

AD:AB=AF:AC (A ADB ~ A AYC)
a BE:AB=BG:BC (A ABE ~ A BGC),
odkud AF :BG = AC: BC. D

*) ﬁméry této nabudeme také ndsobenim:
CE’: AC=0D:0B (A CE'A ~ A OBD obr. 11, rod. XIIL) a
BC:CD' = 0A : OE (A CD'B ~ A OAE).
**) Z améry (1) vyplyvd té% AC.CD=BC.CE ¢&ili AC:BC=CE:CD.
odkud zase DE || AB, pak ale rovnoramenny A ADE = A BED
a I a=y P, z éehoz ILA=I.B a AC=BC.
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Protoze body D a I lezf na kruhu opsaném kolem C, jest
AD . AF = (AC+-CD) (AC — CD).
Podobné
BE . BG = (BC - CE) (BC — CE).
Z obou téchto umér se zfetelem ku (1):
AC:BC = (AC+CD)(AC—CD): (BC- CE) (BC —CE). (2)
Spustime-li z priseku obou pticek O délku OK _| BC
a OL _| AC, jest OL = OK (A OLC == A OKC) a proto
A ACO 4+ A COD = A ADC =3 OL (AC - CD);
A BOC+ A COE = A BEC =} OL (BC +- CE).
Uvedeme-li do poméru, jest
A ADC: A BEC = (AC+-CD) : (BC - CE).
Protoze ale A ADC a A BEC maji spolecny thel vrcho-
lovy C, platf o nich téZ:
AADC: ABEC=AC.CD:BC.CE,
tudfz AC.CD:BC.CE=(AC+CD): (BC+CE). (3)
Délime-li stejnolehlé cleny umér (2) a (3), jest opét jako
v dikaze IL.
CD:CE = (BC— CE): (AC —CD).
V. Dikaz. 7 tméry (3) dikazu IV. vyplyvd:

o T ac =k T 5o
N‘cisobl’me ]i vyrazem (CE -} CD), nabudeme
CE + CDh_CD , CE + CD
CD + —CE + )
Z iméry (2) tehoa sgg(lnc obdrzime L
BC.AC?+AC.CE*=AC.BC*+} BC. CD ®)
Délime-li (b) na CE, CD a pﬁéteme li CE—-CD bude
AC. Bc CE —{— CD
A¢ (o50p +50 u) s
AC . BC CE —{— CD

=50 (3505 +op T 5o )
odkud podle (a) AC =BC.

Prehlédneme-li dikazy uvedené, shleddme, Ze dfivody jen
geometrickymi vystailo se toliko v dikaze nepifmém a Ze
v piimych dikazech algebra nezbytnou byla pomickou. — Patrné
tedy povahou svou odkazuje poucka k diikazu nepffmému!

(@)
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