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Lodu M, vrcholu to pravého uhlu AMH, jehoé ramena pev-
nyme body A, H prochdzeji, je kruénice o priméru AH.

Analogické kruznice lze obdrZeti, které maji hotejsi aseky
dalgich dvou vysek trojihelnifka za priméry.

Poznamky k theorii kuZelosecek.

II.

KuZelose¢ky rovnobéiniku vepsané.
Napsal Rudolf Hrusa.

1. Budiz dén kosodélnik o strandch 2w, 2v. Zvolme stfed
kosodélniku za poéitek kosoihlé soustavy a stfedni pfitky za
osy soufadné. Strany kosodélniku dény jsou rovnicemi:

zFu=0 yFxov=0;
jaké jest geom. misto vSech ohnisek kuZeloselek vepsanych?

Otdzku tu zodpovédél Lippmann v Nouvelles Annales (t.
VI, 2¢ série) roku 1867 pro &tyfGhelnfk obecny. Geometrické
misto ohnisek jest kfivka 3. stupné. D4-li se Cétyfihelniku ve-
psati kruh, md kiivka zminénd ve stfedu téhoz kruhu bod
dvojny. Dikaz provedl tyz mathematik vychdzeje od véty, Ze
soutin vzddlenosti obou ohnisek od teiny kuZelosetky rovnd se
dvojmoci malé poloosy. (B. Niewenglowski, Cours de géometrie
analytique, tome II. p. 243.) D4 se otekdvati, Ze u rovnobézniku
se tato. kiivka degeneruje. (Niewenglowski, Tome II, p. 251,
exercices 24.)

V dalsich vyvodech pfidrzime se methody M. G. Lipp-
manna. Oznatme vzddlenosti ohniska f (z, y) od stran kosodél-
niku: m, n, p. g, vzddlenosti ohniska druhého f'(2', y') od stran
téhoz kosodélniku: m', #', p', ¢'. Piimo ndzorem vedeni jsme
k relacim:

m=p, n=4q', p=m, qg=n
Dle svrchu zminéné véty jest patrné:

mp = nq = b2,
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kdez m, n, p, q jsou diny relacemi:
m=—(r — u) sth ©
n=(y—v) sine [o je thel kosodélniku]
p=(x++ u) sinw
g = (y + v) sin w.
Méme tudiZ vztah:
(x— u) (z + w) sin*o = (y — v) (y + v) sin®o.

Rovnice hledaného geometrického mista vSech ohnisek
jest tvaru:

2t — y? = u? — v . 1
Rovnice ta ndlezi hyperbole, kterd prochdzi vSemi vrcholy
kosodélniku. Ponévadz asymptoty jeji jsou pifmky:
A =2z—y=0, d=z+y=0,
které spolu sviraji thel pravy, jest zminéna hyperbola rovno-
ramenna.
2. KuZelose¢ky rovnob&iniku vepsané maji stfed s timto
spoleény a proto jest jejich rovnice tvaru:
K = Ax® 4 2Bxy + Cy* — D = 0;
maji-li se dotykati stran kosodélniku, jest nutné a stalf, by
kvadratické rovnice vzhledem k neznémym y, resp. x:
Au® 4 2Buy + Cy* — D =0,
4x* 4 2Bav + Cv®* — D =0

mély dvojné kotfeny. Vyslovend podminka vede pifmo k témto
relacim :

B? = C (Au®* — D),
B*? = 4 (Cv* — D),
které mizeme pséti ve tvaru:
CD = u? (AC — B?),
AD = ¢* (AC — B?).
Diskriminant AC — B? znatme symbolem 4, nateZ daji
se velitiny 4, B, C, D vyjidtiti parametrem L definovanym
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relaci :
D? D?
L=Z=Z%c—p
a sice takto:
2 2,3 ___ T, 2
A D:%, B:D:Vutz——l—/, C:D:uf. (2)

Rovnici vepsanyech kuZelosetek miiZeme psati ve tvaru
tomto : '

v2a? + 2xy \fuP? — L -+ uy® — L =0. 3)
V této rovnici, kterd formdlné je totoznd s rovmici (@)

v ,Pozndmce IL.“ str. 100, vystupuje jediny neurdity parametr.
Na misté¢ parametru L miZeme zavésti rationdlny parametr 4

rovnici: \u®v? — L = Aur, ¢mZ se rovnice (3) m4lo pozméni
a sice ve tvar:

v2x? + 2xyuvd + wly? — u0® (1 — %) =0, (3a)
1 - A
D=7 BD=—ga =y

1
C:D=—rg — 7y (2)

Osy kuzelosetek jsou koteny rovnice:
X4 — [u® + v 4 24uv cos ] X? + (1 — 4?) u?? sin’ 0 = 0.
Z rovnice té, jejiz kofeny jsou a, b, plyne:
a?b® = (1 — 2% u?? sin® @ = L sin® w;
obsah vepsanych ellips jest ddn formuli:
. nab=n . \IL.sin o

a je tudiz pfimo Gmérny odmocning z parametru 7, ¢ili naopak

parametr L je ve stilém poméru s dvojmoci obsahu piisluiné
ellipsy vepsané.

Vystfednost je ddna rovnici:
et = ut + v* 4+ 2u?0? cos 20 + 4duv (u?® + v?) cos w
+ 44%%02%. ' 6))
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Osy kuzelosetky mizeme vyjadfiti pomoci vystrednosti a
parametru A takto:
o w4+ 0?4 24uw cos o + €*

a® = 5 )

6

P — u? + v* -+ 24uv cos w — €? ©)
- 2

Uzitim relaci (5) a (6) miZeme Fesiti ilohy:

Do daného kosodélniku vepsati kuzeloseiku, zndme-li budto
vystfednost jeji nebo délku nékteré poloosy.

Uvézime-li, Ze wGhlopfi¢ny kosodélnfku jsou dva sdruzené
sméry pro viechny vepsané kuzelosetky, tu miZeme rovnici
Jjejich pfi vhodné volb& os soufadnych psati ve tvaru:

2 2

uy . ,
7 + =% )

Uvedené 1lohy dap se pomoci (7) fe&iti rovnéz tak snadno
jako dtive.
Sméry os ddny v prvém piipadé témito rovnicemi:

P (@ =) g (@ +—“”(—‘——”l)—0

m(b“’—u2+u212)+y(b2+—i—‘ﬂ%——£2)—)=0-

Rovnici (7), zevSeobecnénou pro étyidhelnik obecny A BCD,
najde Ctendf v citovaném dile Niewenglowského (dil I, p. 429)
ve tvaru:

kdez X, Y, Z jsou linedrné trojtleny takové, ze
X=0,Y=0 Z=0,
znalf rovnice dhlopfidek uplného &tyrstranu o vrcholech 4, B,
C, D, a rovnice:
X4+Y+2Z=0 X4+Y—-—2=0, X—Y+Z=0,
X4 Y+ Z=0,
ndlezi strandm téhoz.
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3. Rovnice kuZelosetky, kterd se dotykd vSech stran rovno-
béZniku, pfi CemZ zdroven prochdzi bodem G (xz,, y,), m4 tvar:
v’z + 2uveyl 4+ uly? — u? (1 — 4?) =0. (3a)
Parametr 4 jest stanoven kvadratickou rovniei:
w0l 4 2uvayy, A 4 via? + wly? —utv® = 0. (3h)
Regenfm této rovnice piimo dostaneme tento resultdt:

wld = — ay, = V' —ai) @0 —y3). 3¢)
Tvar kiivky zdvisi na znameni diskriminantu rovnice (3a),
jenz jest tvaru:
4 = Vuv? — u? = u'? (A* — 1)
=@ (y* — ") £ 2y, V® —2]) (0 —33) + 91 (@ — ).
Je-li diskriminant kladny, jest, jak znamo, kfivka hyper-
bola, pfipadu, Ze se annulluje, odpovidé degenerace téze ve
dvé piimky, a zdporny diskriminant piislugi ellipse. P¥ tom
mléky supponujeme realitu parametru i; nutnd i dostatetnd
podminka této reality jest vyjiddfena nerovnosti
(@ — a?) (v — y?) > 0.
Nerovnosti t6 mizeme vyhovéti dvojim zpisobem a to:

1. (w—ax) (w4 2,) >0, @+ y)@—y)=>0,
2. (xl_"“) (:L'1+'u)>0, (.'/1—'”) (?/1+'”)>0'
Drubou podminku spliiuji ony body leZici vné rovnobézniku,

které se nalézaji mezi prodlouZenymi sousednimi stranami jeho.
V tom pi{padé piSme diskriminant ve tvaru:

4= (ac; Vy2 — o2 + y, Vol — u?)’,
z néhoz patrno. Ze jest kladny pro vSechny body spliiujici pod-

minku druhou, a Ze kuZelosetky t&mi body prochdzejicf jsou
vesmés hyperboly.

Body uvnitf rovnobszniku spliuji podminku prvni V tom
pfipad® miZeme diskriminant psiti ve tvaru:
a4=—(z,Vo* =3} +y, Vu¥—2})",
z tehoZz patrno, Ze jest zdporny, pokud je splnéna podminka
prvéd. — ‘
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Tedy mizeme vysloviti tento vyrok: Body uvnitt rovno-
bézniku lezicimi prochédzeji redlné ellipsy; body, lezicimi v pro-
dlouzenych tihlech, prochdzeji dvé hyperboly; body, leZicimi v pé-
sech omezenych protéj§imi stranami rovnobézniku, neprochdzi
z4dnd redlnd kuZzeloselka.

4. Zajimavy a jednoduchy vyraz obdrzi se pro uhel kuZe-
losetek, které se v bodé G protinaji. Pro tangentu tohoto dhlu
mdme v soustavé kosotdhlé formuli:

typ = (4,— 4))sin ©
14+ 4,4, 4+ (4, + 4,)cos0 ’
kdez znalf A,, A, smérnice obou teéen v bodé G.

Jsou-li 2, 2’ kofeny rovnice (3b), jest patrné:

4 = v, + uvdy, A =_0" %, + wod'y,

b u’y, + wviz,’ 2T wly, Fuvdle,”

Postupné dile obdrzime:

(h — 4) (uys — v%?)
(u?y, + uvdw,) (u®y, + wuvd'z,)
14 4,4, =
vie} + wlyl + woryy, (0® + v%) (A4 ) 4 w0 (@) + y7) A4
(uty, + wvdax,) (u*y, + wvd'z,)
A+ 4, =
2utiry, + (v + w?yl) (A 4 l’) wv + 2uvty, N.’
%y, + wvdw,) 'y, + uvd'z,)
Do téch formulf dluzno za 4 — A', 4+ A', 14’ zavésti
‘hodnoty plynouci z rovnice (3b) ve tvaru:
wo (A 4+ ) = — 2,9,
wo (A — ') = 2V(§2 — %) (@} —u?),
u2Al = v + uly? — u?,
naéez oberime, 76 A, + 4, =0 a dale postupné :
tgp—
+ 2 (%2 — uty?) V(@ — u?) (12 — v9)
ade] + uly? + (x5 + y3) (V2] + uty} —ut?) — 22}y} (w4 ”2)
X sin o,
+ 2 (,vle —u y:) V(w1 — u?) (y:l — v?)

MO = ) W — o = + )

A4, — 4, =

s$in @.
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V piipadé, Ze jest dvojélen: u*y? — v%x? roven nulle, leif
bod G na udblopfi¢né rovnobéziniku, jedna z kuzelosetek se de-
generuje. Vyloutime-li ten pfipad, mdme pro tdhel kuZelosetek
formuli:

tg g =2 V(”l_“ “) (g: 5 ") sin w. ®)

Rovniei tu miZzeme uvésti ve tvar:

v — 2 u® — 22
2sin w cotg @ = \/u - \/uﬂ w‘z . (8*)

2 __ 2 __
u? — v? — g3

Geometrické misto vSech bodii, v nichz se vepsané kuze-
losetky protinaji v dhlu stdlém ¢. obdrZime, kdyZ ve formuli
(8) vynechdme indexy, pf¥ice x, y misto =, . Na prvni po-
hled se zdd, Zze tu mdme pied sebou kiivku &Etvrtého stupné.
ale zevrubnym vySetfovdnim pfichdzime k poznédni, Ze se kiivka
rozpadd ve dvé kuzelosetky.

Rovnici (8*) mizeme Feiti dle prom&nné £ stanovené
rovnici :

xs-_._ v_"" 1’/1
u? — x?’

timz dostaneme:

& = sin o cotg ¢ + \/sin’o cotg®p + 1;
rovnice hledanych kuZzelosedek jsou tvaru:
2?8 — y? = u?g — v?,
2?82 — y? = wkl — 07 9
&, = sin ® cotg ¢ 4 \sin® @ cotg® ¢ + 1,
, = sin o cotg p— \sin® o cotg® @ + 1.

Pro ¢ = 909, Jest & = §, =1, a rovnice obou kuzelo-
setek jsou tvaru jednodudfho a sice:
Cx? — gyt = u? — vl
Ta rovnice viak odpovidd oné hyperbole H, kterd obsahuje
vSechna ohniska vepsanjch kuZelosetek.

Miizeme vysloviti tyto dvé poutky: .

»Geometrické misto v3ech bodd, ve kterych se protinaji
kuZzeloselky ve stdlém dhlu ¢, jsou dvé hyperboly prochézejict
vrcholy rovnobézniku.«
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,Geometrické misto viech ohnisek vepsanych kuZelosetek
do rovmobé&zniku jest rovnoramennd hyperbola H; asymptoty
této hyperboly maji od stran rovnobéznfku stejné odchylky. Ve
vSech bodech této hyperboly protinaji se kuZeloseiky vepsané
v thlu pravém.“

5. V pifpadé, Ze se jednd o ityrihelnik obecny, je uva-
zované geometrické misto kiivka vy¥stho stupné nez &tvrtého
(po pfipadé aZ stupné desdtého). Jednd-li se o deltoid, skldda
se hledané geometrické misto z kiivky Ctvrtého stupné a z osy
soumeérnosti deltoidu. -

Jeli dany rovnobéinik kosottverec, zjednodu§i se dosud
uvedené formule, do kterjch nutno vloziti viude

v == u.

Geometrické misto v8ech bodd, jimiZz prochdzejici kuZelo-

sedky se protfnaji v dhlu ¢, jsou hyperboly, jejichZto rovmice
jsou tvaru:

o — By = (- 8,
a? — &y =u’ (1 — &),
kdez £, & mé tyz vyznam jako difve. Pro ten piipad, Ze
@ = 90° splynou obé& hyperboly a degeneruji se ve dvojici
piimek danou rovnici:
. 2?2 — 3/2 — 0’

a jsou tudiZ totozny s dhlop¥itnami kosottverce. VSechny ku-
zelosetky vepsané do kosoltverce protinaji ihlopficny tohoto
v tGhlu pravém.

Formule (6) nabyvaji pro kosoétverec tohoto tvaru:
e = 2u® (4 + cos w) ‘
a®>=u*(1 4 4 (1 + cos w) (6*)
b2=u® (1. — 4) (1 — cos w).

Z formulf dosavadnich plynou té# diive odvozené formule
pro ten piipad, Ze rovnobéznik je obdélnfkem nebo Etvercem.
(Poznadmky k theorii kuZelosetek II., str. 98, 99.)
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