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0 integrovani racionalnych differenciali.
Napsal
Ed. Weyr.

Je znamo, kterak se integruje o (z)dx, znali-li ¢ ()
funkei raciondlnou. Integril takovy se obecné sklada z casti
transcendentni (logarithmi neb funkef cyklometrickych) a z casti
algebraické (opét raciondlné funkce). Hermite ukizal ve svém
vytetném Cours d’Analyse de UEcole polytechnique, Ze lze onu
algebraickou &dst vidy vycisliti, aniZ by bylo tFeba zndti korfenové
JSaktory jmenovatele ve vijrazu @ (x); kdezto dosavadni methoda
rozkladu na ¢dstecné zlomky ptedpoklddala, Ze jsou ony faktory
znamy. Stanoveni transcendentni ¢isti integralu arci nelze ve
tvaru zakonCeném provésti, pokud ony faktory nezndme. Od-
déleni I. této kratitké price podavd onu methodu Hermite-ovu,
v odd. IL. pak ukazuji, kterak lze stanoviti integrdl obecného
raciondlného differencidlu pomoci posloupné redukce, jsou-li
zndmy linedrné faktory jmenovatele.

1. Vyéisleni algebraické &dsti obsaZené v integrdlu raciondl-
ného differencidlu.

1. Déna-li raciondlnd lomend funkce proménné = a je-li
Citatel téhoZ stupné jako jmenovatel aneb stupné vysstho, tu
1ze pouhou divisi rozloziti danou funkci na ¢dst celistvou a na
funkei ryze lomenou, t. j. takovou, jejiZ jmenovatel jest stupné
vysstho neZli citatel. Stalf tedy, obmezime-li se a budeme-li
uvazovati jen funkce ryze lomené. Znaéi-li F (x) Citatel, f(x)
jmenovatel ryze lomené funkce, a mame-li obecné

f@) =@ —a)tr(®—b)f+1 ... (@ — ),
tu obdriime rozkladem na éésteéné zlomky
F) _ A
f®  x—a +(w——a)2+ +(:v—-a)‘¥+1

+525 +(m b)2+ +(ac-—b)ﬂ+1

- .L .
+ —1 +(a: l)"+ -+ & (a:——-l)l-}-l

aneb strucnéji

10*
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F(x) _ A,
f) — w— a T2 (a: o T2 — a1’
kdez znameni X mi vyznam prlmo patrny.
. Integrovanfm méame

F (z) LA
-/f( 2) de = ZA log (x — a) — L'(a;——-a)
A, 1 o A,
@—aF T w T(@—a

Prvni soudet na pravé strané jest transcendentni cdsti
.integralu, dal3f souéty tvori cast algebraickou. Kterak lze tuto
cast stanoviti, aniZ zndme koi"eny a, b, ..., I, to ukdZeme dle
Hermite-a.

2. M4-li jmenovatel f(x) jen jednoduché faktory, t. j.
mime-li e =f... =1 =0, tu z rozkladu na parciilné zlomky

y F (= . . oy s ,
patrno, Ze f ( ) dx jest transcendentni, totiz Ze se rovni

P (x)
Alog (@ -—a)+ Blog (x —b)+ ...+ Llog (x —1),
a Ze tedy hledand algebraickd ¢dst se tu rovnd nulle.
Obsahuje-li f (x) faktory mnohondsobné, tu lze f(z) pou-
hymi divisemi uvésti na tvar*)
f (m) Nn+1 prt1 Qq-l—l . S'+l,
v némZ N, P, ... S znaci polynomy obsahujici jen jednoduché
a naskrz rtzné faktory, t. j. jsou to takové polynomy, Ze
rovnice
NPQ ... S=0
mé pouze jednoduché kofeny. Nyni rozloZme lomenou funkci
}F‘,‘ ((:)) na funkce lomené tvaru jednoduééiho, kladouce
F@) _ N,
f(@) — NwH + Pp+1 + Qq+1 RakEti oy =y S~’+1 ;

zde znacéf N, P, ... 8, celistvé polynomy, jeZ snadno vycislime
nésledujfeim splisobem.

~ Méme-li dvé celistvé funkce U a V, jez nemaji spolecného
algebraického délitele (jsou algebraicky nesoudélné), tu lze vidy

*) V. Serret, Cours d’ Algeébre supérieure, t. I. art. 49. a 50.
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pouhymi divisemi ustanoviti dvé jiné celistvé funkce A a B,
které vyhovuji rovnici*)

AV4BU=1.
Ucinivse
U =Nnrt1; V= Prt1 Qet1 Se+1,
méime
1 _ 1 _AV+4BU _ A B
f@ — UV — UV = Nnit + priQett, S
a tedy

F) _ N, BF (x) .
fl@ — Nﬂ+1 + Prt1 Qet1 | Sst+1?
pisice N, misto soudinu AF (z). ‘
Operujeme-li se zlomkem
BF (x)
Prt1 Qq+1 .S
tym7 spltsobem, rozloZime jej na lomenou funkei o jmenovateli
Prt1l a na jinou o jmenovateli Qat!...S**+., Pokradujice touto
cestou, obdrzime konecné
F(x N,
f((m)) - Nn+1 + pp+1 +oot Sv+1 ’

a tedy preveden integral daného differencidlu formuli

f;((:cc))d _‘/‘N"J(;1 dw+fP T det.. +/ g de

na integrily rdzu N
J i da,

o kterém nyni pojednime.
3. Chtéjice redukovati

f Tq"lg-?? dx
na integral tvaru jednoduééiho, poloZme
N, d Vv,

_ﬁﬂ.o'f + dac N" ) (1)
kdez N, a V, znac¢i celistvé funkce, které ihned vy¢islime. Pro-
vedeme-li naznaCenou derivaci, obdrzime

No=N+ V) N—=V,N". )]

*) V. Serret, Cours d’ Algdbre supérieure, t. I. art. 48.; ostatnd pro-
védim v uvedenych dvou piikladech do podrobna vyéislenf funkcf A a B.
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Celistvd funkce N neobsahovala mnohondsobnych faktord
kofenovych, je tudfZ se svou derivaci N’ nesoudélnou, a z toho
diivodu lze zndmou cestou stanoviti dva polynomy A a B, ta-
kové, Ze

1= BN — AN".
NésobivSe rovnici tuto vyrazem N,, méime
N, = BN, N — AN, N*;
aneb, znaci-li K lkbovolng polynom a uzijeme-li obratu zndmého
z rovnic neuréitych prvnfho stupné —
No = (BN, — NK) N — (AN, — NK) N.
Porovndme-li tuto rovnici s podminkou (2), patrné této
vyhovime, kladouce
nV, = AN, — NK; N, 4V, = BN, — N‘K.
Méme tedy hledané polynomy N, a V, z formuli
n YV, = AN, —NK; @)
N, =BN,—NK-V,.

S vyrazem I?: operujme nynf zrovna tak, jako jsme uci-

nili s NN Tedy poloZme na novo

N N, a Vv,

_N';} = N»—1 + dx N»—1 ’ (4)
kdeZ polynomy N, a V, stanoveny formulemi ‘

(n— 1)V, = AN, — NK,; ‘ ®)
N,=BN, —NXK, —V,;

K, zde znalf opét polynom zcela libovolny. Pokracujeme-li
takto, obdrZime celkem tuto fadu rovnic:

N, _ i v,

Fr=

N da Vv
_Nl.:“'-:_uf‘f‘l'j;N—niT,

N, d V, (@)

Nn—l - Nn—2 + dz Nn—z 4
Nn—l _;_ d Vn—l
N T N +& de N °
Zéaroven jsou polynomy N, ...N, a V,... V., stanoveny
formulemi
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nV,=AN, —NK , N, =BN, —NK —V,;
(n—1)V, = AN, —NK,, N,=BN, —NK, —V';
(n———2)V — AN, —NK,, N,=BN,—NK,—V': (f)

V,._I = AN,,_1 — NK,._.l, No=BN,1—NK, — V..

V nich znaéi K, K, ... Ks—1 zcela libovolné polynomy,
Seéteme 1i nyni viecky fmmule (oc), mame
N n.—
=t (B g e ),
proceZ integrujice

N N.. AY V,N -} V,N? V- N"—1
fﬁdm:f_ﬁdx+ o+1+ + + 1

N=»
Postardme-li se vhodnou volbou libovolnych dosud poly-
nomi K, K, ... Ku—y 0 to, aby vyrazy V,, ... Vu—1 dané

formulemi (8) byly stupné niZ$tho nei je N, tu bude v pted-
posledni formuli hodnota v zivorce a tedy taky jeji derivace

funkef ryze lomenou, a tedy se jevi %— co rozdil dvou ryzych

funkef, jest tedy téZ ryzou funkecf. A integral

f%dw

ryze lomené funkce, jej{Z jmenovatel obsahuje jen jednoduché
faktory, jest pouze transcendentnim; a proto uddvd ndm vyraz
Vo + Vi N+ V,N*4... 4 Ny N2
Nn

celou algebraickou ¢dst proponovaného integrilu f ﬁlg_‘;—l dz.

Tot teSeni vytknutého ukolu Hermite-em podané; jiné
feSenf, zaloZené na rozvinut{ v fady, podivi tyZ v citovaném
dile pag. 263 sqq., neni v3ak formalné tak dokonalé jako toto.

4. Uvedme pékny pifklad v citovaném dile poéitany. Méjme
stanoviti algebraickou ¢ést integrdlu

f_ﬁ__

(@®— 1)~ ¢

Zde méime .

f (@) = (@*— 1)1 =Nr+1; N, =1.

Z N=ol—1; N'=2
nalezneme divisf -



130

a tedy

coz-li porovndme s rovnici
1 =BN — AN/,
méme .
A=— 2 , B=—1.
Vezmeme-li ve formulich (B) za libovolné polynomy K,
K, ... naskrze nully, tu se objevi vyrazy V, V, ... stupiid

niz8fch nez N, a sice mime
_ 2n—1
nVo=— 2 Ny =—1 +_ P

_ 2n—1 @
("—1)V1—+T—2—;

o oam—1 m—1 _  (@n—1)@n—3)

B ey e n (2n — 2)
. (@n—1)@2n—3) =
=A== G g 2

N — (2n~l)(2n——'3)+ @n—1)(@n—3) 1
3T T T M (n—2) '2u(@n—2) (n—2) 2
(@n — 1) (2n — 3) (2n —D)
T T Zm@n—2)(2n—4)
@n—1) (2 —3) (2n —5) =
=NV =t e @ —d 2
N _+(2n—1) (2n—3) (2n — B) (20 — 7)
= 2n (2n — 2) (2n — 4) (2n —6)

¢« a2 & o .

a kone¢né a
@nrn—1)(2n—3)...3 =

Vo = (=1 gy @n—2)(2n—4)... 4 2
=(— 1),.’(2"-— 1)(@n~—3)...3.1
2n(@n—2)...4.2
Mﬁme ted?, jelikoi N,'. jest stéld,
21 Vot VN VoN* 4 Voot
f (wz___ 1)n+1 w‘——l N
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t. j.

dx . 1 z—1 v
f(aﬂ_ 1)7:4-1 - Nn -—2—l09 .'L‘+1 + (w2___ 1)" ]
kdeZ citatel V Cdsti algebraické patrné jest vyraz
y—_ o[l _gn—la’=1  @n—DhEn—3) @D
w1 @n—1)(2n—3)..3 ,,_.]
+&D sn@n—9 .4 7]

5. Co novy piiklad uvedu integral

/‘ dx .

(2°+ 5pat +)*’

vycisleni algebraické cdsti jeho je proto zajimavéjsi, ponévadz

je rozkladem na zlomky parcidlné nelze dociliti, nebot rovnice
x®+b5paxt~4¢=0

repraesentuje obecnou rovnici patého stupné *) a tu a]gebxalcky

fesiti nelze. Uciiime tedy

f@=N=ax+56pz*+q; NN=5(@"+4pax®); n=1.
Pak nalezneme divisemi, jeZ jsou tak upraveny, Ze se vyhneme
zlomkdim,

N R .
'N’:Q+'—N’ t. . BN =QN"+5R;
2] ’
‘Ho_sli_Ql+ RlR t.j. —4p*N =5Q,R—5R,;
—‘qaR Rlz

-RT—:Q2+R t.j. —*R=Q, R, +R,.
Zbytek R, jiz neobsahuje a a sice mame
R, =—¢4'p°+9);
Q=2z+p, q==z+4p,
Q, =4p*¢* (@* —4px+16p?).
Provedené divise nim nyn{ bodé,vaji posloupné rovnice

—R, =¢'R+Q,R,,

a dale

t. j.

*) Methodou Tschirnhausenovou lze rédukovati kaZzdou rovnici patého
stupné na tento tvar; v. Serret, Alg. sup. t. L. art, 193.; vydanf 4.
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2N/
¢ @pitg =g+ ALY

=R(g*+Q Q)+ 4p*Q; 5.
=@+ QW+ 2 g ¥
=N@+Q Q) +§[4p2Q2—Q(q3+Q.Q2>]-

To-li porovndme s podminkou

1=BN—AN,
mame
A= Q(*+Q Q) —4p°Q, B— *+QQ
- 5¢°4*p*+9q) ’ P *p+9

Rovnice (B) jsou nyni, polozivie K =0,
Vo=A; NN=B—V/=B—A"
Méme tedy
Sorsro=) st @t F et
(= —i—51fwr‘*+q)2 ‘+5Pw‘+ q x®+5pat+q
Jest tedy

Q(¢*+ Q,Q,) —4p*Q,
5¢° @'p° + 9) (=°* +5pat 4 g

algebraickd ¢4st proponovaného integrélu, a

/‘ B—A
o ta ™
jeho transcendentnf ¢astf.

I1. O integrovdni obecnyjch raciondlnych differencidlss po-
moct posloupné redukce, zndmy-li jsou linedrné faktory jmenovatele.

Jde ndm opét jen o ryze lomené funkce. Nechf obsahuje
jmenovatel vesmés rizné linearné faktory @ 4 a, 24 b,..2 4 I;
tu jde patrné o to, bychom stanovili

J = 2" dx

f@"
f@=@+a@+b)..(z+10)

a kde exponent » jest men3f neZ poCet n linearnjch faktord.
Ucihme

kdez

eta=y, de=dy,
tedy
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_ (y—a)ydy
7= fy(y +8).- G+
kdez
B=b—a,y=c—a,..,A=1—a.
Vymocnfme-li v ¢éitateli, rozlozime pak J ihned na inte-
graly tvaru

a na integral

SroTe

yy+8) .. .y+4

Prvnf z obou se vztahuje k ryze lomené funkci, jejfZ jmeno-
vatel jest pouze stupné » — 1, a tu tedy redukce jiZ provedena,
proceZ stati, pojedndme-li jen o druhém. PoloZzme k vili
strucnosti

f<z+a,)(z+az> Ty P G )y
tedy
f da = (2,4, a Ay —1)-
Gt a) Gt a). . GI an_y)  Trmt M G
Nésobfme-li pod integra¢nim znamenim ¢itatel i jmenovatel
hodnotou z - a,, obdrZime

_ (z+ an) dz
Prt (2,050 o) = f(z—j—al) e (ztan)’
Ucdinivie z 4 a, = y obdri{me

_ Yt o
‘p"—l(z’al""a”"l)—/y(y+a2) T ¥

kdez k vuli strucnosti e znaéi ax — a,. Mame nyn{ na pravé
strané

dy dy
/(y+a=)---(y+an)+a”/y(y+az)-..(y+«n)

t. j.
dz
P, s )+ f e Ty
Tim nalezdme . v
Pno1(2y Byy oov On1) = Pnm1 (B F 0y, Gy — 0y, ... Gi—a))
+ (an—a,) @u (2, a1, ... ay),
a tedy konefné redukénf formuli
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On(z, ay,y Ay, ... Gy) =
1
== ;1”__(; [‘Pn—l (Z Aryee an—l) — Pp—1 (Z—I—al, Qy—Cy g uee a,.—al)],
ve kterou ostatné lze tulohu litery e, pfidéliti kterékoli z liter
Qyy Byy oo Ap—y.
Vytknuté redukce vedou konecné k integrilu

dz
S Fa=tse+a),
a tfm tkol feSen pro piipad, Ze obsahuje jmenovatel jen jedno-
duché faktory.

Necht obsahuje nynf jmenovatel i faktmy mnohondsobné.
Pak jde o 1ntegré,1 tvaru

_ f F (2) dz
/et a)@tah.. 4 a)t
Ten vSak snadno odvodfme pomoci zndmé pozndmky
z integralu jiZ vycisleného
F(z)dz _
Y e = A pn R L AR
Derivujeme-li ¢ dle a, a sice (A, — 1)krat, dle a, po sobé,
(A, — 1)krat atd., nalezneme

bll—}-.—..ln—nw
Y AR P

—(—1ht =g - LEs i
=(—1) & —Dl..A—1 l/ (ea)h...(ztan)tn

tim vyjadfen hledany integrdl pomoci derivace zndmé funkece.

Vytknéme si ¢o piiklad lomené funkce, jichZ jmenovatel
jest druhého stupné. Tu mdme pii 24 a=y,

Az+B A(y—a)+B
= [eraero =) e im0 Y
dy
I= A/y—l—b a T®=N ) rgFr=
J=Alog@+b)+B—aA)g, (3 0, b—a)
Aviak dle redukénf formule médme

® 00— (y+0, b—a),

P, (¥, 0, b—a):



135

1 [ dy . ]
—alJ y Jytb—a

= 5——1— [logy —log (y+-b—a)],

72 =y (08 (o @) — log (o 0)] = j—— log 25,

procez konecné

a

J=Alog (x4 b) + Bb___ aA log :i‘z -+ const.

Vicéi tvaru proponovaného integrdlu jest patrné, Ze se J v pod-
staté nezméni, vyménime-li @ a b na vzéjem t. j. lze téz psati

J = Alog (w4 a) 4 02 ”+b+0
a tedy seCteme-li
2J =Alog(®+a) (=4 b) + +C

Obsahuje-li jmenovatel dva stejné faktory, tu Jde o integral
Ax-}B
@

2B — A(a+b) m+a

—a

Stanovme si

,Zx_:-aBdwzAm+(B—aA)1og(@+a):¢(x,a),

i bude
Aet B, ov_aA_B -

Co jiny ptiklad vezmeme mtegral stanoveny v predchdze-

jlcim odstavei v
/ dx
_ (wz — 1)n+1 .
Vezméme v tdvahu obecnéjsi integrél

f (?— a’)"*"1

dx '—il zx—a
2a x—|—a

Mame

z*—a?
¢ili, uéinivie a = Ve,
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dx 1 Vea
= —— log

T T %y = e

Derivujeme li obé strany nkrat dle e, obdriime

rY
f (x*— a)"+1 o

S 3=
(m2 2)n+1 1. 2 n aan ¢

Zde by provedeni derivace bylo dosti obtizné; v jedno-
dudSich piipadech vsak vede tato cesta rychle k cili. Vezméme

co pifklad ryze lomenou funkei, jejiZz jmenovatel jest (x + a)2.
Tedy

¢imz

/‘Ax’ + Bz + C das
(= + a)?
Stanovme si
Az*+ Bz +C
~®Fa de =A% +(B—aA)ac+
. +(C-——-aB+a2A)log(a:+a).
Derivujeme-li dvakrat dle a, obdriime
Ax®-4-Bz+-C z -+ Q
g f22 L2 i da = 2A10g(w+a)—|—(w_;_}_a)2,
poloZime-li k vili strucnosti
P=2aA—B, Q=3a*A—aB—-C.

Nebude od mista, pfipomenu-li zde jistou poznamku, kterou
ucinil Euler*) o integrovdni raciondlnych differencidld. V tako-
vychto integralech.

f E dx
N

—l\lg— co funkci ryze lomenou t. j. M alespon
o stupen niZ§{ neZ N. Euler ukizal, Ze lze redukovati &itatel
Jesté o jeden stuperi. On klade

M = Ax—! 4 Bar—2 4 Ca"—2+-...,

N = aa™ -|—ﬂac"—1 + pan—t 4. ...

*).V. Leonhard Euler’s vollst. Anleitung zur Integralrechnung Aus d. Lat.
in’s Deutsche iib. v. J. Salomon, Wien 1828, t. L. §. 68,

1ze supponovati
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