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0 vété Pappusove,

Podivéd

Dr. Karel Zahradnik,

. professor mathematiky pif université v Zintebs.
1. PoSineme-li trojihelnfk ABC do polohy A’B’C’ (obr. 1.),
opfSou strany trojihelnika rovmob&znfky; soufet ploch jejich
rovnd se nulle. Znasobime-li totiZ

Obr. 1.

AB-+BC + CA==0

relact
AA’ == BP,
obdrzime ‘
(1) AB. AA’ 4+ BC.BB + CA.AA'i‘:O.

Dle Grassmanna*) jest
.~ AB AA =AB.AA sin BAA’

) *) Srovnej: Grassmann: ,Die lincare Ausdehnungslehre,* 2. Au .
1878, pg. 656. Tato véta jest ostatné zvldstnf pifpad veéty: Plocha, jiZ opfe
otevieny mnohotihelnik v roving, rovnd se plode, jiZ opisuje strana mnoho-
thelnik uzavirajicf. L. c. § 29, pg. 49. Diikaz pomoci ekvipolenci viz
Bellavitis- Zahradnik : ,Methoda ekvipolenci,* Praha, 1874, pg. 29.
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vngjsi*) soutin pifmek AB i AA’ a jest roven ploSe rovno-
béznika ABB’A’; miZeme nyni vztah (1) psdti:

ABB’A’ + BCC'B’ + CAA'C’ =0
aneb
(2) ABB’A = ACC’A’ 4 CBB’C.

Vztah (1) vyjadiuje Pappusovu vétu obecné.

Ostatné je planimetricky dikaz této véty zcela jednoduchy.**)

Jezto :

A ABC=AABC,
jest
ABB'C’'A’A — ABC = ABB'C’A’A — A'B'C/,
tudfz
ABB’A’ = ACC’A’ + CBB'C".

2. Zajimavou tuto vétu, v niZ jest obsaZena véta Pytha-
gorova jakoZto specidlnf piipad, dokdZeme téZ trigonometricky,
ve kterémz diikaze postup odstavce 1. se obrdZi. PoSiiime troj-
thelnfk ABC o délku d = AA’ ve sméru ® = 3T BAA’. Ozna-
¢ime-li délky stran AB, BC, CA postupnd c, a, b, jest, jak zndmo,

c=acosf+bcosea.

Znésobfme-li tuto relaci dsin @, t.j. vy§8kou rovnobézinfka
ABB’A’, obdrifme, jeito,

cos @ sin @ = sin (@ — «) -}- sin « cos @
cos g sin ® = sin (® - B) — sin 3 cos O,
de sin @ = ad sin (@ -} ) + bd sin (@ — «)
— d cos O (a sin # — b sin «).

Dle pouéky sinusové jest
‘ asinf—bsinae=0,

dc sin @ = ad sin (@ + B) -} bd sin (@ -- ),

tudiz:

t. .
ABB’A’ = CBB’C’ 4 ACC'A",

. *) Viz A. Libicky: ,Zdkladové geometrického podtu Grassmammova.“
Casop. pro pést. mathem. a fys., roénik XXV. pg. 268.

**) Viz Henrici-Treutlein: ,Lehrbuch der Elementar-Geometrie.* Leipzig
1891. I. Theil pg. 98. Hoffmann: Zeitschrift f math. u. nat. Unterr. dil
XXVI. pg. 257.



a) Je-li ® = 90", jest

cd = ad cos f -+ bd cos a.
Pieme-li
deosp=Fk,, dcosa=r,
mdame
3) cd = ak, -} bk.

B) Je-li mimo to d = ¢ (obr. 2), najdeme

¢? = ac cos 8 -+ bc cos a.

Y
4 )
d=¢ D
4,
(4
X
A . & B
Obr. 2.

Spustime-li kolmice BA, | AC, AB, .1 BC, obdrzime

ccose=AA —a-+ta
ccos $ =BB, =b+ b,,

kdez jsme polozili @, = CA,, b, = CB,» tudiz
¢*=a*4b"4-aa, 4 bb,.
Pro ¢tyfihelnfk ABA,B, jest v platnosti
AC.OA, = BO.CB,,
t. j. . aa, = bb,,
natez svrchu uvedend relace pfechdzi ve tvar
(4) c2=a*+ b } 2aq,,

113
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coz jest zndmd véta Pythagorova pro trojihelnik kosouhly, jiz
miZeme opét, piSeme-li
a, = AC cos (IT—yp) =—b cos p,
ddti tvar trigonometricky
) 2 =a? -+ b*— 2ab cosy.

8. Je-li ve zvldtnim pi¥fpadé dany trojihelnik pravodhly,
- takze ihel pri C, t. j. y = 90° (obr. 3.) jest v platnosti

k=AM =AA’cose = ABcosa =AC=1b
k, = BN =BB’ cosf =ABcosf =BC:==a

a relace (3) nebo (5) ptechdz{ v obyéejnou vétu Pythagorovu.

)
/(
A — V-4

AT
\
\
/N
. E,
A B

Obr. 3.

3. Oznatime-li prisek kolmic AB;,, BA, pismenem .D
(prisek to vySek trojihelnika ABC), miiZeme Fici: Kruh opsany
¢tyidhelnfku'A,B,AB, jakoz i kruh étyfuhelofku A, DB,C opsany
maji spoletnou tetivu A,B,. Kolmice ve stfedu této tetivy je
centralou obou kruhii, spojnice stiedd délek AB i CD pili tudiz
délku A,B, kolmo. Uhel ADB je sapplementem whlu ACB
(obr. 2.).

Trojihelnik Pappusiyv.

4. Budiz (obr. 1.) C” t&#sté rovnob&inika ABB’A’, po-
dobné A”, B” pro rovnobézniky BB’C’C, ACC’A’, i poklidejme
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vrchol A za potdtek pravoihlych soutadnic, stranu AB za osu
X. Use¢ka bodu B bude ¢. Ddle budtez £ 5 souiadnice vrcholu
C. Potom najdeme

A’ (d cos ®, d sin @), A"(§+c+2d608@ . 11‘+gsin@ ),

B’ (¢+ dcos @, dsin@), B” (_’g‘—}—_d;osg , ,Hﬁ‘ésiﬂ_@_ )’
1 .
C’ (& +dcos @, 5+ dsin 6), C"( ¢ d2c0s@ , ds12n@).

Tr ojﬁhelnik A”B”C” pojmenujeme Pappusovym trojihel-

P AATS

TH

Etc deos® gy
( _3__ + 9 I +

dsm@)

Viastnosti Pappusova trojuhelnika.

«) Strany jeho nejsou zdvisly ani na velikosti poSinuti d,
ani na sméru pofinuti @. Plati totiz

"R — AB 144 " — BC AP — CA
A B — T ) B C — _2—“ P C A — —_2_—' .

) Strany daného trojihelnika jsou rovnobézné se stranami
trojihelnika Pappusova.

») Nasledkem g) jest A A”B”C” ~ A ABC; pomér po-
dobnosti jest —12—

0) Trojdhelnik Pappusiv md ttyéndsobnou plochu daného
trojahelnika.

&) Trojibelniky ABC, A”B”C” jsou v poloze perspektivné.

¢ Je-li d konstantou, jest geom. misto (T”") tézisf Pappu-

sovfch trojahelnfkd kruh, jehoZ polomér jei a jehoz stfed

2
lezi v tézisti T trojahelnika ABC.
n) Je-li ® kounstantou, jest geom.misto (T*’) tézist Pappu-
sovych trojuhelniki pifmka, jez jde téziStém T daného troj-
thelnika ABC, majic dany smér O, tudiz
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) Opisujf-li A’, B, C’ kruhy, majici polomér d a stredy
postupng A, B, C, opisujf A”, B”, C” kruhy o poloméru~d—

2

E+n 7 £E 7 ‘ ¢ : »
aostfedech( IR —2—,0 , a teéziste T
opisuje kruh o poloméru —g— a stredu (ﬁ?:ﬁ , %), t. j. kruh

majfci téZisté trojihelnfka daného za sviij stred.
¢) Je-li T téZi§té trojihelnfka A’B’C’, bude

TT” — TH TI’
t. j. T je stied délky TT".

0 involutorni pribuznosti kvadraticke.

5. Ptihlédnéme nyni blize k obrazci 2. Kolmice BA,, AB,
na strany AC a BC protfnaji se v bod& D. Spojnice DC musi
byti kolmou na AB, nebof kolmice z C na AB jde bodem D,
priseéikem to vySek trojahelnfka ABC. Bodu C odpovidd tim
docela urtity bod D, ale i naopak toutéz konstrukef piichazime
od bodu D k bodu C, t. j. vyjdeme-li od trojahelnfka ABD
misto od trojihelnika ABC. Body C i D nalézaji se tudfZ
v piibuznosti involutornf, biraciondlni i, jak ihned dokdZeme,
kvadratické. :

Pfedpokldddme-li soustavu soufadnic jako v odst. 4.,
najdeme soutadnice bodu D

r—=¢§
(6) _Ec—9
Y= 7 .
Z téchto rovnic jde
_ ==z
U — z(c— )

Y
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JiZz pohled na tyto rovnice dokazuje nase tvrzeni. Hlavni
body obou soustav bodi (C) i (D) jsou bod A, bod B a bézny
bod osy Y.

Opisuje-li na pf. proménlivy vrchol C trojihelnfka ABC
pifmku I7, kterd nejde hlavnim bodem, jest na zdkladé zminéné
pribuznosti sdruzend kiivka hyperbola, kterd jde body A, B
a kterd md jednu asymptotu kolmou na piimku AB, druhou
asymptotu kolmou na piimku II. Ktivka sdruZend pifmce, kterd
jde bodem A, rozpadd se na osu Y a na pifmku, kterd jde
bodem B a stoji kolmo na danou piimku atd.

Y/\sD
Ly K
ﬁv\a
A S
A
{_A

Obr. 4.

Vidime tudiz, Ze méme zde co tiniti se zvldtnfm piipadem
kvadratické inverse, kterouz vylozil Hirst*) ve svém pojedndni
»On the quadric nversion of plane curves.* London, 1865.

6. Body sdruZené ve stdlé vzddlenosti d, tedy CD = d,
lezi na dvou kruZnicich

*) Pojedndni toto pieloZil na jazyk italsky slavny L. Cremona:
Hirst-Cremona: ,, Sull’ inversione quadratica delle curve piane.* — Anali di
matematica pura ed applicata T. VII, Battaglini: ,.Giornale di matematica“
vol. IV. Hirst béfe zdkladni kuZelose¢ku i stfed inverse S,. Bod M, bodu
M sdruzeny obdrif jako prisek spojnice S;M s polarou bodu M vzhledem
k zdkladni kuzZeloseéce. V naSem pFipadé je stred inverse béZny bod osy
Y a zikladn{ kuZelose¢ka jest kruh sestrojeny nad AB jakoZto primérem.
Srovnej A. Strnad: ,Uvod do theorie kvadratickych transformact rovinmyjch.“
Progr. vyssi realky v Krdlové Hradci, 1886,7 pg. 8.
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22ty —cx+dy =0,

jez jsou symmetricky poloZeny k ose z (obr. 4.). Bodim oblouku
LDK odpovidéd oblouk ACB druhého kruhu, oblouku LD‘K
prvoniho kruhu odpovidd oblouk ACB druhého kruhu. Je-li d
proménlivo, obdrzime svazek kruhd, jejichz osou stejnych
mocnost{ jest osa X a soumérné kruhy tohoto svazku vzhledem
k ose stejnych mocnost{ spadaji k témuz d. Pro d =0, je C=D.
Kruh opsany nad AB jakozto primérem je samodruznd kuZelo-
secka této kvadratické transformace.

6. S transformaci touto nebudeme se bliZe obirati, dostatf,
poukéZeme-li na prdci Hirst-ovu. Uvedeme pouze, Ze se obecnd
kiivka C? transformuje na raciondlnou kfivku C*, kterd md
v hlavnich bodech transformace své dvojné body. Jde-li C?
bodem A, skldd4d se transformovand kiivka zosy Y a zraciondlni
kiivky C? kterdz md jednu neb tfi asymptoty redlné, dle toho,
je-li C? ellipsa neb hyperbola. Prochdzi-li C* body A, B, roz-
padd se transformovand kfivka na osu Y, na piimku, kterd jde
bodem A kolmo na pifmku AB a mimo to na kuZelosecku.

Budiz jest® uvedena tramsformace cissoidy

y=a|-2_.
a,—zx

Transformovand ktivka jest dvojndsobnd osa Y a raciondln{
kiivka tietiho stupné, kterdZ md redlny dvojny bod pro a,>c,
isolovany dvojny bod pro a, <e. Je-li a, = ¢, obdrifme opét
cissoidu kongruentnf s danou, pootoéenou pouze kolem kolmice
ve stiedu S strany AB vztjtens.

0 racionalné pribuznosti kvadratické reciproké.

8. V odst. 5. seznali jsme, Ze se body D (§, %) i D(z, )
nachdzeji v piibuznosti biraciondlnf kvadratické, a opfie-li tudiz
bod C ptimku II (w, v), Ze sdruZzeny bod D opiSe hyperbolu

H=2 (uy —vz) 4 cvx +y =0,
kterdZ prochdzi, jak jiz feteno, hlavnimi body soustav (C) i (D).
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Jedna asymptota hyperboly H je rovnob&znd s osou Y
druhd stoji kolmo na ptimce II. Naopak, kazdd hyperbola, jejiz
jedna asymptota jest rovnob&zna s osou Y a kterd prochdzi
potdtkem soufadnic i bodem B (¢, 0), miiZe se transformovati na
piimku.

Je-li totiz hyperbola

=ax(mx + ny) Fpxr-+y =0,
jsou soutradnice dotyéné p¥imky (m, —n) a AB—=c=— ~f;—.

Oznatme nyni pismenem S’ stied hyperboly H a z, 4/
jeho soufadnice, najdeme

) 1

= ——

®) u
y =— G

u‘z

Stied S lezi vidy na piimce kolmé k ose X v jejim
priseku s ptimkou II. Obricené, vytkneme-li si néktery bod S
jakozto stted hyperboly H, je tfm jiz hyperbola H urcena
(zndme totiZz t¥i jeji body a stied jeji); feSeni rovnic (8) poddvd

. 1

u = i

9) z
-y
v= 2z —c)z"’

zndme tedy w, v a tim i hyperbolu H.

Primka II (w, v) a bod S (z'y y') jsow dle toho v pribuz-
nosti kvadratické reciproké.

Ktivka n»-ho stupné, kterd nejde hlavnimi body, trans-
formuje se na ktivku 2n-té tfidy a naopak: Ktivka n-té tiidy,
kterd se nedotykd hlavnich p¥imek, transformuje se na kfivku
2n-tého stupné. PiSeme-li rovnici kfivky n-té tfidy

C11:i(pﬂ+(pn—l+"‘+q)l +‘p0:O‘

kdez znaéi @, homogenni funkci v soufadnicich tangencidlnych
u, v, jest rovnice transformované kiivky
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"=, +a2@2—0P,_ +...
A0yt @p—gp— @, 2" 2+ 0D, =0,

kde? opét @, znati resultat substituce — (22'—¢), —y' po-
stupné za w a v do funkce @,, tudiZz polynom k-tého stupné
vzhledém k «‘, y’, totiZ

k
h / k—h
9= ¥ (— 1) m,y" Qz'—c) "
Hlavni body jsou bod (—;—, 0) a Gbézny bod oéy Y, v némz

se spojuji dva hlavnf body. Z této vlastnosti tbé&Zného bodu
osy Y vychdzi rovnobézinost asymptot s osou Y, coZ i rovnice
(10) poddva.

Podobné bychom pii transformaci kiivky n-tého stupné C"
pomoci rovnic substituénich (8) postupovali.

9. Necht se nynf pifmka IT otd¢i kolem svého bodu
(2, ¥,). V kaZdé poloze této piimky plati

g Yor+1=0

a zminény stfed S’ (=, y’) sdruZené hyperboly H obdrzime po-
moci rovnic (9)

(11) 22— (22, + o)’ —yy' + cx, =0.

Ot4éi-li se piimka IT kolem svého bodu (z,, y,), méni
sdruZeny stred S‘ hyperboly své misto na parabole P dané rovnici
(11); t. j. svazku paprski (x,, y,) sdruZena je parabola P,
ktersd probfhd hlavnfmi body transformace.

Dvéma bodim (z,, ¥,), (x,, y,) pifsludi jako vrcholim
svazkli paprski dvé paraboly, jez maji spoleéné hlavni body
transformace a mimo to se protinaji v bodé, jejZ bychom ob-
drZeli jakoZto bod sdruzeny ku spojnici bodd (%, %), (%, ¥,)
po zdkonu (9)

10. Uvazujme nynf obrdcené p¥imku I7 jakoZto misto bodu
S (2, y°); plati tudfz

U’ + vy +1=0.
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Pohybuje-li se bod S’ po pifmce (u,, 0,), obaluje primka
IT sdruzend bodu S’ parabolu

12) w (u — ¢y v) —u, u—20,v = 0.

Ze kuzelosetka (12) jest parabolou, vidno jiz z toho,
ze vyhovuje rovnici (12) u=0, v=0, t. j. Ze kuZelosetky se
dotykd pifmka tbéznd.

11. Vrchol V (& %) paraboly P, kterd odpovidd svazku
piimek (z,, y,), jest

E— 2, +-c
(13) 4
. (2'7;0 - 0)2
— 8y,

Resenim téchto rovnic dle z,, », obdrzime
LT
2

(2 - o
Yo—— o .

x, =

(14)

Je-li tudfz ddn vrchol T (£, ) jakoZto vrchol svazku
paprskového, je tim jednoznalné i vrchol V paraboly P uréen
a obrdcené ku kazdému bodu (§, %) jakoZto vrcholu paraboly P
prislusi bod (z,, v.), jakoito vrchol svazku paprski. Body
(%5 ¥o), (&, %) nachdzeji se tim v pifbuznosti birracicndlnf a to,
jak ze tvaru rovnic (18) neb (14) patrno, kvadratické. Nagli
jsme tfm, Ze je soustava bodd T i soustava bodd V v p¥-
buznosti Cremonové; taktéZ soustava bodi C se soustavou
bodi D.

Dle toho lze vzdy uréiti ptimku, kterd jde bodem T, pro
néjz S =

Misto bodi (T), pro néz je délka VT konstantni, jest kfivka
¢tvrtého stupne.

Oznalime-li patu kolmice s bodu §‘ na piimku IT spuiténé
pismenem N, najdeme geometricky aneb analyticky ihned, Ze
je geometrické misto bod (S), které majf od sdruzené primky
stdlou vzddlenost d, kiivkou &tvrtého stupné
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Q= yhl _ d2[(2x’ . c)2 _+_ yl2] —=0.
Obalka p¥imek II, které maji od sdruzeného bodu stdlou
vzddlenost d, jest kiivka Sesté tridy .

Ce =u* (u®+ v)d*— (2 + cu)?v* =0.

0 kiivee, ktera souvisi s conchoidou Nicomedovou
a strophoidou.

Napsal

V. Jefabek,
professor pri c. k. vy$si realné Skole v Brng.

Budtez ddny dvé riznobéiky v»,x,, v,y, a v jejich roviné
7w bod a,. Vedme v thlu téchto raznobézek pricku zy, ve
sméru daném a uéiime na paprsku «,z, délku z,m, = #,n, = x,y,.
Geom. mistem bod@ m,, »n, jest kfivka M,, o niZ v ndsledujicich
fadeich kratce pojedndme.

1. Krivka M, jest stupné Ctvrtého. Abychom tvrzenf toto
dokdzali, vedme v thlu z,0,y, piitku oa,d rovnobéind s wy,
a sestrojme v roviné m riznobéZek v,x, a vy, ze stfedu o po-
lomérem ob kruznici K. KruZnice tato budiZz stopou plochy
kuzelové P,, jejiz vrchol » promitd se na primétnu = do bodu
v,. Vedme bodem a, rovnobézku A s promftajicim paprskem v v
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