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Vyéisleni jistych Eulerovych integrala
neomezenych.

Napsal
Augustin Panek.

Eulerovo zndmé dilo ,Institutionum calculi integralis .. ‘“,,
jehoz némecky pieklad poffzen J. Salomonem, skytd vycislenf
integrald substitucemi zvl4§tnimi, mnohdy podivuhodnymi. V dvahu
volime si nékteré integrdly irraciondlnich differencidld, uvefejnéné
poprvé Eulerem ve Sborniku Akademie véd v Petrohradé a v jeho
dile reprodukované.*) K jich vyéfslen{ zvolime substituci ZéhoZ
tearu, t. j. pii uvaZovanych integrdlech poloZfme za symbolem
integraénim vyskytujict se odmocninu z pfislu$né funkce proménné z
rovnou pz, znamend-li litera »p novou proménnou, Eulerem uZf-
vanou. I seznidme methodu, jakym charakteristickym postupem
mozno snadné jisté integrily algebraickych irracionédlnich diffe-
rencidli pievésti na integrdly algebraickych differencidld ra-
ciondlnich.

I. Abychom vyéfslili integrdl

oz

(1) V:f_ 2n o
(a + bx*) Ya + 2bx

k)

uzijeme substituce
2n
@ Va +2ba" = pa,
kdez p zna&i novou proménnou.
Z rovnice (2) plyne

*) Zivotopis slavného Eulera jest pisatelem této stati poddn v ,Ottové
Nauéném Slovniku“ oviem tak, jak jej moZno napsati v rdmci Slovniku
samého. Poznamendvime, Ze Euleréiv ,Inst. calculi integr.“ vyddn Petro-
hradskou Akademii véd svaz. I. r. 1768, sv. IL r. 1769, svaz. IIL r. 1770
a sv. IV. r. 1794. Slavny Euler zemfel r.. 1783, tedy pfed vyddnim sv. IV,
Prieklad Salomoniiv vysel ve Vidni 1828—1830.
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29 a -+ 2bx" = pa',
nateZz délenim x%*" obdrZime
(2”) axr=2 | 2bxr—" = p>;
differencujeme-1i tuto rovnici a zkrdtfme-li ji pak — 2»n, nabudeme
(az—*—1+ bx~"1) de = — p™»'dp,

z niz
a-Je ll)_ —1

(3) o= == -

Dosadime-li hodnoty z (2) a (3) do (1), bude
$2np‘?n -2
(a+ bx")‘

Abychom tu na pravé strané x vyjadiili funkeci p, ndsobime
rovnici (2*) konstantou @ a k sou¢inu tomu pricteme &% tedy
gestrojime vyraz

() B | apin—

“4) 7 av = —

(@ + bz)?
S

ktery (4) proménf ptimo ve tvar

, . 2n zdp
(4) dV~—?z+apgn 4

coz vede na integrdl differencidlu raciondlnfho

, dx
‘\1 ) -/\——~_. o _ \/ bz —Ft (po"
(a -+ bam) \/a - 2bxn

Jest-li na pf. a= — 1, b =1, obdrzime jakozto zvlaStn{
vzorec

©® f _f12%2

(1—1")\/2;"—1

je-li-jesté » =2, bude integrél, Eulerem uvedeny,

. (“7)' | / - fl— p*

1 - wmzL




g

jenz, jak zndmo, vede k integrdlim zdkladnim, a to k

_1‘( dp - _ dp )
. 1 _p: 1 +p2
t. j.
' 4 1+p +— arc ctg p,
kde
4_;.__—___.
o Vart—1
=0
takZe konecné
d 1 Cr
(1—2®)V2z? - 1 x—V%?-x
+ -%— arctg —4——&——,
Vex? — 1

Posledn{ integrdl lze transformovati na zndmy integrél\
differencidlu irraciondlniho, polozime-li

1+ 4
® == Y23Z,

kde 2z jest novd proménnd, nadeZ

Zdz
Vits
Dosadime-li hodnoty-z (8) a (9) do integrdlu (7‘), obdrZfme

) . dr = Vz

relaci , ,
dx 2%z

(10) a =2y2 : S

f(l__xZ)V2x2_1 / (1~z4)vl+54

Integral na pravé strané jest totiz jeden ze &tyf vyznalnych
integrdlt Eulerovych,*) ktery jsme pifmo vyéfslili co nejjednodussf

*) Viz Aug. Pének: ,0 nktergch integrdlech Eulerovych.* Rozpravy
ceské akademie cfsafe Frantlsk& Josefa pré védy, slovesmost & uménf
v Praze, ro¢. 1L, 1893. .

7t



100

substituci algebraickow, kdyZ jsme kladli p¥fslunon odmocninu,
rovoou fetenému typickému soudinu

V1§ 2 =ps,
kde p je novd proménnd.*)
Zminény integrdl zvSeobecnime v odstavci ndsledujicim.
II. Pri stanoveni integrdlu
*dx
o) f(a—-cx‘) Va F bz? + cx*

vede k cili uvedend substituce

@) Va + bx® F cx* = pu
aneb
29 a + bx® - cx' = pz*

Urtime dx, kdyZ rovnici (2‘) délime piedevdim 2% tedy
ar—2 4 b+ cx® = p?,
nace’ differencovdnim, kratfme-li ihned 2, dostaneme

a— cxt
,_"_‘xs dx:l’dp,

tudfz
® r—

- a—ecxt’

Dosazenfm hodnot z (2) a (3) do (1) nabyvdme

\ — *dp
@ W=
_ Abychom tu vylouédili x, uvazme, Ze dle (2‘)
@9 a + cxt = 2% (p? —b),

coz zdvojmocnéno
(a + cz')* = 2'(p* —b)?

*) Srovmej Aug. Pinek: ,0 vysisleni ndktergch intcgrdld Eulerovjch
spolednou substituct algebraickon.“ Véstnik krdl. ceské spoleénosti nauk.
V Praze, 1893.
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a odeéteme-li od toho na obou strandch 4acz’, zjedndme si
(@ — cx*)? = z'[(p? — b)? — 4ac).

Tato hodnota, vloZend do vzorce (4), poskytuje tvar dif-
ferencidlu

) _ dp
(4) dV—_(pz—-—b)’—4ac’
tudiz V ¢&ili

1 z*dw — p
)f(a—w)Va + b + cxt f4ac——(p”—b)2'
Jest tedy integrdl pfedloZeny vyjddien integrdlem differen-
cidlu raciondlntho.

Klademe-li tu a = ¢ =1, b = 0, nabudeme tvar Eulerova
integralu (10), v odst. I. na pravé strané vytéeného, totiz

. 2% dp
o —_— ,
©) f(l—-—x*)\/l T i—p!
pti ¢emz dle piivodni substituce bude
6) , —Vitat
P= x

KdyZ rovnici (6) zdvojmocnime a ndsobime ji (5), to jest
rovnicf

*da dp
51 x == T,
©) (I —z) V142 4—p'

obdrzime

EY 2
Vitat o vip_
l—z 4—p

¢imZ nabudeme jiného vyznaéného integrdlu Eulerova, vyjddfe-
ného integrdlem differencidlu raciondlnfho

CrVIES o opap
0 f 1—a! _—,/‘4——1)“
Miizeme si téZ zjednati obecny tvar mtegreilu (1), kdyz
(1), t. j.
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. A e
(@ —ca') Ya + + bzt | ezt | dac—(pt—b*’

zndsobime rovnici (2”), t. J.

a—-cxt b
2. — Yy

¢imz dospivdme integralm’ho vzorce

(S)fa + cxt ___f (p*—b)dp

a—0x4'Va—}—bx + cxt dac — (p*—b*"
Jest-li tu @ = ¢ =1, b =0, obdriime integrdl (7).
Uvaha tato vede k tomu, Ze mozno rdzem oba integrily

() a (7) dostati z obecnéjsfho 1ntegnalu, Jak jest konstruovdn
v odstavci né.sleduﬁcim

III. Chceme-li vyéfsliti integrdl

) V— f xmtr—idy

n ]
(a — cx?™) V(a 4 b +- cxtn)m

zavedeme opét sprostiedkujic{ rovnici

N " Va F bz + e = px
~neboli '
(2r) ) a + bxn _+_ cxn :pnxn’
nacez délenfm
N ax—" -+ b | cx = p".
Differencujeme-li tuto rovnici a krat{me-li », vzejde
a—cx®> [ °
— —W dﬂc jomony p”_]dp,
z ¢ehoz
. ) _ $n+lpn-1
2(3) ' . ‘dx"‘_—a-—cx‘”' D

Vlozime-li h‘odn\oty 'z (2). a (3) do (1), povstane

[ . ! x?npn—m—-l

(4) - | ,-‘W“ (a——c:c”)de
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Z rovnice (2') plyne
a- cx™ =ax" (p» — b) , .
a zdvojmocnfme-li tuto rovnici,
(at et = & (p" — b,
nacez, odecitdme-li na obou strandch 4acx?” ﬁabudeme
(@ — cx™)* = a™ [(p" — b)? — 4ac] .
Tato hodnota, dosazend do, (4), vede k integrdlu Zddanému

’ m»}»n—]dx‘ n—m—ld
1 o /4
( )f f4ac——(p ——b)"’
(a— cx‘")\/(a + ban —L— -~ cxtrym

Klademe-li do tohoto integrdlu m =1, m =2, obdriime
integrdl (1’) odst. I. a tfm také nabyvime integrdlu (5) v témze
odstavei. )

Jest-li vak m — — 1, » = 2, obdrzfe z (1) jakoZto spe-
cidlnf pFfpad integral

s

, ~Va + ba? - ba;‘ —{—cac“ p2dp S
©) ~/ - a—cxt /4ac—(p —-b)ﬁ”

ajelli tu a==c¢=1, b =0, dospéjeme integrdlu (7) odst. II.

K vyznatnym integrdlGn Eulerovym (5) a (7) odst. IL,
které jsou nynf zvldstnimi piipady vzorce (1), druZf se jeSté
dva jiné, a to 4

/ (1+a:“)‘dx a (L — 2% dz
(1—a) VI +2' A42) V142t
Abychom tyto integrdly vytislili, sestrojime pfedevsim
vyraz
(1x2zh)? 142+ 222
T T e

kter§ vyjddifme proménnou p, rovmici (6) odst. II. uvedenou
1+t
z

takZe mime
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4 222
(1;2Q:P2i2-

(6)

Volfme-li hofej§{ znaménko v rovnici této a zndsobfme-li
ji rovnicf (5’) odst. IL., vzejde konetné po ziejmé redukei

Q4Dde _ r dp
M f(1 - xﬁ)Vﬂi?'"/ 2—p* "’

PrihliZejice k dolnfmu znaménku v rovnici (6) a ndsobice
tymZe zplsobem, obdrZime integrél

(l—a)de _ dp
®  Saravge=—J T

Pozndmka k odstaveim predchozim. Z Gvah vytéenych po-
zndvdme, Ze z ivodnfho integrdlu

d
@ e —
(@ + ba™) Ya -+ 2ba”
nabudeme specidlné integral
s dx
®) S
(1—a?) V2’ —1

jenZ souvis{ s integrdlem tvaru

22dx
@ \ f(l—-—x‘) Vit

ktery moZno snadné uvésti na tvary integrdld

©) f Vitaty,

1— 2t
_(tahdz
’(s) v S Q=1 F 2t
&) (1 —x% da

L+ VI Fat
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Kdyz Euler *) vytisloval integrdl (¢), polozil

xY2
(m) r_v:x*a =p
a pti vytislenf integrdlu (§) kladl
zV2  _
(n) a0

pak sedtenim integrdld (¢) a (§) ndsobengch %— obdrzel integrdl

(9) a odettenim integrald (¢) od (‘é) ndsobenych 7} zjednal si in-

tegrdl (y) **).

O substituci (m) pravi Euler, Ze nelze jf vyéfsliti integraly
(¥), (9), (§), a podobng vyslovuje se o substituci (n), Ze nelze
ji pouZiti pii vy&isleni integrdld (y), (0), (¢). Doké4zali jsme vSak,
7e ob&ma substitucemi mozno vyéisliti vSecky &tyfi integrély
), (9), (&), (), a ze jsou tedy dotlené substituce viem témto
integrdlim spolecny. ***)

IV. Integrdly Eulerovy (y), (9), (¢), (£), v pfedchoz{ po-
zndmcee uvedené a pfed tim na integrédly differencidld raciondlnich
ptevedené, maji vesmés odmocninu z piislusné funkce « tvaru

ViFa.
Vytisleni téchto &tyf integrdld spoletnou substituef pti
obecnéj$im rdzu uvedené odmocniny jest jen tehdy mozZné, m4-li

po naSem soudu odmocnina z funkee z podobu V1 + px* + .
Zéroveli supponujeme, Ze jeden z téchto integrdld piimo vyéis-
lime a ostatnf tii zbyvajicf zjedndme si pak z tohoto nejrychleji
snadnymi obraty.

*) Viz Euler: ,Iust. calculi integr.“, 4, dil, str. 22. aneb Salomonfiv né-
mecky pieklad, 4. dil, str. 22. '

*¥) Substituce, Eulerem zavedené (m) a () k vyéislenf pfisluSného inte-
grélu, najdeme téZz ve zndmych spisech auktord jako: Bertrand,
Studnicka, Schnuse aneb ve zndmych ,Sbickdch uloh“ auktord: Brahy,
Frenet, Ldska. -

%) Viz Pdnek: *,0 nékterych integrdlech Kulerovych“. Rozpravy eské
Akademie, roé. II., 1893.




Budiz na pi. predlozen integral

1) v — / 2%z
A e
o jehoz vytisleni jde, i klademe dle zavedené substituce
(@ VI ua® + 2* = pa,

a dle diivéj§tho vykladu rovnici tuto zdvojmociiujeme, délime
ji pak x? natez differencovdnim obdrzime

. . z’pdp
(b dx_—l——x"

Hodnoty z (a), (b), vloZeny do (1), stanovi

©) av = — (1—‘”:4‘%-)—2 .
Z rovnice (a) plyne
(@) 1+ at = 2% (p* —u),
coZ zdvojmocnéno
(1429 =2'(p* — w)?
a odetteme-li na oboil strandch této rovnice 4x*, dostaneme
(1 =% = ot [0 — ' — 4]
Dosadiv8e tuto hodnotu do vzorce (c), dospivime konein&

integrdlu pfedloZeného, vyjddieného integrilem differencidlu
raciondlniho

*da d,
M fu_xw;‘ﬁm:ﬂ—(p?—y)f
" Tento integralnf 'vzorec‘ miZeme oviem dostati z (1) odst.
II., poloZfme-li tam
_ ' a=c=1,b=y.
BéZI nynf 6 stanoveni{ zbyvajicich tﬂ_integrélﬁ.

Z rovnice (a’) jde
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4
(@ LT g
Znégsobfme-1i (1) s (d), obdrZime
(2) 1 +_ ‘T d?" - (p-' “‘ nu') dp
e - Ty T N
1—o \1J—ux2~1—oc JA—=(p*—w?

coz plyne té% ze vzorce (8) odst. II. opétné pfi hodnotdch
a=c=1, b=uyu. *

Abychom dalsf dva integrély si zjednali, sestrojime ptede-

v8im vyraz .

2\ 2 ‘
(l*+=x ) }_—;—Q_fi +9,

ktery, vyjddien proménnou p rovnici (d), poddvd
42
(1 xac) _p Ry

Volfme-li hotfej§{ znaménko a ndsobfme-li rovnici tuto rov-
nicf (1), obdrZime integral

‘ (1+2* )
® (1——x“)\/——{—ux r ! /2‘{“# ¥’

a volime-li dolni znaménko, nalezneme

. (1 —2%)de dp
4 — e i
® f(1+x2)V1+yz2+w* 2—u+p
Klademe-li ¢ = 0 do (1), (2), (3), (4), obdrzfme Eulerovy in-

tegraly (y), (9), (¢), §), v piedchozf pozndmce odst. III. vytéené.
Pozndmka 1. Jest-li ve vzorci (1) odst. III. poloZime

a=c=1, b=upu, n=2,

obdrzime pro m — -+ 1 identicky integrdl s (1) a z toho pro
p =0 integrdl (y) odst. IIL PlO m = —1 vSak nabyvdme z té-
ho% vzorce integrdlu

X 2d ‘
/'Vl+#x -2t o __/‘4 (pﬁ_y)a,
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tedy tvaru jiného neZ jest (2), aviak i z tohoto jde pro u =0
integrdl (0) odst. IIL

Pozndmka 2. 7 téhoZ vzorce (1’) odst. IIL. lze si zjed-
nati nékolik zndmych integrdldv.

PoloZime-li tam na pf. » = 3, obdrZime

x™t2dy

‘Z—mdp
1) = )
f (a—cac“)v (a + b2® + ex®)m f dac — (p* — )

a jeli tu b=0,

@) / 2 t2de _ Ap¥dp
$ __ - ——m0
(@ — cz®)V(a Fca®™ - dac—p
Dejme tomu, %e m — — 1, povstane
Va +ezt. [ pidp
® '/ —cx® o= fa— p*’

a polozime-li z? =2, jest zdx = ; dz, i nabyvdme
3 3
W fva+c§ o[ 2
cz 4ac —p°®

apro a=1, c=—1 dostaneme

Vl—za pidp
©) N T o =—2/ g
~ Vzorec (1') odst. III. uvedeme dile ve tvarech obecnéj-
$fch, jichz .poskytuje odstavec nasledujfci.

V. Vzorec (1’) odst. III. piSme v podobé
vty . prmdy
n . o — T ([ — b)2—4 ’
(a — ca™)Y(a + ba" + cx*)m (v ) “

kde souvislost nové proménné p s plvodni proménnou z vyja-
dfuje rovnice

®

® et o - am=ps,
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a daldi vztahy v témZe odstavci byly

(7) a+ o =an(p—b),
©) (a eam) = o™ (p* — by,
(€) (@ — cx™)? = a*[(p™ — b)? — 4 ac].

Zmocnime-li posledni dvé rovnice na mocninu k-tou, bude

(g) %:@“n-b)%,
— n \2k
() Ol — 0 — dac.

Délime-li rovnici (e) rovnici () a integrujeme-li, obdrZime
novy vzorec integralni

2@+ 1)ntm—1 g p" m+1 dp
(l)f f [(p"—b)*—4acp+
(@ — cx?n)2k+l V(a + b +cw2n)m

Klademe-li tu % =0, nabudeme integrdl (1) odst. III.

Zngsobime-li rovnice (y), (§), obdriime

(a + (XD2" )2b+1

() e = (@t

a kdyz délfme differencial (1) rovnicf (9), nabyvdme pak inte-
grujice

@)

2 2(Z%A1)ntm—1 g

(a2 —_ c2x4n)?k+1 V(a + bxn__l_ 0$2” )m

pﬂ%l dp
(p — b)2k+1 [(pn __b)2 — 4ac]k+1

Nésobime-li differencidl (1) rovnici (8), nalezneme



V(@ + bam 1 ety
— (pn —_ bl,2k+lp'n—m——1 dp
- [(p" — b)* —4ac]s+! °

- e R

kde pro viechny integrély (1), (2), (3) jsou % a m &isla celistva,
bud kladnd nebo zdipornd, a ve zvliStnich piipadech poskytuji
fadu integrdld zndmych, které se riznymi substitucemi vyéfsluji.

Pouhy pohled na integrdlni vzorce (1), (2), (3) vede k tomu,
ze m miZe byti téz zlomek m :7—:11. Tu treba, aby byl na pravé
strané integral differencialu racionéiniho, zavésti substityej

p=qm
dp = m,q™dyq,

i musila tedy byti na levé strané, jak patrno, zavedena substi-
tuce

(Va ~+ ban - cx? = gm .
Aby na levé strané v (1), (2), (3) lomeny  exponent pro-
ménné = byl odstranén, tfeba kldsti @ —=2m™. Timto vSak zpi-

sobem zvl43tnf vieobecnosti integrdld téch se nedocili.

(Pokratovant.)
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