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chdz{ ve 4* 25, zapadd v 7% 35 Jakmile vystoupi nad obzor,
zatne osvétlovati byt A a B. Byt B do 8" 53", byt A do
12" 53m,

Odpoledntho slunce byt A nemd, kdezto do bytu B sviti
slunce od 7" do zdpadu.

Byt D jest oziten od 8" 53™ rdno do T* vecer, byt C od
12" 53* do zdpadu. :

Md tedy byt A 7* 35™ B 4* 38~ C 5* 17 a D 10* 7™
slunce. .

4. Sténa md smér SSZ. Kterého dme padne na severni
Jeji stranw w nds posledwi paprsek v 11'],4?

Sténa jest zudzornéna pifmkou Z,. '

Uhel hm,0, = 67'/,°. Polomér sméfujici k hoding 117/,
protind piimku Z, v bodé #; polomér drahy sluneéni = cz.
Kruznice timto polomérem opsand sjednocuje se s kruZnici S,
jiZz vyhovuje 21. Cerven. (Dokonéeni.)

0 trojihelniku, od jehoz kazdého whlu ostatni
dva jsou odecteny.

Pojednave

Vavrinee Jelinek,
professor v Novém Mésté u Vidné.

(Dokongent.)

Rovnice posledné uvedené lze ¢isti takto: Trojmoc strany
obdrzime, ndsobfme-li

1. néktery jeji Gsek dvojmoci sousednfho Useku druhé strany,

2. druhou stranu pifckou této a tdsekem tfeti prilehljm
k strané hledané,

3. odlehly usek druhé strany pfilehlym tdsekem a p¥fickou
treti strany,

4. piicku této strany dolnimi dseky obou druhych stran.

Dle nékterych piedeSlych rovnic poznivdme také, které tfi
piimky na sobé zdviseji, jimiZ tedy trojihelnik urcen neni. Jsou
to tyto skupiny:

10
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1. dle (2) oba tseky a pi{éka téze strany,

2. dle (4) nékterd strana a pficky obou druhych stran,
3. dle (4) dvé strany a hornf isek nékteré z tdchto stran,
4. dle (8) dva hornf tseky a nékterd jich strana.

Posud odvozené rovnice ddvaji vztahy mezi pffmkami né-
kolika druhii; v ndsledujicim sestavime je§té poméry mezi hod-
notami druhu jen dvojiho.

1. Strany a pricky.

Dle prvnfho a tietiho ¢lenu kazdé rovnice v.(3) nalezneme
piicky

be ac ab
(9) d1:~a"v dzzT’ da:T
a tedy jejich pomér
1 1 1
(10) d1:d2:d3:?‘—b_2':?

¢ili, znamenaji-li v, v, a v, vy¥ky trojihelnfka,

2

. . —_— 512 ¢ 2 .
dy:dy:dyg =0} 10} 0],

Z rovnice (4) najdeme
(11) a=Yd,d, b= V‘Tdsa ¢ = Vd,d,.

2. Strany a dscky.
Mimo vysledky rovnic (4):

a=Ybb, =Yec,, b=Vaa, =Yec,, ¢="Vaa, = Ybb,

a rovnic (8)

3 3 3 3
a=Ya, b =Ya,¢*, b=YVb, ¢ = Vb, a,
3 3
¢ = Ve, a; = Ve, b}
najdeme jeSté tyto uméry:
Z 2. a 3. {leni rovnic (4) plyne

a,:b6,=0b:a,
12) @,:0, =CcC:a
b,:¢c, =c:b,
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t. j. dolnf useky dvou stran se maji k sobé jako zvratné tyto
strany.
Ze skupin rovnic v (4):

b* = aa,, a* = bb,, a® = cc,,
¢ = aay; c* = bb,; b* =cc,

vychdzeji Gméry
a,a; = b%:¢%
(13) b, :by = a’:c?
' ¢, ¢, = a’:b?

t. j. useky nékteré strany se maji k sobé jako dvojmoce druhych
k témto usekdm p¥ilehlych stran.

7 prvnich ¥ddek rovnic (8) lze vydisti (arcit pteurtené)
timéry
a,:b, = b®: a’
(14) a;:c, = ¢ :ad
by ¢, = ¢®: b?,

dle nichz se maji horn{ useky dvou stran k sobé jako zvratné
trojmoce téchto stran.

Dosadime-li do imér (13) na misto nékteré strany jejf hod-
notu dle rovnic (4), obdriime uUméry mezi stranou, nékterym
jejim dsekem a obéma dseky strany druhé:

a:a,=c :c, neb a:a, =0b,:b,
(15) b:b, =c¢,:c, b:b, =a,:a,,
c:cl_.—_ba:b1 c:c,=a,:a,;

utinime-li tak téz v umérdch (12), nabudeme Uméry mezi né-
kterou stranou, jejimi Gseky a tsekem strany druhé:

a:a,=0b%:ai, neb a:a,=c}:a;,
(16) b:b, =al:b), b:b, =c}:b%,
cic, =ajc; cic, =bl:cl.
Nahradime-li v kazdé prvn{ fddce rovnic (8) jednoduchého
Cinitele soutind jeho hodnotou z Umér (15), bude kazd4 strana
vyjddfena tfemi uiseky druhych stran, kterézto useky viak nejsou
ni sousednf, ni stejnosmérné:

10*
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C, 5. b a [
az———b::'acxv b‘Z:iCZ:-l (l.:,
i bl a, G,
(17
\ b, . a
c‘:—zl— a: = -2b:.
3 a5

Abychom vyjddFili stranu tfemi sousednimi useky, dosadme
do kazdé tteti Yddky rovnic (8) misto pFieky jeji hodnotu
z rovnic (2) a najdeme

6 ~— 3 2 — a3 2

a® = bib,c; = clc,b;,

6 — pJ— 2

(18) b® = alaye? = cic,a?,
¢® = b2b,a} = aja,b.

Pravidlo v téchto soutinech je ziejmé: Sestou mocninu
nékteré strany obdrifme, ndsobfme-li trojmoc sousedniho useku
nékteré druhé strany druhym tdsekem téZe strany a dvojmoci
iseku ndsledujictho.

Dle rovnice (6) vyjddtime strany jednosmérnymi dseky,
spojime-li ji rovnicemi (4), takto: Do
abc = a,b,c,
dosadme ze (4)

b? a? . at
c=— ab= 3 tedy 6= i
C; 1 1 0y
a obdrzime
a® at
a. 3. =T p— asblcz.
b, " bic,

Z této rovnice a podobnym zpisobem nabudeme

T — 2h4 — 2,4
a’ = a,c;b! = a,bic},

19) b = b,aici = byclal,
¢ =¢,bla; = cab;.

Vyjdeme-li z hledané strany opaénym smérem danych tsekd,
najdeme sedmou jejf mocninu, ndsobime-li usek této strany dvoj-
moc{ Useku druhé a é&tvrtou mocninou dseku tieti strany.

Pozn. Kdo by ze tif ptimek uvedenych v soudinech na 2.,
3. neb 4. fddce rovnic (8) neb ze t¥i sousednich neb ze tif
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stejnosmérnych dsekd sestrojil pfislusny trojihelnfk, naSel by 3.,
6. neb 7. kofen dané hodnoty graficky.
3. Pricky a useky.

Vztah t# piitek k nékterému dseku obdriime z rovnic
obsazenych v (4). Dosadime-li na pt. do rovnic této skupiny
cc, = d,d, neb cc, =d,d,
misto ¢ jeho hodnotu z rovnice ¢® = d,d, téZe skupiny rovnic,

najdeme tu, jakoZ i obdobné:
d:dy,=d;: ¢} nebd :d, =c}:d:,
(20) d.:d, = d: b3, d,:d, =b}: d:,
d,:d, = d} : a}, d,:d; = ai:d:.
Uméry mezi dvéma prickami a Gseky teti strany plynou
z poslednich dvou &lend rovnic (3):
d,:d,=c,: ¢,
(21) d,:dy =0b,:b,,
dy:dy = ay: a,.
Vyjddiime-li ve (12) strany prickami dle (11), obdrifme
iméry mezi pfitkami dvou stran a dolnfmi dseky téchto stran:

d,.d, =a}:b:,
(22) d,:d, = ai:c:,
d,:dy = b*:¢l.

Utinfme-li tak téz v (14), nabudeme tméry mezi pti¢kami
dvou stran a hornimi tuseky tychZ stran:

4. dy = a;: b,
(23) didd =a}:ci,
di:di =b: ¢l

Zbyvd stanoviti vztah jedné pricky k usekim. Ndlezeji-li
useky i piicka téze strané, uddvd jich vztah rovnice (2). Patii-li
useky vice strandm, dluZno rozezndvati seskupenf téchto useki.

ﬁméry mezi ptitkou, nékterym usekem jeho strany a dol-
nfmi dseky obou druhych stran ddvajf druby a étvrty neb druhy
a posledni élen rovmic (3):
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d,:a,=b :¢,neb d :a,=¢,:0,
(24) dy:b, = a,:c,, d,:by =¢,:a,,
dy:c, =a,:b, dy:c,=by:ay.

Z tmér (14) a z trojmoce pitipadnych tmér v (1) na pi.:
b :c*=a:d?=d}:a}

obdrzime vztah mezi piitkou, nékterym usekem jejl strany a
hornimi dseky obou druhych stran:

d’:a?="b,:¢c, neb d}:a; =c,:b,,
(25) d3:b! =a,: ¢, d;:b)=c, :ay,
di:e; —ay: b dy:ci=0b, :a,.
Dosadime-li ve (22) na misto nékteré piicky jejf hodnotu
z 2), obdriime vztah pticky k nékterému iseku jeji strany
a k obéma tusekdm druhé strany, kterd s usekem prvni strany
nesousedi: ‘
¢,:d? =cj:a}, neb b, :d: =0b}:a},
(£6) ¢, di =c¢}: b, a,:d: =a}:b},
byidi =0%:c a,:d: =al:c;.
Utinfme-li tak téZz v dmérdch (23), najdeme vztah p¥icky
ku tfem sousednim tuseklim, z nichZ prvni tato pficka utind:

di:a; =b%:b,, neb d}:af=cl:¢,,
27 ds:bt =aj:a,, d;:bl=c¢l:¢c,,
dS:c: =a}:ay di:ci=0%:b,.

Porovnejme jesté hodnoty téhoz tseku, vypoitené z umér
(24), (26) a (27) v
‘ cidy _ c;di b df

BT e T b

a obdrzfme vztah piitky k stejnodhlému tseku nékteré druhé
strany a obdma dsekdim strany tieti:

di:c; =bl:c;, neb d;:b} =c!:b],
(28) d::a}=ci:a%, d;:ci =al:c3,

dia; =0b}:a; d;: b} =a}:b3.

Abychom nafli vztah p¥itky ke tfem sousednim tsekiim,
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z nichz Zddny pricka tato neutind, vyménfme v dmérich (28)
tret{ ¢len dle dméry (21), na pi. Elen b, v tméfe prvnf takto:

4 4 4 ,2 ,2
_bidy __ bicic;

. b: - d‘ - d‘ [ViZ (2)]‘
tedy
v 05016 s
dl : 2 2 dl ! 1

a obdrzfme takto i obdobnym zpiisobem:

6 .55 — Khd . p3 6. h% — pt o A3
dj:c; =0b}:c;, neb d;:b; —c;:b],
6 o yh —— nd . 3 64 26 —pyd . a8
(29) di:a;=c!:a;, dj:c; —a):ci,
6.5 — B4 .8 6o hS — H4 . J3
d;:a; =>b}:a? ds: b =al:b;.

Pomér pricky ke trem stejnosmérnym tisekiim najdeme,
dosadime-li do dmér (24) na misto v nich obsaZzeného proti-
smérného useku jeho hodnotu z umér (27), vyjddfenou touZe
ptickou. Na pf.: V prvnf tméfe (24) jest dsek b, k ostatnim
tisekim protismérny; jeho hodnota jest ddna touZe piftkou d,
z prvnf tméry (27):

a; bl
bl = @ L,
znf tedy prvnf Uméra v (24):
a; b}
dlzazz—ds 1C,

a spofdddme-li ji, obdrzime, jakoZ i obdobnym zpisobem:

T ¢ g5 — . Tegh — p3.
dl:a,=0b%:¢,, neb dl:a; =cj: b,

(30) d;:b; =aj:c,, ;.0 =cl:a,,
di:c; =aj:b, di:c;=0}:a4.
4. Useky.

Vztahy mezi skupinami t¥f stejnosmérnych a mezi skupi-
nami tii sousednich usekd ddvaji rovnice (6) a (7).

Ze soutini v prvnich tddkdch rovnic (8) obdriime dméry
mezi &tyfmi sousednimi ftiseky, z nichz dva a dva vychdzejf
z jednoho vrcholu :
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. — p2 . B2

a,:a;, =c::b?,

(31) by by =c:a;,
. — B2 2.

61‘62—‘b3'a3v

maji se tedy useky nékteré strany k
dolnich tsekd na ptileblych druhych

sobé jako zvratné dvojmoce
strandch.

Spojime-li Uméry (12) s tmérami (14), najdeme umery
mezi &tyimi sousednimi useky, z nichZz vSak dva a dva ndleZeji

jedné strané:

a,:b, —a;
(32) a;:c, =aj:
b,: ¢, = b}

. h3
103,

3
627

3

g

t. j. horn{ tdseky dvou stran se maji k sobé, jako trojmoce dol-
nich Gsekd na tychZ strandch.

Vztah mezi Gseky nékteré strany a hornimi dseky druhych
stran dajf spojené uméry (13) a (14)

3. 43 — n2 . H2
ay:al =c;:b%,
(38) - bl =ci: a';,
3 3 —— AR2.
el =b':al,

1

t. j. trojmoce tsekd nékteré strany se maji k sobé jako zvratné
dvojmoce hornich dsekd na ptilehljch strandch &ili jako dvojmoce
stejnoiihlych usekl@ na druhych strandch.

Dosadfme-li do (33) za tretf neb Ctvrty clen hodnotu
7z (31), najdeme vztah mezi tfemi stejnosmérnymi uaseky a né-
kterym protismérnym:

T .52 T 3

« pb — 6 — « p
ay:c:=a,:b, neb al:b5 =al:c},
T.a6 — B8 . 7. — 3 . p2
34  bl:ci=bl:al,  bl:al=Dbl:c,
Y AT o R6 —— a3 e g2 T o 6 — o8 . h2
¢l b =c}:a} ciial =ci:b?,

kde ¢len v 7. mocniné znamend tsek protivného sméru.

5. Uhly a primky.

. Pomér strany k nékterému jejimu dseku davd soutin dvou
tmér z (1):

a:b =sin ¢:sin 8,

b:a, =sina:sin g;
tedy
(39)

a:a, = sin’« : sin’g




a podobné
a:a, = sin%x: sin’%, a. t. d.
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Pomdr strany k jeji pritce najdeme téZ soucinem dvou

pipadnych umér z (1):

a:b —sine:sing
b:d, —sine:siny;

tedy
a:d, = sin’: sin §sin p
a podobné
b:d, = sin?8: sin « sin p,
(36) 2 B v

¢: dy —sin’ :sin a sin g.
Ponévadz dle (1) jest
a?:b? - ¢* = sin®e : sin?3 : sin%,

jest dle (10) také

1 1 1
hidyidy =g S sy
neb
(37 d, sin’e = d, sin?8 = d, sin®y.

Dosadfme-li do uamér (12), (13) neb (14) misto poméri
stran poméry thlomérnych funkef dle (1), obdrzime pomér dol-

nfch tdsekd dvou strar.:

a, : b, = sin B : sin «,
(38) b, : ¢, = siny:sin g,
a,:¢, =siny:sinea
neb pomér usekd téze strany:
a, r'a, = sin?B : sin?%,
(39) b, : b, = sin%«: sin%,
. ¢, : ¢, — sin* : sin®g
neb pomér hornich dsekd dvou stran:
a, : b, = sin®p : sin’e,
(40) a, : ¢, = sin’y : sin’e,
b, : ¢, = sin% : sin’g.
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Pomér stejnosmérnych iisekl najdeme takto: Dle (1) jest

o — bsin B __ csiny __asine
2 sine ' ?*7 sing ’ T siny
tedy
a,:b,:¢, = b§inﬂ : c§in7 : asin «
2ot sin « sin B sin y

a ndsobime-li tuto dméru amérou v (1)

b:c:a =sinB:siny:sin«,
obdrzime
" sin?8 | sin’y  sin%a
(41) a,:b,:0, = — D= i .
sin a sing ~ siny

Zde souhlasi dhel v c¢itateli s uhlem tdseku a thel ve
jmenovateli s thlem strany, ku které thel ndlez.

Umér (35) az (41) uzijeme, te§ice trojihelnik, jehoz dvé
pifmky a nékteré této pifmce ndleZejici dhel neb dva thly
a nékterému tomuto Ghlu piislufnd ptfmka ddny jsou. Uméry
tyto jsou vesmés zvldstni piipady véty sinusové.

Jsou-li v8ak dédny dv& pfimky a ttetf dhel, uzZijeme véty
tangentové

tg ‘*;”? : tg a;ﬁ =(a+0b):(a—0b),

do které dle potreby na misto poméru stran dosaditi jest pomér
danych pfimek, abychom nagli ostatnf dva thly. Potiebnou
vyménu provedeme dle rovnic (1). Mimo to lze ddti

a) misto nékteré strany tsek druhé dle (4):

@) g T g 28 = (0 Vaw): (@ — Vaa)
=(a +Va,): Va —Va,)
neb = (Vbb, {-b) : (Ybb, — b)
| = (Yo, +V0): (Yo, —Vb);
b) misto stran pricky dle (11):

@) "t Lo = (Vag, V@) - (i, — V)

=V, + V&) : (Vd; — Vi) ;
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¢) misto stran jejich dolnf dseky dle (12):
(44) tg (fj;— B : tg L‘E—g— = (by + ay): (b —ay);

d) misto stran dseky tfet{ strany dle (13):

45t STP g CoP e Ve
e) misto stran jejich horni tseky dle (14):

o

o) tg <Pt CP = Y a) (8 —Va)

2

Abychom vypocitali thly trojahelnika, jsou-li ddny t¥i
riznym uhldm piislusné piimky, F{dime se dle vzorce

gl = LoDl
OZ“‘ s(s—a)

do kterého dosadime misto stran jich hodnoty, vyjddiené danymi
ptimkami.

7 piftek d, d, a d, najdeme

Nt

1

=)

(47) tg

7

ze sousednich tseki

48) tg _\/(s —Va,) 'S_V“? V(S_:V‘f)?iiﬁ
s Va L s —Vah

ze stejnosmérnych tdseki

(49) \/(s—\/a cl) (s Va"‘b )
s(s— Vb“cz)

kde vSude s znamend poloviéni souet menSiteld,

l\;
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6. Vyseky jsou zbytky stran po odelteni jejich usekid. Dle
této definice jest
e, =a—a,— a,
(60) ¢e —=b—b,—b,

€y =C—¢, — Cy

a dle obrazce na str. 88.

e, =BC—BC, — CB,
=BC — (BC—CC,) - (B,C, }+ CC))
=—B,(C,

e, =AC—AC,— CA,
= AC— (AC—CC,) — (CC, + A,C,)
= —A,C,,

e, — AB — AB, — BA,
— AB — (AB + BB,) — (A,B, — BB;)
= —A,B,.

Vyseky stran jsou tedy vibec zdporny.

Jest vSak vysek také zdkladnou rovnoramenného trojihel-
nfka, jehoz rameny jsou piiéky jeho strany a jehoZ tdhel pfi
zékladné jest roven thlu plivodnfho trojihelnika, leZfctho proti
téze strané. (Viz obraz na str. 88.) Jest tedy vysek

(®1) e, = —2d,cose, e, = — 2d, cos 3, e, = — 2d, cos y

dvojndsobnym primétem piisludné piitky na svou stranu a jest
kladnym, je-li protilehly thel trojihelnfka tupym, neb rovna se
nulle, je-li tento thel pravym. Mize tedy byti jen jeden vysek
kladnym neb miize téZ zmizeti.

Ndsobfme-li kaZdou rovnici (50O) nékterym v ni obsazenym
lisekem, nabudeme, piihlizejice zdroved k rovnicim (3), vatahl
nékteré strany ku ptidce, dseku a vyseku druhé strany:

a’*=d; +b;+be, =d; + ¢+ ce,,
(B2) B =d! +al + ae, = ¢t + g,
¢ = di + a} -+ ae, = di + b3 + b,
a ndsobime-li tytéZz rovnice stranou v nich obsaZenou, najdeme
vztahy mezi v8emi stranami a vysekem nékteré:
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a® =b%+ c¢? -+ ae,,
(53) b* = a®+ ¢* + be,,
¢* = a* + b* - ce,.

7e rovnice (62) ddvaji Carnotovu vétu, v niZ dhlomérnd
funkce nahrazena jest vysekem, shleddme, dosadime-li do nich
hodnoty vysek@ dle (51). Vyznam tietfho ¢lenu v rovnicich (53)
najdeme, ndsobime-li kazdou rovnici (bl) ptislunou stranou
vyseku, piihliZejice zdroven k rovnicim (3); obdrzfmef takto:

ae, = — 2bc cos «, be, = — 2ac cos B, ce, = — 2ab cos yp
a tedy z rovnic (b3) zase Carnotovy véty.

Jiné vztahy vysek@l najdeme je§te takto: Vyska v, troj-
thelntka ABC na stranu a jest zdroveii vyskou trojihelnfka
AB,C,, jehoz zdkladnou jest vysek e, téZe strany. Z prvniho
trojihelnfka nabudeme

v, =bsiny =csinf
a z druhého
&

2

vy, =— —-tga
Z rovnic téchto a jinych podobné sestavenych vychdzejf
vztahy

2bsiny =2csinf = —e¢, tg e,
(54) 2a sin y = 2¢ sin @« = — ¢, tg B,
2a8in3 =2bsine = - ¢, tgy,

dle nichZz kazdd strana jest ddna vysekem nékteré jiné strany.
Abychom nali vztah mezi stranou a jejim vysekem, dosadme
do (51) hodnotu pro piftku z dmér (36) a vzniknou rovnice

2a sin B siny = — ¢, sin e tg ¢,
(55) 2bsinasiny = e, sin B tg B,
2¢sin @ sin f = — e, siny tg .

Vyjddfime-li kone¢né dle umér (1) pomér pkitky v (1)
k nékterému tseku jejf strany pifslu$nymi funkcemi, obdrzime
vztahy tseku k vyseku téze strany:
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. 2a, cos @ siny = — ¢, sin B, 2a,cosasing = - ¢ siny,
(56) 2b, cos Bsine = —e¢,siny, 2b cospsiny =—e¢,sineq,
2¢,cosysinff = — ¢, sine, 2c, cosy sin « = — ¢, sin f.

Porovndme-li jesté soutiny rovmic (51), (D) a kazdé sku-
piny rovnic (56), najdeme zase souvisly vztah (6), doplnény
vyseky a thly:

57) abec = d,d,d, = a. —abe — . 9%% .
(67) abe = dd,d, = abee, = abye, = ¢S @ cOs f3 CoS 7

Reseni nékterych tiloh geometrickyeh.
Zakam stfednich §kol poddvd

Vaclav Jerabek,
professor pfi c. k. vys$i realné Skole v Brné.

L Jest ddn kruh dotykajici se osy OY v poddtku O. Pevnym
bodem P (p, o) vedeny paprsek seée kruh v bodech M, N a osu
OY v bodu Q (o, q). Primky OM, ON protinaji rovnobéZku
vedenouw bodem Q s osou OX v bodech M,, N,. Jaké jest geom.
misto bodi M,, N,, a v jakém vztahu jest kruinice ke geom.
mistu ? -

<o

1
[e)

Obr. 1.

Reseni. BudiZ S (¢, 0) stiedem daného kruhu K,,,, jenZ
mé rovnici '
PO x?—2ax 4 y* = 0.
Znamendme-li
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