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Prispévek ku grafickému rozboru kubickych
' roviic.

Podal prof. dr. F. J. Studniéka.

JakoZ zndmo,*) jsou kofeny rovnice stupné tretiho

x* 4 3px -+ 29 =0 )
vyjddfeny vzorci jednoduchymi
v =u-tv, )
. utv, u—v 3 3)
@ =—2T By, @)
u v AU — v
L3 —— 9 —1 T V3 ) (4)
zavedeno-li oznacenf
s SIS
u=—Vg— Vo' Fp°, 5)
8
v=—Vg+ V& +p* (6)
Pokud jest p >0, znaéf{ odmocnina druhd z vyrazu*¥)
R=g¢*+p?
veliéinu redlnt; jakmile viak p <<O, rovnice (1) tedy jest _‘
x*—3pz )9 =0, )

vyjadfuje se pifslulny vyraz rozdflem

R:q2___p3,

*) Viz M. Pokornj ,Determinanty a vySs{ rovnice“ pag. 46.
**) O pojmu diskriminantnim netfeba se tu zmilovati.
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posttivnim pro ¢q*>>p?
kteryZ jest {nullau » ¢P=pd
negativnim , ¢*<<p?,
takZze v pffpadé poslednfm vytCend svrchu odmocnina znacf ve-
liinu ¢magindrns.

Abychom pak graficky zndzornili vSecky pi¥ipady zde mozné
zobrazme kubickou parabolu, jejiZ rovnice v pravouhlych sou-
fadnicfch jest ,

y = x®— 3px | 2q.

PredevSfm tu patrno, déme-li rovnici tvar

3 2
y:w’[a:——;pﬁ—w—qz],
Ze pro *=-—occ bude y=-—oco,
pro x=-4occ bude y=-+ o,
z ¢ehoZ soudfme, jelikoZ naSe funkce jest naskrze spojitou, Ze

pribéh paraboly jde z — oo do -} oo nullow, Ze tedy jeden
koten rovnice (7) jest redlni.*) .

Abychom pak posoudili, kdy jsou i ostatnf dva kofeny
redlni, zobrazme si kfivku tuto na zdkladé dané jednotky a uréi-
tych hodnot p a g, jeZ zvolme tak, aby ¢ bylo positivnf a zna¢né
vétS nezli p.

Pfedevsim si zjednejme polohu vreholdv a obratniku zndmym
splisobem, fesice totiZz rovnice

gy =382*—3p =0,

dz

T = 6z =0,
takZe z prvnf plyne dvojf hodnota, a to

ze=Vp, z=—YVp,
z druhé pak hodnota jedind
*) Viz Bolzano ,Ryze analyticky dikaz poutky, Ze mezi dvéma hodno-

tami, jet poskytuji opané oznalené vysledky, leif nejméné jeden
reﬂ.lni kofen rovnice.“ Caxwp IX., pag. 1. et seqq.
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x=0;
podlé toho bude tedy mawimalni y neboli
Ya=2(+pVP),
minimalné pak y neboli
¥%=2(q—pVe
a obratnikové y neboli

Yo =29="/, ¥+ Ya),

kdeito soucasné jest, jakoZ snadno se poznd, pifsluind derivace
prvnf
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Zvolfme-li na pf. uréitou parabolu
y=a*—3r-4-4, )

kde# tedy jest p =1, ¢ =2, zjedndme si podlé vzorcl pied-
chézejfcich
Ya=6, y:=2, y=4
6*
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a sestrojfme pak pomocf téchto hodnot édst kiivky na obraze
vedlej$im tahem PP vyznalenou.
A tu patrno, Ze protind osu tsecek jenom v bodé P, takie

= — 0P

predstavuje redlni koten této zvl4Stnf rovnice, an jest zdroven
negativni; ostatnf dva kofeny jsou pak soujemné, ¢emuZ nasvé-
déuje i nd§ vyraz

R=8—-1=T1.

Zmen§fme-li v nadf rovnici obé strany o e, takie bude
y—ae=n=u*—3c+t+4—a,

coz znamend, Ze poSineme osu tuseiek do rovnobéZné polohy
rovnicf
y =

vyznacené, nastane podlé toho, jak velké zvolfme e, celd Fada
riznych p¥fpadd zvldstnich, a to:

1. Vseobecné:

1. Jestli @ <<y;, tedy na pf. « =00,, bude novd osa
iseéek miti polohu O,X,, jiZ naSe parabola protind opét v je-
diném jen bodé redlnim, takZe kubickd rovnice pFislu§nd md
jen jeden kofen redln.

2. Jestli y,>a>y;, tedy na pf. « = 00,, bude novd
osa useCek miti polohu O,X, , jiZ nase parabola protind ve tfech
bodech redlnfch, tak’e ptisluing rovnice bude miti viechny ko-
feny redlnf a to jeden negativn{ a dva positivnf.

3. Jestli y, <& <<ya, tedy na pf. = 00;, bude novéd
osa tsefek miti polohu O;X;, z éehoZ pak soudime, Ze pfislusnd
rovnice bude miti opét vSechny kofeny redlni, aviak dva nega-
tivnf a jeden positivnf.

4. Jestli konetné & > y,, tedy na pf.« = 00,, bude novd
osa tseCek miti polohu O,X,, z éehoZ jde na jevo, %e p¥isludnd
rovnice m4 jen jeden kofen redlnf a to positivnf, kdeZto druhé
dva jsou soujemné.

II. Zvldste pak bude:

5. Jestli @ = y; = 00,, splynou oba positivn{ priseky pa-
raboly s osou tseéek v jedno, takZe pfisluind rovnice bude miti,
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jako v ptipadé 2., jeden kofen negativni a dva positivaf a to
stejné.

6. Jestli « =y, = 00,, protne parabola osu usecek ve
trech bodech redlnich, z nichz jeden jest obratnikem jejim, takie
pifslu$nd rovnice bude miti jeden kofen hodnoty O, pak jeden
positivnf a jeden stejné velky negativni. TyZ vysledek plyne arci
pffmo z rovnice, ana tu m4 tvar

23— 3px =2 (x> — 3p) =0,
poskytujici kofeny

@, =0, z,=+13p, 2y =—\3p.

7. Jestli @ =y, = 00, splynou oba negativn{ kofeny p¥i-
padu 3. v jeden, takZe rovnice bude miti jeden kofen positivn{
a dva negativnf a to stejné.

Predstavime-li si tedy, Ze by se « nepretrZité zvétSovalo,
sezndme, jaky budou miti pribéh prislusné priseky paraboly
s poSinujfcf se osou tsecek.

Sestavime-1i v8echny tyto vysledky v jednoduché schema,
obdrZfme tento pfehledny obraz soumérny :

Kofeny
Podminka redlni .
- soujemné
- | _posit. negat.
a<ly; — 1 2
a : Yi 2 Stej. 1 0
Y <<a<<Y, |2 nest. 1 0
o=y, 1 0 1 0
Yo<< & <Ya 1 2 nest. 0
€=y, 1 2 stej.| O
a>1y, 1 — 2

Pozndmka 1. Ze zvlaStnich pifpadd vynikd, co éfslem b.
a 7. vytéeno, kde jsou dva koteny stejné. PrisluSny bod V,, V:
jest vrcholem kfivky, jeho amalytickou podminkou jest tedy, Ze
derivace prvnf jest hodnoty nullové, z &ehoZ plyne, %e tu diskri-
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minant se rovnd téZ nulle, jakoZ naopak je vidy nullou, ob-
sahuje-li piisluSnd forma bindrnf néjaky faktor kvadraticky;
zdroveir pak patrno, nazveme-li kofeny rovnice (7) krétce wx,,

%, o, , Ze jest
, + @, +a;, =0,

&, @ - 2y - 22, = — 3p,
@ &Ly oy = — 2q,

a tedy ve zvlddtnim pifpadé, kde =, — «,, bude
T3 =—— 2‘731 ) (9)
z; = p, (10)
r =gq, (11)

coZ se i obdrif z rovnice nasf pffmo, snfZfme-li stupei, takie
vznikne jejf pomoci kotenového faktow x - 2z, na dluhy,*)

— 2zyx +- 42} — 3p =0,
kdeZ oba kofeny vyjadiuje vzorec
e == V3 (p—a)),

z néhoZ patrno, Ze budou stejnymi, jakmile dvojznaénd odmoc-
nina stane se nullou.

V tomto pffpadé proméni se naSe rovnice (7) v
x? — 3xix -+ 2¢; = 0, (12)
coZ se také pffmo rozloif v
(x* — 2, + @) (x 4 2x,) =0
a poskytuje dvé rovnice, totiz
x 422, =0,
— 22+l =(@—x)? =0,

majfef vytéené t¥i kofeny realné.

Pozndmka 2. Souvislost vrchold kfivky na’¥f parabolické

*) Tohoto jednoduchého prostfedku uZivé se viude, kde se jinfm spi-
sobem, nezli jest vyznaéen vzorcem (2), dospéje ku pozndnf jednoho
kofene rovnice (1), takZe netfeba pak ani vzorcit (3) a (4).
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s existencf dvou stejnfch kofeniiv a zmizenf hodnoty diskrimi-
pantnf, objasiiuje i prevedeni pffsluSné rovnice kubické na tvar
kanonicky.*)
Jestit tu.Hesse-ho kovariant
H= pz*— qz+p’,
takZe m4-li rovnice kvadraticks

q

x?— L =0

p o TP=

kofeny e, B, a tedy levou stranu jejf nahraditi moZnd soucinem
({E - a) (.’,Il - ﬁ)»

obdrzfme podlé zndmého postupu

A@—a)P+D @—p)? =a*—3pz+q,

kdeZ pomér nezndmych dosund koéfficientiv A : D uréf se pod-
minkou z této stejniny plynouci, totiZ

"Ae+Dg =0,
takZze pak naSe rovnice bude
B(z—a)P=a(@—p)>
co vede ke tvaru
x® — 3apx + af (¢ 4 ) =0,
z néhoZz koneéné plyne, je-li «= @, opét rovnice (12).
Je-li na pf. fesiti rovnici
23—27x 454 =0,

uvaZme, Ze tu platf

p=9 =37

qg=27=33

nade? pozndme, Ze kofeny jejf jsou
=3, w,=3, x=—086.

*) Viz Salmon-Fiedler ,Vorlesungen iber die Algebra der linearen
Transformationen.“ II. Aufl. pag. 196 et seqq.
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