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Vzhledem k odstavci (3) platí 

<p(ť) = m, <p" = 0. 

Z posledních rovnic odstavce 3. obdržíme pro asymptotické 
křivky na konoidech vůbec následující rovnice*): 

a j=BV7Wi 0 = **, z = mx+f(t). 

U konoidů přímých jest řidící přímka kolmá k rovině ři-

dici, tak že m = cotg -^- = 0. 

Rovnice ploch tohoto typu mají tedy formu 

te —y = 0, Z - / ( 0 = O , 

zvolíme-li řídící přímku za osu Z. 
Pro asymptotické křivky na těchto plochách platí pak 

rovnice: 

*=вVrЧ0. y = tø. -=/(*) 

K didaktice veličin komplexních. 
Napsal 

M. Lerch, 
docent při české vysoké škole technické v Praze. 

(Dokončení.) 

5. O nějakém komplexním výrazu pravíme, že zmizí, 
jestliže se rovná komplexu nullovému (0, 0). Pak platí důležitá 
věta, že komposiční součin jen tehdy zmizí, zmizí-li jeden z jeho 
činitelů. 

Abychom to dokázali, pišme a = (a, ď), b = (fi, P') a po
ložme ab = 0, t. j . 

«j3 — «'/?' = O, a/l' -f a'p = 0. 

*) K témuž výsledku dospějeme, dosadíme-li do posledních rovnic od
stavce 4. hodnotu n =z oo, t. j . volíme druhou řidící přímku v neko
nečné vzdálenosti, stanovíce ji zaměřením řidící roviny. 
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Těmto rovnicím lze vyhověti buď supposicí a = 0, neb 
6 = 0; není-li a nullou, pak máme zde dvě homogení rovnice 
o neznámých 0, £', jichž determinant a2 -f- a'2 nemizí, poněvadž 
aspoň jedna z veličin a, a' musí býti od nully různá. 

Rovnicím takovým lze vyhověti pouze hodnotami /S = /J' = 0, 
t j . není-li a = 0, musí 6 = 0. 

Z této věty plyne, že k daným dvěma komplexům a, 6, 
z nichž 6 není nullou, odpovídá jediný komplex hovící podmínce 

a = 6c; 

neb kdyby takové komplexy byly dva, c a c', pak bychom 
měli též 

a = 6c', 

a tedy odečtením 0 = 6 (c — c'), což není možno, ano 6 není 
nullou. Že však skutečně jeden takový komplex c, který pak 

znamenáme -j- (podíl a dle 6), existuje, lze dokázati přímo ře

šením rovnice 

6c = a při a = (a, «'), (6 = /J, 0'), c = (y, y'), 
t. j . řešením rovnic 

p y — P'y' = a 
($'y ~f- 0 y' = cť 

vůči neznámým y, y'; odtud plyne 

«0 + <ťi3' , a'B — a® 
r ~ p2 -f /5'2 ' y ~ /32-f0'2 * 

6. Nebude nyní jasnosti na újmu, když místo „komposice 
komplexů" budu říkati „násobení komplexů", což jest užitečné 
vzhledem k analogii komposice s násobením čísel. 

Pak budeme moci obor komplexů považovati za jaksi roz
šířený obor čísel: lépe řečeno, každý algebraický problém od 
nynějška budeme řešiti v oboru komplexů, a nikoli v oboru 
čísel. Každé číslo (reálné) a nahradíme při tom komplexem 
(a, 0) = aj. Aneb lépe, kdykoli budeme psáti číslo a, budeme 
tím rozuměti nikoli číslo to samo, nýbrž komplex (a, 0). 

20* 
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Tak máme-li kvadratickou rovnici 

(a) ax* + bx + c = 0 

řešiti v oboru čísel, budeme se zabývati jediné následujícím 
požadavkem: určiti komplex (|, rj) = a?, tak aby platila rovnice 

( a , 0 ) ( | , ^ 2 + (b,0)(|^) + (c,0) = 0. 

Výhoda plynoucí z této modifikace problému je ta, že je 
tento vždy řešitelný. Rozviňme symboly na levé straně, i obdrží 
náš požadavek tvar: 

(ft a ( | 2 - n\ 2fr) + b ( | ,,) + (c, 0) = O, 

aneb ve tvaru soustavy rovnic: 

a(£2-V) + 6g + c = 0 
2a& + bri = 0. 

Je-li při tomto řešení r} = O, pak víme, že platí rovnice 

a ( | , 0 ) 2 + b(|,0) + (c,0) = 0, 
čili 

aŠ2 + b| + c = 0, 

t. j . že požadavek původní (a) lze splniti skutečnou veličinou 
x = g. Jestliže naopak ve všech řešeních požadavku (/3) jest rj 
od nully různo, pak je jisto, že nelze stanoviti veličinu (reál
nou) cc, tak aby platila rovnice (a). 

Dá nám tedy uvažování komplexů v případě rovnice kva
dratické vždy určitou odpověď, zda rovnice ta jest možnou, 
a v tom případě podá také řešení. 

Dříve než přikročíme k řešení obecné rovnice kvadra
tické, pojednáme o řešení rovnice zvláštní: 

(í f,)« = (a,6). 

Pšána ve tvaru rozvinutém obdrží ta^o rovnice tvar 

I 1 — q * = a, 2 ^ = 6. 

Z rovnic těchto plynou pak následující: 

*• + (_ ,*) = «, {»(_,») = _ * ! , 
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z nichž soudíme, že I2, — T jsou kořeny kvadr atické rovnice 
realné: 

jr — az r = 0, 
4 

jejíž kořeny jsou 

a+V« 2 + &2 

2 
Z těchto jeden jest kladný a druhý záporný; skutečně má 

býti kořen s = | 2 kladným, s = — rj2 záporným; máme tedy 

M-a+V^ + ť „,--«+V«' + &* 
S — 2 ' 2 ' 

a odtud 

ž = ±y«+v^E ? ,=±y-«+Y^T^. 
Znamení + pro £ jest libovolné, znamení pro ^ se pak 

ustanoví z podmínky 2áty = 6. 
Z toho nacházíme, že požadavku 

** = M ) , t. j . (|l9)» = (o»&) 

lze vyhověti vždy, a to dvojím způsobem: 

x=±\Ya±}Cfá^í+riY=^±Y^±}L]i 

kde s = 1 pro b>0, a s = — 1 pro 6<;0. 
Obě hodnoty pravé strany znamenáme V(a, &)? t&kže po

slední výraz je symbolem dvojznačným. Nyní — když duch 
naší doktríny s dostatek jest jasným — můžeme způsob psaní 
zjednodušiti, vrátíce se ke způsobu všeobecně užívanému, kde 
se píše a ~\- ib místo aj-\- bi neb (a, b). 

Náš výsledek poslední obdrží takto obvyklý tvar: 

v^ъ=±[УЩf+J-+siY-a±X/Щ, 
í 1 pro Ъ > 0, 

kde £ = | . 
pro ò < 0 . 
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Jakožto podstatný výsledek dlužno si zapamatovati, že 
rovnici x2 __ a lze v komplexním oboru vždy řešiti. Totéž uká
žeme nyní o rovnici obecnější: 

acc2 -f- bx ~f- c __ 0, 

kterou patrně lze psáti takto: 

/ i M 2 , 4 a c — b2 

\™+Y) +—4—= 0 ' 
aneb 

i 2 — 4ac (rø+|js
=í 

Poněvadž x jest neznámý komplex, je též komplex 

axj^_ neznámý; tento lze ale vždy, a to jen na dvojí způ

sob ustanoviti tak, aby poslední požadavek byl splněn; a sice 

bude tu 
. h A/b2 — 4ac 

V_________ 
-r značí jíeáVm z obou hodnot dvojznačného 

výrazu; tím jsme obdrželi známý vzorec 

— b -f- \/b2 — 4oc 
X~ 2a 

Není naším úmyslem dopodrobna vyložiti všechny úvahy, 
jež jsou předepsány na školách středních, i domníváme se, že 
čtenáři je nyní jasno, jak by nám tu bylo pokračovati. 

Nám se bude nyní jednati spíše o význam a důležitost 
komplexů pro řešení rovnic. Tak již z elementů této nauky 
známy jsou methody řešení rovnic stupně třetího a čtvrtého, 
a každý ví, že vzorce nalezené pro kořeny těchto rovnic vždy 
udávají všecka řešení: reálná, když rovnice má kořeny reálné, 
a komplexní, jestliže řešení reálná neexistují. Ale význam kom
plexů čili — jak je dále chceme nazývati — veličin komplex
ních pro algebru má svůj původ hlavně v slavné větě D'Alem-
bert-Gaussově, že každá algebraická rovnice 
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вм -|- a^x"-14- aìx
n~s -f • • • + йя-íæ + «» = 0 

má řešení v oboru komplexním. 
Jaký význam reálný bezprostředně pochopitelný má tento 

velkolepý theorém? 
Jdeme-li o krok dále a vyslovíme-li jej ve tvaru, že lze 

levou stranu rovnice psáti jako součin 

\X -—— Xx) [X *^2/ • • • v^ """""* *̂ M/5 

kde cc.4, x2 . . . xn jsou určité komplexy, pak lze větě uděliti 
jednodušší znění tím způsobem, že reálné kořeny*) %, x2 ...xk 

vyjmeme a kořeny komplexní, jež jsou po dvou sdruženy, píšeme 
ve tvaru ax -f- i(tu ax — i(tL; a2 -f- i0%i a2 — i/J2;. . . am~^ť/}W) 

am — ipm\ uvážíme-li, že tu jest 

(a, _ a — ifi) (x — a + ifi) = (x — a)a + (t2, 

pak zní řečená věta takto: Každý (algebraický) polynom 
xn -f- alx

nr-J- + . . . + a^í jehož součinitelé jsou čísla (reálná), 
lze uvésti na tvar součinu činitelů stupně prvého aneb druhého: 

(x — xx) (x—x2) . . . (x — xh) [(x — ax)
2 + px

2] . . . 
.[(*-<) 2 + &J2. 

Jak jednoduchý jest tento tvar theorému, tak obtížný byl 
by jeho důkaz v oboru čísel. Teprve přechodem k veličinám 
komplexním podařilo se podati jeho přesný důkaz. 

Vedlo by nás příliš daleko, kdybychom se měli šířiti 
o dalších vlastnostech veličin komplexních, ačkoli by tu dobrá 
definice logarithmu a funkce exponenciálně nebyla na škodu. 
Nám zmíniti se dlužno toliko o veliké chybě didaktické, jíž se 
dopouštějí mnohé spisy i pro posluchače vysokého učení vydané 
(jako na př. Skřivanovy Přednášky o algebraické analysi) tím, 
že snaží se dokazovati nutnost Gaussova znázornění veličin kom
plexních body v rovině. Nejvíce překvapuje svojí naivností „dů
kaz" následující: Y rovině mějme soustavu pravoúhlých sou
řadnic OX, OY, na ose OX znázorňujme kladná i záporná čísla, 
zejména buď OAz^ + l, O A' = — 1, takže A' leží v levo, A 

*) Komplex (a, b) nazýváme reálným, je-li 6 rz 0. Kdyby a = 0, slul by 
komplex ryzím (ryze pomyslným). 
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v právo od počátku O u vzdálenosti 1 od tohoto. Sestrojme 
pak kružnici poloměru 1 o středu v počátku, která nechť pro
tne kladnou polovici osy OY v bodě B*). Nyní praví autoři: 
Čtverec délky OB musí se dle známé věty planimetrické rovnati 
součinu O A . O A', t. j . ( + 1). (— 1) = — 1, a tedy máme 
OB = V ^ = i-

Ačkoli je samozřejmo, že dedukce podobného rázu pochá
zeti mohou pouze z absolutní neznalosti ducha mathematickóho, 
aneb lépe z naprostého nedostatku logiky, přec nebude od místa 
poznamenati, že tu chyba vězí v tom, že oné známé věty plani
metrické bylo zde zneužito špatnou interpretací: tato byvši od
vozena z podobnosti trojúhelníků, je správnou jediné pro abso
lutní délky, a tedy nelze klásti O A' = — 1. 

Trochu méně naivní a také méně špatnou jest úvaha ob
sažená v citované knize Skřivanově; ona by konečně co do 
ducha **) byla přípustnou, kdyby byl autor dle toho zařídil defi
nici veličin komplexních, jak to učinil Cauchy svým pojmem 
quantité géométrique. 

Při naší definici***) veličin komplexních jest ale nejen ne
možno, nýbrž také nanejvýš zbytečno (a jasnosti škodlivo) do
kazovati Gaussovo znázornění veličiny x-\-iy bodem o pravo
úhlých souřadnicích a?, yt Znázornění to vězí jediné v té okol
nosti, že jak poloha bodu, tak komplex (x, y) — x -f- iy jest 
určen dvěma veličinama x a y. 

Zobraziti (přímo) stopy roviny určené odchylkami 
a, fi od průměten n, v. 

Napsal 

Josef Novotný, 
p r o f e s s o r v K a r l i n ě . 

K přímému řešení úlohy dané vede úvaha tato: Dovolná 
rovina Q určuje s průmětnami JT, v trojkout, jehož hrany A, B, 

*) Ohraz sestrojí si čtenář. , 
**) Nemám po ruce této knihy, abych úvahu i co do detailů sledoval, 

což také jest zbytečno. 
***) Která se v podstatě kryje s onou, z níž vychází většina antoru. 
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