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Obecné kriterium konvergence nekonecénych rad
a integrali.
Nupsal

M. Lerch,
docent deské vysoké Skoly technické v Praze.

1. Literou ¢ («) znamenati budeme vidy kladnou funkei,
kterd v jistém intervallu nekoneéném (a . ..oo) hovi nerovnosti
@ (£) >« a mé kladnou derivaci ¢’(x), jeZ je schopna integrace.
Takovymi funkcemi jsou na pf. 4 1, «* (pro «>1), e

Bude se ndm jednati o podminku, za niZ existuje integral

W JF @) da,

kde f(x) je kladnd funkce, koneénd a schopnd integrace ve
vSech mezich konecnych obsaZenych v mezefe (a ... ).

Podminku nutnou pro existenci integrdlu (1) nalézti nelze,
pokud f(x) jest obecnou funkci. Ale miZeme dokdzati vétu
velmi obecnou, kterd stacf k posouzenf tohoto integrilu takika
ve vSech ptipadech, jeZ se mohou vyskytnouti v applikacich.
Tato véta zni takto:

L. Je-li moZno ustanoviti kladnou integrace schopnou funkei
h(z) a kladnou konstantu w tak, aby v mezere (@ ... ) pla-
tila vidy nmerovnost:

h@) —LE) k(g >p,
pak konverguje (existuje) integrdl (1).

K této vété druzi se jind, jeZ vyjadtuje, za jakych okol-
nostf integrél (1) jisté diverguje (neexistuje). Abychom ji struéné
mohli vyjadfiti, definujme v mezefe (a ... ) fadu velitin
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My < My < My < My <\,

danou podminkami:
L2 (a) é My, My — @ (m0)1 m, — @ (ml)’ my = @ (m‘l)’ tte

_a znamenejme symbolem % (m, ... m, ) hornf mez hodnot
funkce A (z) v intervallu (m, ... m, ;). Pak zni véta druhd
takto:

Il. Existuje-li kladnd a integrace schopnd funkce h (x),
pro niZ diverguje Fada

Z h(m, .. v—l-—l)

=0
a plati-li v mezere (a ... ©) nerovnost

A G
"Overe "=

pak diverquje integrdl (1).
Tyto véty se dokaZi velmi jednoduSe takto:

1. Necht je splnéna podminka véty I, tu miZeme psati
ve tvaru

h(@)f @) —h(9)f () ¢ (@) >pf (@) ¢ @
a tedy bude po integraci v mezich (a ... m), kde m > (a):

[i@f@dz— [L@)f @ ¢ @de>p[f@ @) d

Transformujeme-li druby a tfeti integral substituci ¢ () =2,
obdrzime tvar,

P(m) P(m)
/h(w)f(w) dn— [ 1@ f @) do>p [ f () de,
9(9) P(a)
aneb po kritké redukeci na levé strané:

P(a) P(m) P(m)
h(@)f (@) de— [ k(@) f(z)de>p | f(@)de,
m P(a)
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odkud? pak mdme a fortiori:

o (m) 1 9@
f (@) de << I h () f (x) de.
9(a) a

Jeito funkce £ (x) je kladnd a ¢ (m) roste s m, je patrno,
7e leva strana roste ustavicné s m; ale nerovnost posledni vy-
Zaduje, aby byla obsaZena pod stilou mezf. Ze zdkladni véty
theorie limit plyne pak, Ze tu musi existovati limita

. P(m) ©
im [ f@de= [f() de,
®(a) P(a)

t. j. integrdl (1) konverguje. Zdrovei ale mame hornf mez jeho:
Je totiz

o ~9(a)
@) [r@ =y j h @) f @) da.
P(a)

Poznédmka. Existuje-li limita

r@f@ L T
Jm ['P(w)f(qv) "(‘”)]">~°’

pak odpovidd kaidému e« <<r cislo @, tak, aby pro kazdé
a = a, platila nerovnost (2), kde y =r — .

Nebot z existence limity plyne, Ze musi existovati jisty
intervall (@, ... ), v némZ je funkce uzdvorkovand vétSi nez
r—a.

2. Abychom dokdzali vétu IL, piSme nerovnost, jiz tato
predpoklads, ve tvaru

h(z)f (@) —h(p)f(9) ¢ () =0;

nésobme dx a integrujme v mezich (a ... m), kde m>> ¢ (a);
uzivajice tychZ obratli jako prvé, obdriime nerovnost:

() P(m)
(@) b @) f (@) de — f h (@) f () de = 0.

Ponévadz my => @ (¢), mhZeme kl4sti
19*
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m=m, ¥=0,1,2 ...), naceZ q)(m):q;(m,):m,,+,;
mimo to bude

y4-1
Sr@f@de<him, ... my) ff(x) dx

a tedy obdrZfme z nerovnosti (e)

A 9(a)
ff(w)dac> TGy ) kde A =/ A (x) f (=) du.

Odtud mdme sectenfm pro » =0, 1, ..., k—1:
k—1

ff(w)dac>AZh(m TR

ponévadz pravéd strana dle predpoklddané divergence fady roste
8 k pres vSecky meze, bude téZ integril

T
S @) dz
m’o
pro dosti veliké & libovolné velikym, a tedy nebude existovati

integral (1), ¢.b.d.
2. M4-li funkce f (z) v intervallu (kX ... o) tu vlastnost,
7e neroste na Zidném mfsté zdaroven s x, bude platit nerovnost

v4-1
fO= [f@de=f @+

a tedy
nt1
Zf(v) = f(w) o= f ).
v=Fk v=k-}1

Z téchto nerovnosti soudime:

a0
1. Konverguje-li fada Z S (»), bude

v=0
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e 41
D Fw= [ de,
v—=k k
a ponévadz funkce f(®) je kladnd, musi existovati
41 ®©
lim f f(@)de = [ f(x)de.
=% 2

2. Konvervuje-li integrdl tento, méme nerovnost

[f@ie= 'ffw)
k v—k-1

a odtud plyne konvergence fady X f(v). Tedy midme vétu:
A. Jestlize kladnd funkce f(x) v intervallu (@ ... ®)
nikde neroste, pak ¥ada a integrdl

Nw, [fe e

v=0
zdrovert konvergujé meb diverguji.

Z toho plyne, Ze lze véty 1. a IL. pfeméniti v konver-
gencn{ kriteria fad sestupnych, t. j. takovych fad

©)] Yo~ uy Uy oAU

kde “—uﬂ od jistého mista poéfnaje neprevysf 1.

n

AvSak okolnost, Ze jsme ve vétach I. a II. nepifedpoklé-
dali, Ze funkce f(x) je spojitou, aneb Ze neroste, miZeme
z nich obdrzeti kriteria platnd ¢ pro Fady, jeZ nejsou sestup-

nyme,
Je-li totiz d4na fada (3), zcela libovolnd, miZeme ji pti-
faditi funkci f (%), oviem pretrZitou, tak aby existence integralu

(e o]
f f (x) dx méla za ndsledek konvergenci fady Zw, a naopak.

K tomu staéf voliti na p¥.

[ (@) = upg,
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kde [#] znadf nejvétsf &fslo celistvé obsazené v x, takie v in-
tervallu (n ... n- 1) bude f (%) = ua’
Ponévadz tu
v+41

v

méme
n—1

\(
= [f @ an,
v=—0 0
a tu je tedy patrno, Ze fada a integril zdroven konverguji neb
divergujf.

Méme tedy kriteria nasledujici:

h(x) ——t_ __ h(g)>>u pro konver ence,
@ @ r—— @)>pp g
a
h(@) - — B (§) < 0
¢ (@) u[q’({”)] pro divergenct fady Zu, ,

—_— = 0
lz(m,,...m,,_l_l)
kters dostacujf, nechf fada X w, mé jakékoli zvl4stnosti vzhledem
k sefadéni ¢lend.
VytknémeZ nékteré pifpady zvlastnf.
a) Volme ¢ () ==-}1, takie pak [p(x)]=[«z]+1;
- pfSeme-li kromé toho & (x) = ai,, kde a,, o, a,, ... jest dand
posloupnost kladnych veli¢in, budou naSe podminky zniti:

U] a > u pro konvergenci,
U1 (=0 pro divergenci,

Q)

predpokladaje, Ze v druhém pifpadé Fada 2%— diverguje [zde

v
voleno m, =k, tely m,=k-+1, my=Fk-42, ... takie
h(m, ... m, ) znaéf velitinu ayt,).
Je patrno, Ze lze tyto vysledky vyjadfiti ndsledujici vétou
Kummerovou :
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Rada 2 u, konverguje, lzeli ustanoviti kladné veliging u;
@y, @y, Qg ... tak, aby od wréitcho mista poinaje platila ne-
r0VNOSE

Up
G Un — Qp41 > u.

Rada ta vsak diverguje, plati-li pri divergenci Fady E% ne-
“n
r0ovNost :

Un

ay — Qn41 é 0.

Un41

Ve zvldstnim pripadé, kdy existuji limity ndsledujici, ob-
drzf tyto podminky tvar:

lim (an * ——a,.+1)>0 pro konvergenci
n—ow +1
lim (a,, — Gn 41 )< 0
n=e il pro divergenci.
1
J—=o
an

Specialisovanim veli¢éin a, obdrifme odtud celou tadu
kriterii zndmych. Na pif. kriterium Raabeovo pro a, =mn:

lim = (- — > 1 pro konvergenci
n=o \ Unt1 <<1 pro divergenci,

které jest z nich nejzajimavéjsi.
b) Volme A (x) =1, pak mime podminky:

@ (@) f(p) << pro konvergenct
f (@) =1 pro divergenct

fady Z f (v), kde o :ﬁ}-‘ je pravy zlomek., Pri tom bud pro

danou fadu X wu, znaél f(x) veli¢inu u(, aneb jest f(z) funkef
Elesajici, ktera v tomto piipadé mizZe téZ byti spojitou. Ve
zvlaStnfm piipadé, kdy existujf limity nédsledujici, mame pod-
minky:
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lim % () f(p) <<1 pro konvergenci
e=n J(2) > 1 pro divergenci
fady 2 f (v).
Toto kriterium objevil rusky mathematik p. Ermakov ;*)
. ono vycerpavd nejzajimavéjs{ i nejuZitecnéjsf ¢dst naSich theo-
rémi I a II, a je ze vSech zndmych kriterif nejplisobivéjsfm.
Volme na pf. @ () = e*; pak m4ame kriterium

lim e*f (¢) <1 pro konvergenci,
z=» Jf(x) =1 pro divergenci.

Pfi volbé ¢ (r) =21 méme tu nejzndméjSf kriterium
Cauchyovo vztahujicf se k vyrazu lim f—i’:—“

n

744 se, Ze pro funkce @ (z), jeZ rychleji rostou, obdriime
téz citlivéjsf kriteria. Tato citlivost vSak nenf tak znacnd, jak
se zdd na prvy pohled. P. Ermakov ukdzal na pt., Ze funkce
@) P.@)=9(@), 9@ =P (%), -.. Pu(@) =9 (Pr)
maji stejnou citlivost pro konvergencnf otdzku; t. j. vede-li
jedna z téchto funkef k uréité odpovédi, vedou k nf téZ ostatni;
to plyne z néasledujicf dvahy: Jeito

9, (@) = ¢ (9) ¢ (2),

méime .
9, @) f(9) _ 9'(9) f(9s) ¢ @) f(9)
f@ — f@) )
a tedy o)
9@ f(Py) 9 ()f(9)]*
i P00 = [ £ [

Podobné ukdZe se

im 2@ (@) [hm '(w)fwn]s
A ) e F@ ]

| . = g virazem lim ¥ @S @)
atd. Pravé strany jsou zdrovei —<—1 8 vyrazem lim F@)
a tedy neposkytujf nic nového.

*) Bulletin des Sciences mathématiques, sv. IL, a pak 2. serie sv. VIL
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Abychom ucinili malou applikaci, znamenejme 1 (2) FeSenf
rovnice z = @ (x); bude pak nutné ¥ (z) <<z Pomocf této funkce
sestrojme fadu

N 1
Z Py (a+»)’
»—0
znamena4-li
. Py () =2 P () Py () P53 () ... Y1 (%) . Py ()",
kde s je realné, a
Yo =9% @), ¥ =v), ¥, =v @), .

Tu bude ndm dle Ermakova vySetfovati vyraz

A=Y @Ff @) _ ¢ @) P,
- f@ Py, (9)s
avSak

Y(p)=wx, P (p)=v(@), ¥ (@)=1v, (), ...
takze

V(@ =9..9 @), (®) ... Yp2(®). Pp1 ()
a tedy mdme

A — ‘P, (m) '[’k (x)"
P (®) P (@)=

Klademe-li ¥ (x) =z, obdrifme x = ¢y (2), a tedy bude

A=Y _ 2
P @@)] PP’

a vSe zdlezf na lim A. V piipadé ¢ (x) = ¢* mame na ptiklad

=0

8

A= é(—:—z_T),— a tento vyraz jen tehdy nenf o pro z— oo, je-li

s>1, a sice bude pak limA —=0, kdeito pro s<1 by
limA = .
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