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Obecné kriterium konvergence nekonečných řad 
a integrálů. 

Napsal 

M. Lerch, 
docent české vysoké školy technické v Praze. 

1. Literou q> (x) znamenati budeme vždy kladnou funkci, 
která v jistém intervallu nekonečném (a . . . oo) hoví nerovnosti 
<p (x) > x a má kladnou derivaci <p'(a?), jež je schopna integrace. 
Takovými funkcemi jsou na př. x -|- 1, ar (pro x > 1), ex. 

Bude se nám jednati o podmínku, za níž existuje integrál 

(i) / / ( * ) * » , 

kde f(x) je kladná funkce, konečná a schopná integrace ve 
všech mezích konečných obsažených v mezeře (a . . . oo). 

Podmínku nutnou pro existenci integrálu (1) nalézti nelze, 
pokud f(x) jest obecnou funkcí. Ale můžeme dokázati větu 
velmi obecnou, která stačí k posouzení tohoto integrálu takřka 
ve všech případech, jež se mohou vyskytnouti v applikacích. 
Tato věta zní takto: 

I. Je "li možno ustanoviti kladnou integrace schopnou funkci 
h(x) a kladnou konstantu p tak, aby v mezeře (a . . . oo) pla­
tila vždy nerovnost: 

h(x) K*) -ft(y)> fi1 

<P'(K)f{<P) . -
pak konverguje (existuje) integrál (I), 

K této větě druží se jiná, jež vyjadřuje, za jakých okol­
ností integrál (1) jistě diverguje (neexistuje). Abychom ji stručné 
mohli vyjádřiti, definujme v mezeře (a . . . oo) řadu veličin 

19 
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WQ < mi < m 2 < m 3 < • • . 

danou podmínkami: 

9) (a) ^ m0, wt = <p (m0), 7n2 = 9 (mx), m% = 9 (w2), . . . 

a znamenejme symbolem h (mv . . . mv+í) horní mez hodnot 
funkce h (x) v intervallu (mv . . . w v + 1 ) . Pak zní věta druhá 
takto: 

II. Existuje-li kladná a integrace schopná funkce h (x), 
pro níž diverguje řada 

Z^j h(mv . . . mv 1 t) 
v—0 

= 00 

a platí-li v mezeře (a . . . 00) nerovnost 

<Př(x)f(<P) 

pak diverguje integrál (1). 
Tyto věty se dokáží velmi jednoduše takto: 
1. Nechť je splněna podmínka věty L, tu můžeme psáti 

ve tvaru 
h (x)f (x) -h(<p)f (<p) <p> (x) > p / (<p) <p> (x) 

a tedy bude po integraci v mezích (a . . . m), kde m > <p (a): 

/

m pm pfn 

h (x) f (x) dx — I h (<p)f (op) op' (x) dx > ft / / (op) op' (x) dx. 
a a a 

Transformujeme-li druhý a třetí integrál substituci op (x) = z, 
obdržíme tvar, 

/

m p<p(m) pV{™) 

h (x)f(x) dx — I h (x)f (x) dx>p i f(x) dx, 
« tp(a) cp(a) 

aneb po krátké redukci na levé straně: 

/

<p{a) ~q>(m) »<p{m) 

h(x)f (x) dx — Jh(x)f (a?)dx>pj f (x) dx, 
a m cp(a) 
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odkudž pak máme a fortiori: 

Mm) 1 n<p(a) 
J f (x) dx < —J h (x)f (x) dx. 
<p(a) 

Ježto funkce f(x) je kladná a (p (ra) roste s ra, jepatrno, 
že levá strana roste ustavičně s m; ale nerovnost poslední vy­
žaduje, aby byla obsažena pod stálou mezí. Ze základní věty 
theorie limit plyne pak, že tu musí existovati limita 

limy f(x)dx=z Jf(x)dx, 
cp(a) <p(a) 

t. j . integrál (1) konverguje. Zároveň ale máme horní mez jeho: 
Je totiž 

(2) J f(x) dx^-Jh (x) f(x) dx. 
qp(a) a 

P o z n á m k a . Existuje-li limita 

pak odpovídá každému a -< r číslo a0 tak, aby pro každé 
a = % platila nerovnost (2), kde [i = r — a. 

Neboť z existence limity plyne, že musí existovati jistý 
intervall (a0 ... co), v němž je funkce uzávorkovaná větší než 
r — a. 

2. Abychom dokázali větu IL, pišme nerovnost, již tato 
předpokládá, ve tvaru 

h(x)f(x) — h(ff)f(ip)^(x)^0; 

násobme dx a integrujme v mezích (a . . . ra), kde ra > <p (a); 
užívajíce týchž obratů jako prvé, obdržíme nerovnost: 

r<p(<*) r<p(m) 

(*) J h (x)f (x) dx —J h (x)f(x) dx ^ 0. 
a m 

Poněvadž ra0 > <f (a), můžeme klásti 
19* 
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m = mv1 (v = O, 1, 2, . . . ) , načež <p(m) = <p (mv) = mv+l; 
mimo to bude 

m i H m i A 

h (x) f (x) dx<h (mv . . . mv+l) I f (x) dx 
m m 

v v 
a tedy obdržíme z nerovnosti (a) 

rmv+i A /»9>(*) 
I f(x) dx > -r-í - , kde A = / h (x)f(x) dx. 

t h(mv...mv+1)
 J 

v 

Odtud máme sečtením pro v = 0, 1, . . . , k — 1: 

mk k-1 . 

f(x)dx>k y ,- r 7 - r ; 
J w ^h(mv... mv+1) 
mo rzzO 

poněvadž pravá strana dle předpokládané divergence řady roste 
s k přes všecky meze, bude též integrál 

J><*> dx 

pro dosti veliké k libovolně velikým, a tedy nebude existovati 
integrál (1), c.b .d. 

2. Má-li funkce / (x) v intervallu (k . . . co) tu vlastnost, 
že neroste na žádném místě zároveň s #, bude platit nerovnost 

v-\-l 

f(v)szff(*)dx^f(v+l) 
V 

a tedy 
» sm+l n+1 

J^f(v)^Jf(x)dx^J^f(v). 
v=zk k irzzk+1 

Z těchto nerovností soudíme: 
oo 

1. Konverguje-li řada / . / ( v ) , bude 
vzzO 
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v^> * r t t + 1 

v~k Je 

SL poněvadž funkce /(#) je kladná, musí existovati 

lim I f(x) dx = I f(x) dx. 
W=Q0 í. k 

2. Konvervuje-li integrál tento, máme nerovnost 

/

,<*> n-f-l 

f(x)dx^j\f(v) 
k v=zk+l 

SL odtud plyne konvergence řady 2?/(v). Tedy máme větu: 
A. Jestliže kladná funkce f (x) v intervallu (a . . . co) 

nikde neroste, pak řada a integrál 

2/и //(*)*» 
vzzO 

zároveň konvergují neb divergují. 
Z toho plyne, že lze věty I. a II. přeměniti v konver-

genční kriteria řad sestupných, t. j . takových řad 

(3) U0 + Ux + % + . . . + ^ n + . . ., 

kde — — od jistého místa počínaje nepřevýší 1. 
un 

Avšak okolnost, že jsme ve větách I. a II. nepředpoklá­
dali, že funkce f(x) je spojitou, aneb že neroste, můžeme 
z nich obdržeti kriteria platná i pro řady, jez nejsou sestup­
nými. 

Je-li totiž dána řada (3), zcela libovolná, můžeme jí při­
řaditi funkci /(cc), ovšem přetržitou, tak aby existence integrálu 

/
co 

f(x)dx měla za následek konvergenci řady Suv a naopak. 
a 

K tomu stačí voliti na př. 

f(x) = u[x]i 
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kde [x] značí největší číslo celistvé obsažené v x, takže v in-
tervallu (n . . . n •+ 1) bude / (x) = un-

Poněvadž tu 

/

v+l 
f(x)dx = uv, 

máme 

/ ,uv=Jf(x')dx> 
v—0 0 
V\ 

a tu je tedy patrno, že řada a integrál zároveň konvergují neb 
divergují. 

Máme tedy kriteria následující: 

h (x) — , / ^ h (w) > u pro konverqenci. 
y(x)\<p{x)-\ 

9 (x) %>(*)] 

h(mv... m^) 

\pro divergenci řady 2u/v\^ 

která dostačují, necht řada Euv má jakékoli zvláštnosti vzhledem 
k seřadění členů. 

Vytkněmež některé případy zvláštní. 
a) Volme w (x) = x -f 1, takže pak [w (x)] = [x] + 1; 

píšeme-li kromě toho h (x) = a w , kde a0, ax, a2, . . . jest daná 
posloupnost kladných veličin, budou naše podmínky zníti: 

u[x] ) > [i pro konvergenci, 
— a w + 1 S ^ Q 

1 

a[x] iň*m ~ a w + 1 í < 0 pro divergenci, 

předpokládaje, že v druhém případě řada 2 — diverguje [zde 
av 

voleno m0 = &, tedy mt = i + l, TT̂  z=r & -f- 2, .. . takže 
h(mv . . . m ^ , ) značí veličinu a^+v\ 

Je patrno, že lze tyto výsledky vyjádřiti následující větou 
Kummerovou: 
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Rada ŽJ uv konverguje, lzeli ustanoviti kladné veličiny /te; 
a0, ax, a2, . . . tak, aby od určitého místa počínaje platila ne­
rovnost : 

un ^ 
ďn 8*4-1 > f*. 

«%fl 

J?acřa řa vsaí; diverguje, platí-li při divergenci řady S— ne-
an 

rovnost: 

Mn ^ * » n 

an a»-i_i :S. U. 
Wn+l ~~ 

Ve zvláštním případě, kdy existují limity následující, ob­
drží tyto podmínky tvar: 

lim lan — (*n+i I > 0 pro konvergenci 
nrroo \ ^M-[-l / 

lim lan — a M + i ) < 0 
n=» \ n+i / ^ p r Q d i v e r g e n c i . 

2; — = oo 

Specialisováním veličin an obdržíme odtud celou řadu 
kriterií známých. Na př, kriterium Raabeovo pro an = n: 

iimj___i\ >;pr° 
n=oo \W»+1 / < 1 P r 0 

konvergenci 
divergenci, 

které jest z nich nejzajímavější. 

b) Volme A (a?) = 1, pak máme podmínky: 

(př (x)f (qp) < (i pro konvergenci 
f (x) ^ 1 jwo divergenci 

řady 2f(v), kde 9 = 7 - 7 — je pravý zlomek. Při tom bud pro 

danou řadu 2Juv značí /(a?) veličinu u^, aneb jest/(#) funkcí 
klesající, která v tomto případě může též býti spojitou. Ve 
zvláštním případě, kdy existují limity následující, máme pod­
mínky : 
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. tp' (x) f (cjp) < ; 1 pro konvergenci 
a-,* / (x) > 1 pro divergenci 

řady Zf(v). 
Toto kriterium objevil ruský mathematik p. Ermakov; *) 

. ono vyčerpává nejzajímavější i nejužitečnější část našich theo-
rémů I a II, a je ze všech známých kriterií nejpůsobivějším. 
Volme na př. <p (x) = ex; pak máme kriterium 

.. exf (ex) < 1 pro konvergenci, 
- = a 0 f(x) > 1 pro divergenci. 

Při volbě <p (x) = a? -f-1 máme tu nejznámější kriterium 

Cauchyovo vztahující se k výrazu lim - ^ . 
un 

Zdá se, že pro funkce 9 (#), jež rychleji rostou, obdržíme 
též citlivější kriteria. Tato citlivost však není tak značná, jak 
se zdá na prvý pohled. P. Ermakov ukázal na př., že funkce 
<p (a>), <p2 (x) = <p (<p), 9>3 (x) = <p (<*)2), . . . <ph (x) = <p (<pk^) 

mají stejnou citlivost pro konvergenční otázku; t. j . vede-li 
jedna z těchto funkcí k určité odpovědi, vedou k ní též ostatní; 
to plyne z následující úvahy: Ježto 

máme 

a tedy 

<p\ (x) = <p' (<p) 9f (*). 

y; («)/(%) _9y(y)/ftg«) »'(*)/(?) 
/(*) " f(<p) /(«) 

1=00 / » L«=- / ( ^ J 
Podobně ukáže se 

*==-, / (X) L *=Q0 J \ X ) A 

> . <- 1. <P' i3 3) ifOř') 

atd. Pravé strany jsou zároveň = i s výrazem lim y f í L * 

a tedy neposkytují nic nového. 
*) Bulletin des Sciences mathématiques, sv. IL, a pak 2. série sv. VIL 
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Abychom učinili malou applikaci, znamenejme ý (z) řešení 
rovnice z = tp (x); bude pak nutně ^ (z) <C z. Pomocí této funkce 
sestrojme řadu 

OD -j 

2-1 V. (a+ -").' 
vz=0 

znamená-li 

^ (os), = x i\> (x) $2 (x) tf, (a?) . . . #*_-. (a) . ^ (#)', 

kde s je reálné, a 

ty2=il> (ty), il>3=tl> ( * a ) , !ř4 = * ( ^ s ) , . •. 

Tu bude nám dle Ermakova vyšetřovati výraz 
A - g* (*)/(¥>) - 9'(*) **(*). . 

- f{x) - !Pi(9)f ' 
avšak 

* (SP) = ®, ^2 (<P) = * 0*0. ^3 (<ř) = ^ 2 0*0, • • • 
takže 

Vk (y)3 = q>.x.^(x)^2(x) ... ý^ (x) . ̂ _ i (x)9 

a tedy máme 

A _ 9>' 0*0 »* 0*0' 
g>(») ^ - 1 ( Í B ) * " 1 * 

Klademe-li ^ (se) = 2, obdržíme se = <ph (z), a tedy bude 

A _, 9ř Wk (z)] z9 

9(y*(«)]' sK*)-1 ' 
a vše záleží na lim A. V případě <p (x) = ex máme na příklad 

ař=roo 

Zs 

A = nET-iji" a ^nto v ý r a z J e n tehdy není oo pro z = co, je-li 
s > 1, a sice bude pak lim A — O, kdežto pro s ^ 1 by 
lim A-.-.: 00. 
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