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Eine Bemerkung zur Gitterpunktiehre.
Vojtéch Jarnik, Praha.
(Eingegangen am 27. Januar 1940.)

Es seir > 4 ganz; S, sei die Menge aller Punkte a= (a(V,...,a®”)
mit a® >0, ..., a" > 0. Fir a € 8, 2 > 0 sei Vs(z) das Volumen
des r-dimensionalen Ellipsoids aWu,2 + ... 4+ a®u2 < 2, 4,4(z) die
Anzahl der in diesem Ellipsoid Hegenden Gitterpunkte (%, . . ., %),

Pa(2) = o) — Va(z), Ma(z) = 6{ P%(y) dy.

R, sei die Menge aller a e S; mit rationalen Koordinaten oV, ..., a/.
Fiir jedes a € S, sei 4, die Menge aller Werte von a®u,2 + .. .4 a®u,?
fiir ganzzahlige u,, ..., %, sodaB ‘A; keinen Héufungspunkt im
Endlichen besitzt. Es gilt: T

I. Fiir jedes feste a ist Py(x) (und offenbar auch Mg(z)) als
Funktion von « in jedem Punkte x > 0 rechtsseitig stetig.

II. Ist b e S, und liegt x, > 0 nicht in 45, so ist Ps(x,) als

. Funktion von a im Punkte b stetig. :

ITI. Sind > 0 und b e S, gegeben, so gibt es in 8, eine:
Umgebung U von b, soda Ps(y) im Gebiet 0 < y < «, a e U be-
schrankt ist. . ' . A

IV. Ist a € R,, so sind alle Zahlen von A, rational. .

V. Mgy(z) ist bei festem x eine stetige Funktion von a.

I bis IV sind klar. V folgt So: ist 2 > 0, as—> @, so ist die
Folge Pq,(y) fiir 0 < y < « nach III gleichmiBig beschrinkt und
strebt nach II fiir fast alle y gegen P4(y). Daraus folgt bekanntlich

JPoiway—> [ Pa?(y) dy. .

VI. Es ist _
im it S50 > 0, limswp T <0y )

1) V. Jamianath. Zeitschr. 88 (1931), 62—84,

Casopis pro plettvéni matematiky a fysiky. 5 - o7




und fiir » > 4 auch

VIIL. Fiir @ € R, ist
lim inf =22/ “(”‘) > 01 (3)
N =00
und fiir r > 4 auch
3
hm 1nf f-f,(—ll <0< hm sup P;"(xz ) . (4)

VII1I. Es’ glbt eine Menge N,C S,, die alle Punkte von S,
mit Ausnahme einer Menge vom Maf Null enthilt, sodaB fiir
edes a e N, gilt4)

Ma()
ll!;l=S°:lp ar+3 (log x)3r+3
Ich mochte nun auf eine in der Punktmengenlehre iibliche
Weise zeigen, dall es solche a gibt, fiir welche Pq(z), M,(x) die
nach (1), (2) groBtmoglichen Schwankungen ,fast erreichen
(rechnerische Beweise einiger verwandten Sétze liegen bereits vor):

Satz. Es sei r = 4 ganz, f(x)— o fér x— oo. Dann gibt es
wn S, eine Menge B mit folgenden Etigenschaften:

E,. Die Menge S, — B ist von erster Kategorie (in S,), also
ist B micht leer. _

E,. Fir'a e B gilt:

< oo. o (B)

a( ) P Ma(2) P
lxm 1 BUP - f(x) = oo, hfli,nf 2 (log 2" F8f(z) 0
und fur r > 4 auch .
hm 1 sup “( ) - f(x) = 4+ oo, hm mf :'(xl f(z) =— .
Bewels Fur k=1,2,... sei 01, die Menge aller a €S, zu

welchen es eine lrratlonale Zahl 2 und im. Faolle » > 4 noch zwel
weltere irrationale Zahlen ¢, « gibt mit

x>k, M,”_“f’ f@)> &
t> k,-t'::—itl—f(t)>k;u>k P;,(“f f(u) < —E.

?) V. Jarnik, Bull. Internat. de 1’Acad. des sciences de Bohéme,
1928, 1—10; oder V.. .Jarnik,- Math. Annalen 101 (1929), 136—146 und
V. Jarnik und A. Walfisz,. Math. -Zeitschr. 82 (1930), 1562—160.

% Z. B. Jarnik, Math. Zeitschr. 27 (1927), 154—160.

‘) V. Ja.mik, Msth. Zeitschr. 83 (1931), 85—97.



Weiter sei Dy die Menge aller @ € Sy, zu welchen es ein w mit
Ma(w) 1

wi +1 (log w)?r+38 f(w) <7

gibt. Jeder Punkt von R, ist nach I, (3), (4) ein Punkt von Cj

und zwar nach II, IV, V ein innerer Punkt von Cj; jeder Punkt

von N, ist nach (5), V ein innerer Punkt von D;. Also (da R,, N,
dicht in 8, sind) enthalt Cj und ebenso D eine in S, dichte offene

Menge. Setzt man B = 1_[ CiDy, also S8, — B = i (S, — Cx) +
k=1 k=1

w>k,

+ z (Sr — Dy), so sind S, — Cy, Sy — Dy, also auch S,— B von

erster Kategorie. Weiter hat B offenbar die Eigenschaft E,.5)

Ich habe hier den Beweis dieses Satzes gegeben, da ich diesen
Satz in der Einleitung einer anderen Arbeit ohne Beweis ange-
filhrt habe. In jener Arbeit habe ich folgenden Fall untersucht:

r=1r 41y 1 26,7,2>6,0 > 0,0, >0, %1 irrational, (6)
. 2
W =...=a" =g, a"t) = . =a =0, = (7)
sodafl es sich um Ellipsoide

oy (U4 o+ w ) F oy (U2t . W) S
handelt. Es seien L2 a Z (v=1,2,...) die positiven Naherungsbriiche

&
von =2 und man setze
Xo

. . Qo+ 1m0\’
2= Min (r, ), H() =22, WM‘“(I’( e ') )

vm,n

wobei (bei festcm v) m bzw. » iiber alle positiven Teiler von p,
bzw. g, lauft. Und ich zeige: x"“l H(:c) stellt M,(z) so genau dar,

daB
A s Mq(z ) Mo(z)
0 <hf_1;nf_xr_1ﬂ( )<hi1_1_:upx, T H(z )

In einer dritten Arbeit untersuche ich P4(z) selbst und zeige
unter anderem (unter denselben Voraussetzungen (6), (7)): es

%) In B liegen auch Punkte (a(),..., a(r)), welche fiir keine ganz-
zahligen ¢, 5, . . ., 6, den Beziehungen a,(‘)c1 + ...+ a(')c 4 ¢y =0,
lal+..o+ e | > 0 geniigen; denn die Punkte, welche 1rgendemer

solchen Bedmgu.ng geniigen, bilden auch nur eine Menge erster Kategorie
(Vereinigungsmenge von abzéhlbar vielen Hyperebenen).
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_ 'sei >0, 0 < p < 1; dann gilt fiir alle z, die groBer als eine nur
von 7y, ra, &, &, €, p abhéngige Zahl sind: es ist

| Pa() | < atr—1++ |/ H(z)
und es gibt zwei Zahlen z, 2, mit pr <z, <z, pr< < w,
Pu(2)) > 2t 1 VH (1), Palary) < — aptr—1— VH ().

Die verhiltnismaBig einfache Gestalt von H(x) erlaubt uns,
verschiedene Schliisse iiber ihren Verlauf zu machen; die Beweise
der angefiihrten Sdtze sind aber ziemlich kompliziert.

*
Poznamka k teorii m¥iZovych bodid.
(Obsah predeslého &lanku.)

Je-li 7 celé > 4, znaéi-li Po(z) obvykly miiZovy zbytek pro
. x
elipsoid aMu,2 + ... + a®u? < z, je-li dile [ PoX(y) dy = Ho()
0

a je-li koneéné& f(x) - + oo pro > + oo, potom existuji systémy

a=(aW,...,a?") (a® > 0), jez maji vlastnost vytéenou v E,;
ony systémy, jez tuto vlastnost nemaji, tvoii dokonce pouze
mnozinu 1. kategorie.
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