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Eine Bemerkung zur Gitterpunktlehre. 
Vojtäch Jarnik, Praha. 

(Eingegangen am 27. Januar 1940.) 

Es sei r ^ 4 ganz; Sr sei die Menge aller Punkte a = (a(1),.. .,a(r)) 
mit a(1) > 0,. . ., a(f) > 0. Für a e Sr, x > 0 sei Fa(#) das Volumen 
des r-dimensionalen Ellipsoids aP^Urf + . . . + a^i^2 5^ x, Aa(x) die 
Anzahl der in diesem Ellipsoid liegenden Gitterpunkte (%, . . ., u,), 

Pa(x) = Aa(x)— Va(x), Ma(x) =--/ Pa
2(y) dy. 

o 
.Kf sei die Menge aller ae Sr mit rationalen Koordinaten aw , . . . , a(f). 
Für jedes a € Äf sei Aa die Menge aller Werte von af^u^ + . . .+ a^itr2 

für ganzzahlige uly. . ., uf, sodaß A« keinen Häufungspunkt im 
Endlichen besitzt. Es gilt: 

I. Für jedes feste a ist Pa(x) (und offenbar auch Ma(x)) als 
Funktion von x in jedem Punkte x > 0 rechtsseitig stetig. 

II. Ist b € Sr und liegt xQ > 0 nicht in ^, so ist P«(sb) als 
Funktion von a im Punkte 6 stetig. 

III. Sind x > 0 und 6 e #f gegeben, so gibt es in Sr eine 
Umgebung U von 6, sodaß Pa(y) im Gebiet 0<y<x, a*U be
schränkt ist. 

IV. Ist a € Br, so sind alle Zahlen von 4a rational. 
V. Ma(x) ist bei festem x eine stetige Funktion von a. 

I bis IV sind klar. V folgt so: ist x> 0, an-> a, so ist die 
Folge P0n(y) für 0 < y < x nach III gleichmäßig beschränkt und 
strebt nach II für fast alle y gegen P*(y). Daraus folgt bekanntlich 

lPanHy)dy^fPa
2(y)dy.. . ;. . 

0 o. 
VI. Es ist 

... . tMü(x) „ ,. J-fa(#) ,v /** 
hm uif - ^ > 0, hm sup - ^ < oo*) (1) 

*) V. Jarník, Math. Zeitschr. 88 (1931), 62—84, 
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und für r > 4 auch 
I imBupi-5gi<co . - ) " (2) 

£=00 X2 . 

VII. Für a e JüV ist 

l i m i n f ^ ^ > 0 i ) (3) 

und für r > 4 auch 

l i m i n f § g < 0 < ] i m S u p ^ g . 3 ) (4) 
VIII. Es gibt eine Menge NrCSr, die alle Punkte von Sr 

mit Ausnahme einer Menge vom Maß Null enthält, sodaß für 
jedes a € Nr gilt4) 

,. Ma(x) ^ /KV 

hm sup , r , . .. . . , , < oo. (5) 
«... #*r+* (log a)3r+3 

Ich möchte nun auf eine in der Punktmengenlehre übliche 
Weise zeigen, daß es solche a gibt, für welche Pa(x), Ma(x) die 
nach (1), (2) größtmöglichen Schwankungen „fast" erreichen 
(rechnerische Beweise einiger verwandten Sätze liegen bereits vor): 

Satz. Es sei r ̂  4 ganz, f(x)-+ oo für x-> oo. Dann gibt es 
in Sr eine Menge B mit folgenden Eigenschaften: 

Ex. Die Menge Sr — B ist von erster Kategorie (in Sr), also 
ist B nicht leer. 

E2. Für acB gilt: 
•. Ma(x) • . . . , . . , Ma(x) 

hm sup —-rV- f(x) = oo, hm mf : v / = 0 
, *J.OO -af-1 «=00 z*f+-(loga)3f+8/(a;) 

tmd für r > 4 aucA 

lim sup — £ § - /(*) = + oo, lim inf J™ f(x) ^ _ ^ 
3 = 0 0 ^ a « — oo •*'a 

Beweis. Für k = 1, 2 , . . . sei (7* die Menge aller a e Sr, zu 
welchen es eine irrationale Zahl x und im. F«Jle r > 4 noch zwei 
weitere irrationale Zahlen £, u gibt mit 

t> *, ~^-f(t)> k u> k,-^-f(u)<-k. 
a) V. Jarník, Bull. Internat, de PAcad. des sciences de Bohéme, 

1928, 1—10; oder V. Jarník, Math. Annahm 101 (1929), 136—146 und 
V. Jarník und A. Walffež, Math« Zeitschr. 32 (1930), 152—-160. 

*) Z. B. V. Jarník, Math. Zeitschr. 27 (1927), 154—160. 
4) V. Jarník, Math. Zéitschr. 83 (1931), 85—97. 
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Weiter sei Dk die Menge aller a e Sr, zu welchen es ein w mit 

1 Ma(w) 1 
^ ' W» + l (log w)**+*f(w) ^ k 

gibt. Jeder Punkt von Rr ist nach I, (3), (4) ein Punkt von Ck 
und zwar nach II, IV, V ein innerer Punkt von Ck; jeder Punkt 
von Nr ist nach (5), V ein innerer Punkt von Dk. Also (da Rr> Nr 
dicht in Sr sind) enthält Ck und ebenso Dk eine in Sr dichte offene 

Menge. Setzt man B = Yl CkDky also Sr — B = V (Sr— Ck) + 

00 

+ y {$r— Dt), so sind Sr— Ck} Sr— Dk, also auch Sr— B von 
J c = l 

erster Kategorie. Weiter hat B offenbar die Eigenschaft E2.
5) 

Ich habe hier den Beweis dieses Satzes gegeben, da ich diesen 
Satz in der Einleitung einer anderen Arbeit ohne Beweis ange
führt habe. In jener Arbeit habe ich folgenden Fall untersucht: 

r = rx + r2, rx ^ 6, r21> 6, (xx > 0, ot2 > 0, — irrational, (6) 
oc2 

a<D = . . . = a<'-> = «x, a^+D = . . . = a<f> = a2, (7) 

sodaß es sich um Ellipsoide 
«1 K * + • • • + ^ 2 ) + *2 K + l 2 + • • • + ^r2) ^ » 

handelt. Es seien — (v = 1, 2, . . .) die positiven Näherungsbrüche 
qv 

von —i und man setze 

wobei (bei feste m v) m bzw. n über alle positiven Teiler von p9 
bzw. q9 läuft. Und ich zeige: xr~ml H(x) stellt Ma(x) so genau dar, 
daß 

_ ^ v . . J-fa(z) ^ v üfa(a;) ^ 

In einer dritten Arbeit untersuche ich ?a(x) selbst und zeige 
unter anderem (unter denselben Voraussetzungen (6), (7)): es 

•) In B liegen auch Punkte (od),. . ., a(*)), welche für keine ganz
zahligen cQ, C19 . . ., cr den Beziehungen er1'^ + . . . + a cr + c0 = 0, 
| c 1 | + - . . + | c f | > 0 genügen; denn die Punkte, welche irgendeiner 
solchen Bedingung genügen, bilden auch nur eine Menge erster Kategorie 
(Vereinigungsmenge von abzählbar vielen Hyperebenen). 



s e i £ > 0 , Q <L ju < 1; dann gilt íur alle x, die gróBer als eine nur 
von rl9 r2, <xl9 «2, e, p abhángige Žahl sind: es ist 

| Pa(x)\ <x^1^]fH(x) 
und es gibt zwei Zahlen xv x2 mit jux <i xx <i a;, //# <̂  ,r3 <1 a:, 

P«(*i) > ^ - i - yS^T), Pa(z2) < - x?-i~< VS(Í ) . 
Die verháltnismáBig einfache Gestalt von £ř(íc) erlaubt uns, 

verschiedene Schlusse uber ihren Verlauf zu machen; die Beweise 
der angefuhrten Sátze sind aber ziemlich kompliziert. 

* 

Poznámka k teorii mřížových bodů. 

(Obsah předeš lého článku.) 

Je-li r celé I> 4, značí-li Pa(x) obvyklý mřížový zbytek pro 
X 

elipsoid aMux
2 + . . . + a ( f ) V <£ x, je-li dále / Pa

2(y) dy — Ma(x) 
o 

a je-li konečně f(x) -> -f- co pro x -> -f- °°> potom existují systémy 
a = (a^\ . . ., a(r*) (a^ > 0), jež mají vlastnost vytčenou v E2; 
ony systémj', jež tuto vlastnost nemají, tvoří dokonce pouze 
množinu 1. kategorie. 
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