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SASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY- A FYSIKY

8AST MATEMATICKA

(0] raclonélném kanonickém tvaru line4rnf substxtuce.
K. Petr, Praha.
(Doslo dne 24. za¥i 1939.)

V nésledujicim budu uvaZovati linedrni substituci (resp. line-
arnf vztahy mezi proménnymi z;, X) tvaru

Xf = a‘l'lxl + al‘zxz + o .. + AinZn, i = l, 2, .. ',\n; (l)

Pro tuto substituci byl podén racionidlny kanonicky tvar;
jednoduchym zplisobem odvodil jej v poslednich letech L. E. Dick-
son. Vyklad o tom najde dtenéf v jeho ,,Modern Algebraic theories*,
které pod titulem ,,Hohere Algebra‘‘ vysly v némeckém pieklad®
(r. 1929); viz str, 80 a nésl. tohoto piekladu. NeZ postup Dicksoniv
Ize je¥té velmi podstatné zjednodusiti; ve tvaru, ve kterém na cit.
misté byl podan, neni tak snadno pifstupny porozuméni; obtiZe
zejména pifi jeho postupu vznikajici nuti autora my3lenkovy
pochod z velké &isti pouze naznadovati. Zavedenim operadntho
symbolu, ktery niZe oznaluji- pfsmenem A4, stivaji se velkeré
avahy jasné, zcela elementédrni a ziskdvajf na struénosti.

L

Nejprve zavedu nékteré predpoklady a oznateni. Cisla ag v (1)
necht jsou prvky télesa (komutatwniho) K. Obecné budou viecka
¢fsla v nasledujicim uZivand a znadena pomoci pismen a,b,c, d
prvky télesa K. Pismena pak z, y, z budou znaky pro proménné
linedrnich forem v nésk. se vyskytu]fcich

Matici &sel ag v (1) oznadfme A; jednotkovou. matici n-tého
stupné E'*) Determinanty n-tého stupné z matice 4 resp. matice -
A — AE znaeny budou |4 |, |4 —AE|. Obdobné oznadeni ne-
budou v nisledujfcfm zevrubngji vysvétlovina, Déle necht znadf-

[2] matici o )ednom sloupcz a n Fédefch; v ¥idku i-tém necht se

0. %) E bude v pozdsj¥fch odstavcich znatiti jednotkovou matici i ]mych
stipitfi; o ktery stupeit ph tom Jde, snadno se pozné z vyrazu, ve kterém Jest
oznaden{ to poumo '
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nachézf z;; obdobny vyznam maji [X]. [¢] atd. Pak vztahy (1) Ize

-psdti ve tvaru _
‘ [X] = A[2]. W)
Transformace proménnych, jez v (1) budeme provadéti, jsou
pro x a X kogredientni; t. j. obé fady x, X se transformuji touz
linedrni substituci. Na pi. klademe
[#] = C[y] a soudasné [X] = C[Y]. (2)

kde C jest matice Gisel ¢y, 1. A =1.2,....n a |C| & 0. Touto
substituci se zm&ni (1) ve vztahy ‘

[¥] = Bly], kde B = C—14C. 2')

Determinant | A — AE | jest polynom n-tého stupné v para-
metru A. Explicitné jej budeme vypisovati a znaditi ve tvaru

(— 1) [A* — @pd™! —a, A2 — .. — A — a,2%] = (— 1)» f().).

Obydejné se ve &lenu posledmm zdvorky na levé strané (t. j..
v — a,A%) &initel 2° potladuje tim, Ze se klade A° = 1; k vili zjedno-
duéem vykladu nasl. to viak nebudu &initi.

Nejvétsi spoleéns mira vSech subdeterminanti stupne n—1
v determinantu | A— AE | budiZ polynom . stupné n — v para-
metru 1, oznadime ji f,(1) stanovice soudinitel p¥i A»—* rovny -1.
' Polynom tento jest délitelem mnohoélenu f(4) a lze tedy psati

() = fi(A) g'(A), kde g'(A) = A — bpAr—1—. .. — bA—b,A0; (4)
pfi tom ovSem jest s’ &fslo celé > 0. JestliZe n = &', klademe f,(4) =
= A°=1 a jest f(2) = g'().
Netieba snad ani podotykati, Ze mnohodélen f(4) jest invariantni
vidi linedrni transformaci (2), nebot z rovnice (2') nasleduje téz
B—JE=C1A—ME)C atedy | B—AE|=|A—E|.
Rovnéz f,(A) jest invariantem; to vyplyva ze vztahua
B—JAE=C1(A4—AE)C, A— AE = C (B— AE) C—1,

ze kterych nasleduje na podkladé znamych vét o determinantech, ze
- determinant r-tého stupné utvoieny z prvki matice B'— AE jest
¢ linedrnf formou determinant r-tého stupné utvofenych z prvka
matice 4 — AE, a naopak. Jsou tudiZ také mvananty polynomy
f(A), r=1,2,3,... kde f(4) jest nejvétsi spoleéns mira subdeter-
minanti v ]A —AE | stupné n — r.

Operace 4, o kterou v nasledujicim se budu opfrati, vztahuje -
. & na lineérni formy proménnych z;; ]est defmova.na rovnicemi

Axi = agz, + Ay + . .. + agmzp, 1= 1,2, . '(5)
A(cr«) ¢ A,
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A(eyzy + 62::,"2 + oot Catn) = ¢ A2+ Axy + .. - Cq Ay,
Na Ax; lze opét provésti operaci 4; obdriime A(Adx;) = A%x;.
Obdobné jasny vyznam maji operace A3x;, Adx;, ...; 4° znaditi
bude operaci identickou, pro kterou tedy A% = x;; 4° miZeme
. bez zavady nahrazovati 1 a jakoZto &initel vynechavati. Dale budiz,
znadime-li pii proménném A mnohodlen

dgA™ + d,Am—1 - ... 4 dpA® znakem (1),
@(4) L = dy A™L + dy AL + ... + duL, L linearni forma v z;.

V disledku piedchazejiciho jest, je-li v(4) jiny polyndm v promén-
né 2 a y(A) = @(2) p(4) = p(4) ¢(2). 1(A) = p(A) + (2).

v(4) [p(4) L] = 31(4) L = ¢(4) [y(4)] L,

definice soudinu operaci ¢(4), y(4);

@(4) L + p(4) L = y5(4) L.

definice souétu operaci ¢(4). p(4).
Pro operace vyznadené symboly ¢(4), p(4) jest tedy definovino
s¢itani a ndsobeni a jsou platny pro tyto dva tkony tataZ pravidla
jako pro sditini a nisobeni polynomu o jedné proménné s koefi-
cienty v K. Nasobeni_dvou operaci ¢(4), p(4) znaéi tady oviem
sled t&ch operaci v libovolném pofadku po sobé provadénych na
linearni formy v ;. ’

Na zdkladé symbolu 4 lze psiti (1) ve tvaru

Xi=Ax. i=12...n ‘ (6)

Spoéfva. tedy operace 4 provedena na formu L v podstatd v tom,

ze se ve formé L proménné z; nahradi proménnymi X; vztahy (1)
definovanymi.

Rovnici (1) lze déle dati tvar A
[4z] = A[2]. - (7)
ze které, nahradime-li v ni z vyrazem Az, nasleduje ihned
[4%2] = A?[2] a stejné [A%z] = A%[z]; obecnd [Ara] = A'[z]. (7)

Jelikoz proménné y definované rovnicemi (2) jsou linearnf formy .
proménnych x;, podriuje operace 4 i vzhledem k proménnyrm y
sV vyznam a jest odividné :

dy; = Y;, 1=12...,n
aneb v oznadeni maticovém
[Ay] Bly], kde B = C—1A0
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. II.
Rovnici (1) mizeme (se zietelem k (6)) psiti ve tvaru

A%y + %y + ...+ (@s— A) Zi+ ...+ CGinZy =0, (17)
1=12...,n

Oznaéme v determinantu | A — AE |, ktery jest mnohodlenem
v A4 stupné& n-tého a rovnym (— 1) f(4) — viz (3) —, minory, jeZ
%&;ti"f k prvkim prvého sloupce po fadsé ¢,,(4), gxu(4), .. ., gm(4).
ovedme pak na (1”) operaci g;,(4); obdrzime
@y pu(4) z1\+ appa(d) 2+ ...+ (@i— A) py(A) x4+ ... +
Fanpp(d) 2y =0, 1=1,2,...,n
Séftame-li tyto rovnice podtem n. dostaneme v dusledku elementar-
nich vét o determinantech
(— 1*f(4) z, = 0 aneb f(4) 2, = 0.
Stejné dostavime
fA)yz=0; i=1,2,...,m (8)

Koeficienty, jez pfi provadéni operace 4 na proménné x; se vysky- .
tuji, twoif matici 4. Stejné koeficienty, jez se pfi provadéni operace
“f(4) na x, s =1, 2,. .., n vyskytujf, tvoli matici; tato matice jest

patrng f(A4)*) — klademe pii tom 4° = E. Ma-li viak byti sp]néno
- (8), musi tato matice byti matici nulovou a jest tedy

f(4) =0, (8
pH demZz O na pravé strané této rovnice znaéi matici nulovou
(kvadratickou, n-tého stupné).

"~ Kdybychom svrchu mifsto, abychom nésobili rovnice (1%)
minory ¢, (4), ndsobili témito minory délenymi nejv&tsi spoleénou
- mfrou viech minori piislusnych k elementim determinantu

| A— A4E | — kterouito spoleénou miru jsme oznadili svrchu -
- fi(4) — byli bychom dostali obdobn&
g'(4) ¢ =0, pfi tom f(4) = f,(4) . g (A) L;2,..,mn (9)

_.m které’ nasledu]e stejné : . .

_ g'4)=0. (%)

: Dokéieme pak, Ze existuje polynom stupng s-tého g(}.) takovy,

e ]8011 splnény rovnice

_ g(4) x5 = 0, 1—1,2,..., H (10)

. pHi SemZ neni Zidny polynom stupné niZ8iho ne% s, ktery by mél
tuto vlastnost. Dale, e k tomuto polynomu lze sestrojiti linedrni

*) Viz rovnice (7).



formu L(z) proménnych z;, pro kterou sice jiz v disledku (10) jest
platna rovnice g(4) L(z) = 0, aviak neni Zddny polynom stupné
niZ8tho nez g, pro ktery by byla platna obdobnéa rovnice.

- Nejprve jest patrno, Ze — je-li Ly(z) libovoln4 linedrni forma
proménnych z; s koeficienty z télesa K — v fadé forem

Ly(x), ALy(%), 42Ly(%), . . ., 4XLy(x). .

jest jenom koneény pocet na sobé hnearné neza,v1s1ych (ne]vyse n)
Budtez tedy formy ,

Ly(2), ALy(x), A°Ly(%). . . .. 4""Ly(x)

na sobé linearné nezavisly; forma vSak A7L(z) na vypsanych line-
arng zavisla, takze jest

ArLy(%) = ¢, A™1Ly(x) + cr—1 A™2Ly(2) + ... +

i + 2 4 Ly(%) + ¢ Ly().
Pak jest platny vztah ' .
hy(A4) Ly(z) = 0, kde hy(4) = A" — 41— ... —c, 4 —¢, (11) .

a neni polynom stupné niz8itho neZ r, pro ktery bdobny vztah byl
splnén.

Polynom 7%,(4) jest polynom ne]mzélho stupne, pro né]z vlast-
nost (11) ]est platna, a budeme Fikati, Ze hl(}.) prislu k L,(x)
aneb téz, ze L,(x) prislusi k hy().*) Kazdy jiny polynom h().),
pro ktery h(A) L,(z) = 0, jest odividné délitelny A,(4). '

Ze hy(3) phislusny k L,(x) mé soudasnd s L,(z) soudinitele -
z télesa K, jak oznadenim byle vytknuto, jest v disledku znamych
vét o determinantech bezprostfedng patrno. O koeficientech line-_
arnich forem (a tudiz i prfsluénych k nim polynomu) v tomto
odstavei dédle v Gvahu branych &inim rovnéZ -pfedpoklad, Ze jsou
vesmés v télese K.

Déle lze tvrditi: Piislusi-li Ly(x) ku Ay (2)a L,(a:) ku h,().), kde
hy(A) a hy() jsou bez spoleéné miry, pak IL,(z) + Ly(x) pHsluii -
k hy(4). hy(2). Nebot z predpokladu nasleduje, Ze hy(4).hyA4).

v (Ly(x) + Ly(z)) = 0; prisludi-li tedy L,(x) + Ly(z) ku hk(2), jest
- h(4) délitelem souéinu hy(2) ky(2); t. j. A(A) = B'y() B'5(1), kde A'y(A)
resp. h'y(4) jest délitelem polynomu A,(A) resp. hy(A) a jest tedy
'1(4) 1'o(4) [Ly(z) + Ly(x)] = 0 téZ by(4) &’ z(A) [Ly() + Ly(z)]= .
= Iy(4) h'y(4) Ly(x) = 0; jelikoz pak dle posledni rovnice k,(4).
- h'y(4) jest délitelno hz().), jest nutné A'y(1) = hy(4) a obdobnd
h'l().) hy(2), ¢imZ véta dokazina.
Aviaki kdyZ polynomy k,(4), hy(4) pn’.slusicf k linedrnim formém
L,(x), Ly(x) maji spoleénou miru, lze na zéklade Ly(), Ly(x) sestro-

*) Budeme, aby polynom A;(4) pi‘islu§ny k Ly(x) byl Jed.noznaéné sta- ,
noven pfedpoklé:datl, Ze koeflcxe,gt Pri nejvyssi mo::mné parametru 4 jest 1.
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jiti linedrn{ formu L,(x), jeZz patif k nejmen‘s'irhu spoleénému na-
sobku polynomii Ay(4), hy(4). BudiZ nejv. sp. mira téch polynomi
m(2); pak hy(2) = I(A) m(2), h(2) = hy(R) m(2); Py(3) & hy(2) jsou
bez spoleéné miry. Rozlozme m(/l) operacemi shodnymi s témi, jez se
pouivaji pti hledani spoleéné miry dvou polynomu, ve dva faktor)
my(4), my(4). V prvém necht se nachézeji viecky v K irreducibilni
faktory z m(4), jez d&li téz hy(4); v druhém pak vSecky irr. fakt., jez
jsou t_éi_ v hy(2). Ty irreducibilni faktory z m(1), jeZ nedéli ani 4,(4),
ani Ay(4), budteZ na pi. vesmés v m,(4). Utvoiime potom tyto dvé
linearni formy

Ly(z) = my(4) Ly(z), Ly(2) (x) = my(4) Ly();
prvni pat¥i k polynomu k() m,y(A), drubd k hy(2) my(A). Oba tyto
polynomy jsou bez spolené miry a pat¥ tudiz L,(x) + L,(x)
k polynomu () hg(A) my(A) my(A) = hy(A) hy(A) m(A), coi jest nej-
mens&f spoleény nasobek polynomu 4,(2), ky(4); oznaéme ten nisobek

ey

hy(2). Jest tedy hy(A) polynom co nejnizsiho stupné, pro néjz sou-
dasné platd

hy(4) Ly(z) = 0, hy(4) Ly(x) = OA

a k némuz pifsludng linesrni forma existuje a jest Ly(x) = Ly(x) +

-+ Lya).
Timto zptisobem postupu]lce vychazxme od nejjednodussich
linearnich forem x,.,, 2y, . ..; #,. k nim% necht postupné patii

polynomy g(1), (1), g®(4). . . .. g(4); dospéjeme tak k poly-
nomu ¢(A),*) pro néjz plati (10) a k linearni form& L(x), jez patii
ku g(1); polynom g(2) jest polynom nejnizifho stupné, pro néz jsou
spinény (10) a jest g(A) nejmensi spoleény nisobek mnohodlenit
g(A), gA(2), . . ., g™(4).

Béhem vyvodi vlastnich dospéjeme k vysledku, Ze polynom
g(2) se shoduje s polynomem g’(4) ve (4) definovanym.

Polynom g¢g(1), k némuZ jsme dospéli, vypisovati budeme
explicitné ve tvaru :

Cg(A) = A — bt — by A2 — . —byi— b2 (12)

III.

Obritime se nyni, kdyZ -jsem vylozil potiebné pomiicky,
k transformaci linedrnich vztahu (1) kogredlentni linearni substi-

. ‘) Na.pfed sestrojime na podklad® z,, z, linedrni formu, jeZ patfi
k nejm. sp. nés. polynomi gO(A), g(4). Kteto linedrn{i formd pﬁbereme T,
& sestrojime linedrnf formu, je% pat¥{ k nejm. sp. néas. g)(4), g®(4), g(’)(l)
K posledni linearni form& ptibereme z, atd. Zpravidla postup se zna&né

- zjednodudi, Je-li na pf. gW(A) = g®(1) = ... = gln(4), lze za lmeémi

formu L(z) zvoliti na pf. z, anebo jinou proménnou
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tuci za proménné z resp. X. PouZijeme k tomu cfli linedrn{ formu
L(z) sestrojenou ke konci pfedchoziho odstavece a patiici k poly—
nomu g(4). Zavedeme téchto s novych proménnych y:

= L(z), yo = AL(2). ys = A°L(2). . . ., ys = A*~'L(z). (13)
Proménné Y,,Y,, ..., Y, dostaneme z vyrazli pro y,, ¥s . . ., Y

kdyz v nich misto z; zavedeme Xj; t. j. kdyZ na tyto vyrazy pro-
vedeme operaci 4; obdriime

Y, = AL(2)."Y, = A2L(x), Yy = A3L(x), . . ., ¥, = A*L(x).
Tim ziskame mezi ¥,, ..., Y;a ;. . ... ¥, tyto vztahy
» Yi=pYo=9s. Vs=yp.... Y1 = ys
Y, = bly; + by, + ... + bsys. (14)

Posledni vztah jest vypsani vztahu g(4) L(z) = 0 v jiném tvaru,

Linearni formy proménnych x; v (13) pro y,, Yos - - = Ys jsou
na sobé linedrné nezavisly v dusledku predpokladu, Ze g(2) ptislusi
k L(z), a jest tedy aspoii jeden determinant s-tého stupné z matice
soudinitelt téch linearnich forem rt‘lzny od nuly, necht to jest deter-
minant obsahujici souéinitele pii z,. Ty, - . Nésledkem toho
muiZeme &,, X, . . ., Xs vy]adntl pom001 x,+1 :c,+2 . Zny Y15 Yo
.+« Ys Ze vztaht pak (1) miZeme proménné z,, «,, . . x_, a rovnéz
proménné X, X, ..., X,, pro né& jest platno stejné vyjadfeni
pomoci X,iq,..., Xy Y, .... Y, eliminovati a obdriime touto
transformaci novy tvar pro rovnice (1). Prvych s rovnic tohoto
tvaru jest vypsano ve (14). Zbyvajicich » — s rovnic (jez dosta-
neme, dosadime-li do poslednich n — s rovnic (1) za z,, x,, . . .. 2,
VYTazZy V Tggi. ... Tn. Yys . . - Ys) Ma pak tento tvar )

XU-H' = c"ilyl -+ c'iz?/z +...+ G,is?/a + bj1x¢+1 + b;‘le+2 + ...+
+ bjn—stn, j=12.....n—s. (15)

Piislu$né vyrazy pro Ay, .... 4y, Axs41, ..., Az, dostaneme
z (14) a (15'), piSeme-li tam misto Y, ..., Y, X,4; po fad® praveé
Ay, o . .y AY,, ATy y;.

.- Rovnice (15°) Ize v8ak djle transformacemi linedrnimi zjedno-
dufovati. Kladme nejprve

Typj = X'y + c nys—l a tedy X0+7 = X' s+ + c nYa—l =
—'X,.,_‘,—I-c,,y., 1=12...,n—s;
rovnice (18') ziskaji ihned tvar (j =1,2,...,n)
Xyrj=cqah + e+ ... + .
+ ¢"je—1Ys—1 + bpa's 41 + bjex’in2 +...F bjn—eT'n,
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v nich% se nevyskytuje jiz y, Zcela stejné odstranime po Ffadé
Yo—1; Yo—2s « - s Yg, Y3 Lak dospé]eme koneéné k proménnym, ]ez
" oznadime y,.; resp. Ye4y, j=1.2,...,n—s, které jsou viziny
rovnicemi tvaru

Yirs = Cotiys + biaYas1 + b12ys+2 + .o bia—yns (157)
: i=12..,n—s.

Av¥ak soudinitel Cs+j PIi y; v této rovnici ]est nutné rovny nule;
nebot y,4+; jakoito linedrni forma wx;, z,,...,@&s hovi rovnici

9(4) ¥4+ =0 a

A?/¢+f = Y,4j = Cotsth + (yc+l, Yss2e o« s Yn),

A2Ypy5 = Coti¥s + (Y1s Ys+1s - - o= Yn)s + « -

Ay 1 = Cotitfs—1 + (Yo Yoo - - o> Ya—2s Yat1. - - 2 Yn)s
AYssi = Cotitya + (Y15 Y25 - + > Y15 Ys+1: Y242, - - 5 Yn)-

Dosadime-li pak tyto vyrazy do rovnice g(4) y,4; = 0, dostaneme
vztah ‘
A Cs+3Ys + (yl’ Yas o+ o Ya—1, Ys+15 Ya+2. - . - yn) = 0.

Pii tom kulaté zivorky znamenaji linedrni formy proménnych -
v nich se nachdzejicich. JelikoZ viak ¥, %, . . ., ¥a jest n promén-
~ nych na sobé& linearnd nezawslych jsou soudinitelé pii jednotlivych
proménnych v posledn{ rovnici vesmés rovny nule a tak jest

C+j=0proj=12...,n—s,
¢imz dostdvame konedny tvar rovnice (15”)

Yl+i = bjlyo+1 + bjeYfer2+ ... + bj,n—nym 1=L2..,n— 8615)
. Tak jest proveden linedrni substituci rozklad zdkladnich rovnic
poétem n ve dvé skupiny rovnic. V prvni (14) vyskytuji se na levé
i pravé strand proménné y, ¥ o indexech 1, 2, .. ., 8. V druhé (15)
_ jsou pak na obou stranich proménné o indexech s + 1,s + 2,...,n.
Prvé4 skupina (14) mé pro nés tvar definitivni, rovnéz i druhé (15),
jestlize matice &isel by, 7,k = 1,2, ..., n— s jest tvaru cE (kde E
-jest jednotk. matice st. n — s); neni-li v8ak matice ta toho tvaru,
pak se zfetelem 'k tomu, Ze systém (15) se-lisf od (1) pouze tim
(nehled® k oznadeni), Ze misto 7 nastupuje jakoito podet rovnic
¢islo n — s, Ize na (15) uZiti vysledku prave docfleného a takovymto
zpisobem tak dlouho postupovati, aZ bud dospéjeme k matici
tvaru cE; aneb pfevedeme viech n proménnych na definitivni tvar,
‘ve kterém se soustava rovnic rozpada na nékolik skupin, v nichz
zé.vislosti na obo'u stranéch jsou upraveny dle vzoru skupiny ve (14)

‘systému (16) jest piwedevéim nutno nalézti mnohoélen 7:(3) splnu]ici
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n — 8 rovnic ‘
91(A)?/t+5=0 1=L2.. ,n—s (16)

sV

rovnice
g(4) yr = 0, L=1,2,,_,’

tedy téZ i rovnice (16), kdybychom v nich misto g,(4) psali g(4);
‘musi tudiZ g,(4) byti délitelem mnohodlenu g(4).

Vedle toho nez vyslov1m kone&ny vysledek, zavedu pro strud-
nost nékterd oznadeni. Matici soustavy rovnic (14) oznadim M,;
m4 tento tvar (vypisuji je k vili zfetelnosti pro pnpad 8 = 5)

- 0,1,0,0,0

Determinant s-tého stupné piislusny k této matici jest (— 1)*—14,.
Matice jest hodnosti s-té, je-li b, & 0. Je-li b, = 0, jest hodnosti
s — 1. Charakteristicky determinant k této matici prisludny (t. j.
determinant | M,— AE |) jest (—1)* g(1). Nejvétsi spoleénd mira
minord patticich k jednotlivym prvkam determinantu | My, — AE |
]est 1.

Matice Mj necht 1isi se od M o tim, Ze polet sloupci i fadku
jest s (misto s) a Ze prvky v posledmm radku jsou b@®, s = 1, 2,
.+ 8. K vili strudnosti i p¥i M, misto b;, s, g(4) budu ob§irné]1
pséti b9, 8o, go(4). Jesthze s¢ = 1, pak matice se redukuje na ]edmy
prvek b,®; M = {b,®}.

Mime tak tento vysledek (vysledne promdnné oznadim "z,
t=1,2,...,n): Linedrni transformaci (kogredientni) Ize vztahy (1)
"mezi proménnYmi X;, o; ptevésti na vztahy mezi Z;, z;, pfi nichz
matice soudinitelt ma tento tvar ;

'Z'IO,- o 3 . ) .
LI M!’ @ + s « . .
B = e s e -Mg, cees e e (17) .

...................

Matice My, £ =0,1,2,...,7, nachazejici se v diagonale jsou
matice kvadratické o 8 Fadefch, jichz vyznam byl svrchu vy-
loZen; silné te¢ky jsou matice nulové pravouhelnikové, na p¥. tetka
v thetim sloupci druhém ¥adku zastupuje matici nulovou o s, ¥4deich
a s, sloupcich Celkem mé matxce B radkﬁ (a sloupet) s, + 8, +
et S = :

17 .



Jelikoz
| My | = £ b6,®, | My — AE | = L gi(2),
jest .
| B|= & b9,16,...b0". | B—AE | = & gy(2) 9,(4) . . . go(%).

Pri tom jest gp(d) délitelno gz41(4), A=0,1,2,....r—1.
V duasledku toho jest nejvétsi spoleénd mira v8ech minort piislus-
nych k prvkim determinantu | B— AK | rovna soudinu g,(4).

&(A) . .. gr(2) & go(A) (jez jsme diive znagdili g(1)) vskutku rovno
(nehledé k znaménku) determinantu | B — AE | délenému tou nej-
véts§i spoleénou mirou, &imZz dokazan vyrok ke konci odst. II.
uvedeny. Stejné vyplyva, Ze g,(1) jest rovno podilu nejvétsi spo-
leéné miry viech minorii piislusnych v | B— AE | k jednotlivym
prvkim a nejvétsi spoleéné miry vSech minorti toho determinantu
piisludnych k jednotlivym subdeterminantim druhého stupné.
Obdobné véty plynou pro g,(4), g;(4). . . .

" Vysledek uvedeny jest platny v obou mozZnych piipadech
svrchu vytknutych. Predevsim, kdyZz postupnym provadénim do-
kézané transformace nedospéjeme nikdy k matici tvaru bE,.
Avsak i v tom piipads, kdyZz dospivam k matici bE,, zachoviva
platnost. Ptedpoklddejme k wvili jednoduchosti, Ze dospé&jeme
k matici bE, o tiech Fadcich a sloupcich. Pak v (17) jsou posledni
tii matice M, o, M, ;. M, matice o jediném prvku rovném b,
M, =M. 1=M,={b}, | M,— AE | = b— 2, atd.

Polynomy g¢,. ¢, . . . jakoito invarianty vzhledem k linearni
transformaci (viz p¥isl. pozn. v odst. I) miZeme pifmo poéftati
z matice 4 — AE. kde A4 jest matice pattici ke vztahtim (1).

Predchazepmml vyvody tkol, ktery jsem si piedsevzal, ]est
splnén. PFipojim jenom ]esté nékolik uvah, abych naznadil uZi-
teénost symbolu 4. .

Iv.

Vztahy (1) jsme racionalnymi operacemi a linearni transfor-
maci 8 koeficienty v K prevedli na vztahy mezi 2; Z;, pfi ¢emz
matice B z koeficienta v téchto poslednich vztazich jest vypsina
ve (17). Aviak vztahy tyto racionadlnymi prostfedky lze jesté dale

* ' zjednodufovati, jsou-li nékteré z polynomu gi(4) reducibilni v K.

UvaZujme na pi. vztahy z poéatku odst. III

. Yl = yz, Yz = ya, oo oes Y‘—-l = y,, .Yl=b1y1+b2y2+' . .+b3y‘, (18)
k nimZ pifslusi charakteristicky mnohoélen g(1) = A* — b,2*—1 —
— — byA — 5,29, a budiz g().) reducibilni. Necht jest g(4) =

= h,(/l) hﬁ(}.) kde hl(l) a hy(A) jsou bez spoleéné miry a kde jest

hy(d) = M dy bt — . — 00,
ho(A) = Ao — dg =1 — . —d'\ 20, .
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L+t =3t > 0,1t > 0. Uvaiujme tyto linedrni vyrazy v w,. v,

.o Ys (ataké vz, z,, .., X):
ky(4) y1. Aly(A) yy. A2y(4) 3y, - . .. A5 (4) yy; (19)
hy(4) yy, Aho(A) yy, A%hy(A) Yy, . . ., A5—1hy(A) y,.
Jak odividno, jsou na sobé linearné nezévisly; miZeme je tedy
misto ¥y, ¥,. . . .. Ys zavésti jakoZto nové promenne a oznaditi po

fads z,, z,. . z,. Z441s - « -+ %5. Mezi novymi promennyml z a pH-
slu§nymi Z ]qou pak tyto relace .

Zy=2. Zy=25 .., 01 =2, Zy,=7d"2 +d'2+ ...+ dz,
Ziggp1 = 212, .+« o Ligy = 24, Lig =dh2t,01 + . ..+ dy2s. (20)
Specialng, kdyby h,(1) = (A—b)t (tudiz Ay (b) + 0, t, =1),
mohli bychom misto prvni ¥adky ve (19) voliti za nové proménné
tyto linedrni vyrazy
hy(A) yr. (4 —b) () yy. (4 —b)* iy(D) 3y, . . ., (4 — )1 hl(f‘l)gf’/)l
a obdrZeli bychom (znadime-li je opétné z;, z,. . . ., z;) tyto \}ztahy
Zl = bzl -+ 29, Z2 = b22 -+ 234 < 0 oy Zt-—-l = bz,_l + 2. Zt = bZt. (21)

Posledni z téchto vztahii jest prepis rovnice (4 — b)t by (4) y, =
= 0, jiZ lze psati patrné ve tvaru

A (4 —b)=1 hy(4) y — b (4 — by h’l(A) %= 0.

Jsou-li nulové body polynomu g(4) vesmés v télese K, rozpadaji se.
vztahy (18) vesmés ve vztahy tvaru (21); pii tom jsou 2y, 25, : . ., 2,
linearni formy (na sob& nezavislé) proménnych w;, ¥ .. ., Ys
Soustav tvaru (21) bude pak tolik, kolik jest nulovych bodi mnoho-
dlenu g(4) mezi sebou ruznych.

Takovyto rozpad zakladnich vztaht (1) v soustavy vztahove
tvaru (21) nastane ovSem i tenkraite, kdyz k télesu K adjungu-
jeme nulové body mnohoélenu g(4) (ktery jsme ve III také znadili
go(4)). Soustava (21) se obySejnd pak nazyva elementarni d&-
litel soustavy (1). Cislo b sluje v néasledujicim multiplikétor ele-
mentarniho délitele (21); ¢ stupeti el. dél.; 2 linedrn{ to forma pro-
ménnych x,, «,, ..., x, zdklad elem. dehtele POJmenovam tato
zavadim tu pouze z  té pficiny, abych mohl, pokud mozZno struéné,
uvésti jests ndkolik vét, které na zikladé avah predchaze]icich
“témér bezprostredne vyplyvaji. Téleso &iselné, jeho# prvky nyni
budu oznadovati pismeny a; b, ¢, d. necht ]est v nasledujicim
téleso K roz&ifené adjunkei nulovych bodti polynomu gg(4).

Chei toti vedle vztahd (1), k nimZ pat#{ matice .4 a operace 4,
uvaZovati vztahy, k nimZ patfi matice 4,, kde ‘

A, = a, 4% + a,A*2 4 . .. + a,A".
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Vztahéim témto maZeme uziva]fce oznadeni odstavce I uzitého
na pf. v rovmc1 (1’) dati tvar

[X'] = 4,[«]. (22)

ponechavajice pro zakladni proménné z,, z;, .. ., z, tytéZ znaky
jako jsou v rovnicich (1). Pro promé&nné ze zakladnich odvozené na
zdklad® vztaht (22) — kteréito proménné nejsou na sob& ne-
z4vislé, nenf-li 4, hodnosti n-té — uzili jsme oznateni X'y, 1 = 1,
2; ..., n, abychom je i oznaéenfm rozlisili od proménnych X; vyply-
vajicich z (1).

Operace A, ptislusnd k A, jest v disledku (7') z 1
4; = ay A1 4 @, 42 4 ... + ay;

nebot jest
[4,2] = [(@, 47! + ap4*-2 + ... + a,)x] = a,[4*2] + a,[4*—2x]+
+ .ot a[7] = (45 + @42 - L+ a) [2] = 4[]
Utivati budu v nésledujicim oznadeni
' - Al -t L+ a2 = yp(A);
pak jest 4, = y(4), 4, = yp(4).

Zavedeme nyni misto proménnych z; proménné z; tak, aby se
soustava (1) rozpadla v elementarn{ dglitele tvaru (21), a "budeme

vySetiovat, jak zdavis{ na z jim na zakladé vztaha (22) pfifazené
vyrazy Z's. Jest nejprve

Z',—=A1z.-. >t.=].,2,...,77/ .
Dale jest v dusledku toho, jak byly definovéany z,, 2,, . . ., z; vysky-
- tujicf se v elementirnim déliteli (21)
(A—0b)zy =12, (4—b)z, = (4 — b2z, =z, .. .,(A — b)i—lz,=2,.
(4—0b)z, =0 ‘

a tedy :
' Zy =4y =yd)zy =

= v(b) 2 + [9(4) — p(b)] 2, = 9(b) 2y + dozp + dazg + . . . + dize,
nebot’ dle znamé identity jest

() —y(b) =

(A—b) v'®) + g - (A—b) 97(B) + 3¢ 31 (AP B . o

kde P (i.), 9"(4), . .. jsou prvia, drubd, . .. derivace polynomu v(4);
dy, dg, . . . pak se rovnajf y'(b), {w’,’(b), ... Obdobné vztahy vyply-
vajf pro Z’;, Z', . . ., takie vcelku méme tento vysledek



N

-

V2 =) n A b . da
Z'y=19p((b) 2, + dyzg + . . . + dezy :
Zs =90z + ...+ dioz, (23)

...................................

Zav1s1 tedy Z',Z', .. Z‘ vyhradné na z,, 2, . . ., 2; a stejnd je
tomu tak i u ostatnich z; (a jim p¥isluinych Z’;) v jinych elementar-
nich délitelech se nachaze]mich Oznadéime-li matici z koeficient
linedrnich, vyraz na pravé strané rovnic (23) znakem D, jest

| D—AE | = (— 1) (A — (b))

Jestlize d, = y'(b) == 0, jest nejvétdi spoleénd mira subdeterml-
_ nantt stupne t — 1v determinantu | D— AE | rovna 1. V disledku
toho soustava (23), zavedeme-li vhodné linearni formy promén-
nych 2,2, ..., %, se di zm&niti na tvar (21)*) a jest pfifazen
v tomto prlpade elementarnimu déliteli (21) p¥isludnému k (1) ele-
mentarni délitel téhoz stupné, odividné téhoZ za.kladu z¢ a o multi-
plikatoru y(b).

Jestlize vSak d, = ¢'(b) = 0, »"(b) &= 0 a ¢ > 1, jsou dva line-
arni vyrazy a to z;, 21, pro které jest

(4 — )z =0, (4, — V’(b)) 24— =0
Z'y =yb)z, Z'y—y = p(b) 2

a tedy

a jsou tudiz z,;l, 2; dva zdklady pro elementirni dslitele soustévy‘

(23) a snadnym vySetfenim matice D — AE zjistime, Ze soustava
(23) se rozpadd ve dva elementdrni délitele oba o multiplikdtoru
y(b), o stupnich 3¢, 4 resp. }(¢ + 1), #(¢ — 1), je-li ¢ sudé Tesp. liché,
a o vytknutych zakladech

Obdobné vysledky jsou platny pro ptipad dy =0, dy = 0
dy 0 a t > 2. Tu lze plevésti soustavu (23) ve tfi elementa,rni
délitele, vesmé&s o multiplikatoru y(b), o zdkladech 2z, 2,—,, 2, atd.

Resumé.

Autor podavs prevedeni vztahd (1) na racionln{ ka.nomcky

tvar. Pii tom uZivd s vyhodou operace 4 definované v rovnici (5):

*) Je-li na pl. i =4, staéf na p¥., je-li dy == 0, voliti misto z,, %3, 23, 24
linedrnf formy z;, Zp s 2, dané na pF. vztahy

d az‘ = 2;, dy%%; = dgzy + dy2s + ez, A2y = dyzy + 2dszp Z =12,
abychom misto (23) ziskali tvar
. Zl = y(b) z; + %, Zl = w(b)z, + z, Za = ()7 + 7, Za. =y(d)Z,
shodny s tvarem (21), normélnim to tvarem elem. dgl. Ze jsem volil ¢ = 4,

¢inil jsem jenom k vili Yispofe mista a v3t&f pFehlednosti; pro obecné ¢
vyrpoéet pFisluinych vyrazﬁ naznaditi nedin{ praZédné obtiZe.

\
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Rationale kanonische Form einer linearen Substitution.
' (Auszug aus dem vorstehenden Artikel.)

Der Verfasser gibt in der Abhandlung eine Uberfiihrung der
limearen Substitution (1) in ihre rationale kanonische Form.an.
. Er beniitzt dazu im wesentlichen den Weg, den L. E. Dickson in
seinem Buche ,,Modern Algebraic Theories* angegeben hat. (Siehe
S. 80 der deutschen Ubersetzung des Buches, die unter dem Titel:
.,Hohere Algebra‘“ erschienen ist.) Er fiihrt dabei den Operator 4
~ ein, der durch (5) definiert ist. Die Ableitung der kanonischen Form
aus der urspriinglichen Substitution gewinnt dadurch sehr an
Einfachheit, Verstandlichkeit und rechnerischer Schénheit.

R,
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