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Skladani kone¢nych soucasnych rotaci pevného
télesa.

Podava Dr. Ladislav Stjepanek, prof. redlného gymnasia a soukr. docent
na université¢ v Zahtebe.

Skldddni dhlovych rychlosti a nekoneéné malych rotaci, jest
jiz ddvno zndmo. Naskytd se viak ddle mané otdzka, jak Fefiti
tlohu skldddni koneéngch soulasmgch rotaci. Tato tloha jest
zde obecné tak dalece fefena, Ze jsou odvozeny differencidlni
rovnice pro pohyb libovolného bodu pevného télesa, jez se m4
vlivem libovolnych rotaci pohybovati. P¥i applikaci téchto diffe-
rencidlnich rovnic na zvldstni piipady objevi se oviem téz
nékteré zndmé véty, o nichz zde pojedndno jen pro tplnost.

I. Rovnice pohybové.

K teSeni nadi dlohy, najiti vysledek koneénych soucasnijch
rotaci pevného télesa, stati nejprve nalézti pohybové rovnice
libovolného bodu M (z,, y,, 2,) télesa, jez kol dané osy rotuje.
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Osou rotatni samotnou nenfi jeSté rotace wplné stanovena;
tfeba jedtd zndti zdkon, dle n&hoz téleso rotuje, t.j. tfeba zndti
v kazdém ¢ase oblouk ototeni. Tento oblouk jest funkei Casu,
tedy funkei ¢ (¢). Predpokliddme, Ze ¢ (0) = O, t. j. Ze rotace
zatind v ¢ase ¢t = 0.

Potdtek soutadnic prozatim polozfme do vlastni osy ro-
ta¢ni. Smér této osy v prostoru jest uréen smérovymi kosinusy
l, m, n. Pohlizime-li timto smérem podél osy na rotaci, necht

y

,///(‘ (aaeb.C0)

Obr. 1.

jest ve sméru rudi¢ek hodinovych. Dréha bodu (z,, y,, #,) né-
sledkem' rotace jest kruznice v roviné polozené bodem kolmo
k ose. Stied této kruZnice, C(a,, b,, ¢,), 1eZf na ose. Soufadnice
nafeho bodu, pohybujictho se na této kruznici, méme vyjdditi
jakozto funkce dasu ¢.

Soufadnice tohoto bodu vyjidfime si nejprve vzhledem ku
dvéma osdm % a v. Osa u (obr. 1.) prochdzi potitetni polohou
naseho bodu, totiz bodem (z,, y,, 2,) na kruZnici, osa v jest
kolmd k ose » a md takovy smér, Ze rotace jde nejkratsi cestou
od kladného sméru osy % ku kladnému smé&ru osy ». Obd osy
protinaji -osu rotaéni kolmo ve stfedu kruZnice. Vzddlenost od
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osy rotatni pro bod (z, y, #), pro néjz hleddme rovnice pohy-
bové, rovnd se poloméru r kruznice, a ¢(¢) jest, jak Feteno,
obloukem uhlu ototeni M,CM. Tento oblouk nazveme obloukovou
drahou, a jeho differencidlni kvocient dle asu obloukovou rych-
losti. Z obrazu patrno, Ze

w=1rcos @), v=—rsin (). @))]
Déle méme:

r cos (r/X) = u cos(u/X) + v cos (v/X),
(x — ag) = u cos (u/X) + v cos (v/X),

stejné (y — by) = u cos (w/Y) 4 v cos (v/Y), @)
(2 — ¢,) = u cos (u/Z) + v cos (v/Z).
Smérové kosinusy osy u jsou:
Zy, — @y Yo — b — €
cos (u/X) = S ¢os (wY) = , €08 (u/Z) = el
3)

Smérové kosinusy osy v musi spliiovati tyto tfi podminky:

. 1 cos(w/X) + m cos(w/Y) + n cos(w/Z) = 0,
(@, — a,) cos (v/X) + (y, — by) cos (v/Y) + (28, —¢,) cos (v/Z) =0,
cos? (v/X) + cos® (v/Y) 4+ cos®(v/Z) = 1,
jezto osa v stoji kolmo na ose rotaéni a na ose .
Tyto tii rovnice daji tyto tfi hodnoty pro hledané smé-
rové kosinusy:

cos (v/X) = m (2, — ) — 7 (Yo — by) :

r
cos (0/¥) = = @ — ) : l(a0 — "2).,
cos(v/Z) = [(%0 — bo) —’rm(a:(, = )
Platf vSak
a, =1d, b, =md, ¢, = nd, (4

kdez d znali vzddlenost stfedu kruznice od potdtku soufadnic;
jest tedy:
nx, — la,

cos (v/X) = ﬁﬂ-;—”—y", cos (v)¥) = ———=,
5
Yo — Mo ®)

cos(v/Z) =
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Dosadime-li nynf hodnoty z (1), (3) a (5) do rovnic (2),
obdrzime :

T — qy = (mo = ao) cos W(t) + (mzo - "yo) sin P (t)y
Yy — by = (y, — b,) cos ¢(?) + (nz, — lz,) sin @ (£), (6)
2 — cp = (89 — ¢,) cos 9 (B) + (ly, — m=,) sin @(2).

Rovnice roviny, v niz lezf kruznice, zni:

le + my + nz = d,
jest tedy:

lz, + my, + nz, = d. )

Jestlize hodnoty ze (4) s pouZitim této relace do rovnic
(6) dosadime, obdrzime kone¢né pro bod télesa ndsledujici po-
hybové rovnice:

& = 1wy + my, + n2y) + (26 — 11z, + myo + nzy)] cos  (2)
+ (mz, — ly,) sin @ (1),

y=m(lz, + my, + nz,) + [y — m (z, + my, + n2,)] cos ¢ (2)
+ (”xo - lzo) sin ‘P(t)} v (8)

z=n(lz, + myo + nz) + [zo — n(lz, + my, + nz,)) cos P (%
+ (ly, — mz,) sin @ (2).

Pro ¢ = 0 davaji rovnice 2 =z,, y =y, 2=2, jak
také méd byti, nebof bod nalézd se potdtetné v bodu (z,, Yo, %)
Neprochdzi-li osa rotatni poldtkem soufadnic, tfeba soustavu
soufadnic tak poSinouti. aby poldtek soutadnic padl do nékterého
bodu (a, b, ¢) osy rotaéni. Pohybové rovnice pro nd§ bod télesa,
jehoz potdteéni poloha jest dina v dfivéjsim systému soutadni-
cemi z,, Y, 2, V novém soufadnicemi z,’, y,’, 2, jsou dle
rovnic (8):

& =11y +my'y +ns') + [#/, — L1/, + my', +n2,)] cos p(t)
+ (mzo '—”.'/o’) sin @ (1)
at. d.

.

Mezi divéjsimi a -novymi soufadnicemimplati vztahy:

a=2 +a y=y +b z2=2 ¢
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a obdrzime proto ndsledujici rovnice:
x—a,:l[l(xo—a)—|-m(g/o-——b)—|—-n(zo —¢)]
+120 —a — i@ — &)+ m (g, — b) + n (s — )]} cos 9 (&)

F[m(zy — ¢) — n(yy — b)] sin 9 (8),
y—b=ml(g, — a) + m(y, — b) + n(s — )]
+ v — b —m Uz, — @)+ my, — b) + 1 (5, — O]} cos 9 (1)
+ [n(zg — a) — U(zo — ©)] sin (), ’
t—c=nmn[l(z, —a) + my, — b) + n(z — ¢)]
+ e — e —n [tz — @)+ m(y, — b) + n(z — o)} cos 9 ()

+ [l (Yo — b) — m(z, — a)] sin @ (2). ©)]
To jsou tedy rovnice drdhy, jiz opisuje nd§ bod télesa
ndsledkem rotace kol osy, prochdzejici bodem (a, b, ¢) a majici
smérové kosinusy I, m, n.
Pro ¢ = 0 obdrzime z t&chto rovnic:

T=y, Y=Y, &= 2,

II. Differencialni rovnice drahy libovolného bodu
pevného télesa, jeZz se ma pohybovati vlivem %
libovolnych rotaci.

Pevné téleso md konati soutasné A rotaci, jimZ piislusf
obloukové drdhy ¢, (2), @, (¢), . . . @ (¢) jakoZto oblouky opsané
za tas t." Tyto funkce maji spliiovati podminky:

¢, (0) =gy(0) =...=qu(0) =0;
t. j. v8echny rotace poclinaji v tase ¢ = 0.
- Prislu§né osy rota¢ni jdou body (a,, b,, ¢,), (ay, by, ¢3), . . »
(@n, by, cx) a maji smérové kosinusy (I,, m,, n,), (1,, my, n,), . . .
(lh, mp, ‘nh)-
Pohybové rovnice bodu (x,, ¥, 2,) naSeho télesa byly by
dle rovnic (9):
2® —a, =1, [I,(x, — a)) + my (Y, — b)) + 0, (5 — ¢,)]
+ {xo —a, — U [, (@ — @) +my (Yo — b,)
+n, (2 — 01)]} cos @, (t) + [m, (2, — ¢;) — 1, (Yo — b)) sin g, (%)
a t. d. (10)



384

vlivem prvni rotace samotné,

2® — ag =1, [l (m, — ag) + m, (Yy — by) + 74 (2 — ¢,)]
+ {xo == ay — g [ly (2, — @) + my (Yo — bo)
+ny (2 — c.,)]} o8 @y(t) +-[my (2, — €3) — my (Yo — by)] sin @y (?),
‘ a t. d. (11)

vlivem druhé rotace samotné,

2O — gy == by [ @ — @) + 0 Yo — b2) + ma (ag — ox)]
+ {20 — an— 1 [l (@ — an) + ma (Yo — ba) + 11 (5, — c")]} c0s P(t)
o [ma (2, — ) — (Yo — ba)] sin g (2), 12

a t. d. S

vlivem A% rotace samotné. Proménné soufadnice kruZnice, jiz
by onen bod télesa vlivem prvni rotace samotné opsal, oznalme
z®, y, 20 proménné soutfadnice kruZnice, jez by bod opsal
vlivem druhé rotace samotné, oznatme z®, y®, 2® a t. d.

Mdme fefiti tlohu, jakou k¥ivku bude bod (z,, v,, #,) té-
lesa opisovati, pohybuje-li se pod soutasnym vlivem viech A
Totaci.

Proménné - souiadnice vysledné drihy bodu (x,, y,, 2,)
oznatme z, y, z. V lase ¢ bude se bod nalézati v misté (z, y, 2).
Od tohoto okamziku pohyboval by se bod télesa vlivem prvni
rotace samotné na kruZnici, jiz p¥islusi dle (10) ndsledujici rovnice:

a® —a, =1 [l (@ —a,) + m, (y — b)) + 0, (¢ — ¢;)]
+ilz—a —L[L@—a)+m@y—b)+ ”l(z_cl)]}
<08 (P2 (#)— P ()] + [m, (2 — ;) —n, (y — b)) sin [, (¢) — @y ()],
at. d (13)

vlivem druhé rotace samotné na kruznici dle (11):
2@ — a, =1, [,z — a)) + my (y — by) + ny (2 — ¢,)]
1z — 0, — 1y [lodz — ag) 4 my (y — B3) + 1, (2 — ca)]}
<08 [@y(¢) — @a(8)] + [mg (2 — ¢y) — 1 (y — by)] sim [Py (¢)) — @a(£)]
a t. d. . (14)



386

vlivem A% rotace samotné na kruznici dle (12):

2® — a, = U [l (x — an) 4 w1 (y — i) + m (2 — )]
H e — o — L@ — a)+ m(y — b)) + (s — )]}
¢0s [@u(t") — pu(t)] + [ma (2 — c1) — ma (y — ba)] sim [@u(t') — a(?)],
a t. d. (15)

Misto z,, 1o, %, piSeme zde =z, y, 2, jezto- nyni jest (z,
y, 2) vychodiskem vSech rota¢nich kruhid. Drdhy obloukové mu-
sime pak od tasu ¢ pocitati, jsou tedy @, (¢) — @, (£), ¢.(t)
— @ (@), . .. 9u(t) — pu(®).

V téchto rovnicich pro z®, y®, 20, 2@ 4@ @
™ y® W poklddejme prozatim ¢ za neodvisle proménnou
a veli¢iny z, y, 2z, ¢ za stdlé. Md se nalézti zdvislost x, y, z na £.

Kdybychom zde mohli jednoduse upotiebiti zdkon pro skli-
ddni pohybl na kone¢né rotace, méli bychom pro ¢as t:

x =2y = (0 = &) + (@ — 2)) + . . . + (=20 — ),
at. d proy —y, az—g,. :

To v8ak neni dovoleno, jezto se tyto kr uhové pohyby onoho
bodu télesa béhem vysledného pohybu stile méni vzhledem ku
svfm rotatnim polomérim. MiZeme viak predpoklddati, ze se
tyto rotaéni poloméry béhem nekonecné kritké doby neméni,
takze moZno psdti:

dr = dz® + dz® + ... 4 dz®
a t. d. pro dy a da.

Dosadime-li nyni hodnoty pro dz®, dz®, ... dz® a t. d.
z rovnic (13), (14), . .. (15), obdriime: o
dr=—{x —a, — 1, [I, @—a)+m@y—"b)

+ m (5 — ¢))) sin [9,(t) — 9, ()] . ¢'2(¢) a¥
+ [my (2 — ¢,) — ny (y — b,)] cos [¢,(F) — @, (8)] - ¢/, (F) a
{x—az‘_l[l (@ —ay) + my (y — by)

+ ny (2 — )]} sin [g,(t) — @] @A

+ [m, ("" - 02) — Ng (?/ —b ‘] cos [‘Pu(t’) - ‘Pa(t)] ‘P a(t) at.

- {:c —a—l [lh @ — an) -+ m;.(y — b:-)

+ mn (2 — ch)]t sin [@u(t') — )] @) at’ . ..
+ [mh (g — ) — M (y — b],)] cos [ Ct') — ‘Ph (t ‘p’h (t') df)
at d pro dy a ds.

o
Ot
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Zde dosadime # = ¢, nebof hleddne, jak se sklddd téch
h rotaci hned od vychodiska (z, y, z), pak budeme psiti dt
misto d#’, nebof dz znatf vzrist v ¢ase df a dz®, dz®, ... dx®
vzrosty v Casé df’, vSechny ale se vztahuji na tyZz nekonetné
maly tas. Touto substituci obdrzime:

de=[m, (2 —¢,) — n, (y — b)) ¢',() d¢
+ [my (2 — ¢;) — 1y (y — by)] ¢'e(P) dt
4 ... F [ — ) — i (y — bu)] @'a(?) dt.

Rovnice pro dy a dz, obdrzime z této cyklickou ziaménou.
Hledané differencidlni rovnice pro drdhu bodu pak budou:

h . I h
=5 2 ) — y 20+ 2 (b — me) 910,

. h h 1
% =z 21 ng (&) — 2z 2 1,9'(¢) + 2 (.er — na,) ¢'(0),
= 7—1 =1
h h 1
7= 2 Ly'(t) — x T my'(t) + 2 (mar — 1,b,) ¢'(2).
r=1 r—1 r—1
Nésobime-li tyto tii rovnice po Fadé vyrazy :
I h 1A
2 L9'(H), Zmg'(), & ng'(f)
r=1 r=—1 r—1
a seiteme, obdrzfme:
- dz 3 dy b dz
2 l ! t « 37 7 ’7 - 37 7 ’1‘ » T34
ZW90) . G5+ 2me ). gp + Zng'0) .
h h h 3
= E!"”’T(t) . _z_’l(n,b, —m,c.) @' (t) + 2 mg'(t). 2 (l.e,—n.a.) @' (t)
r—1 r—= . r=—1 =1
: h k
o 2 ;2 (vt~ 90
h h h
= E‘ {l@’(t) .2 l(”?'br — M) @'(t) + m's(t) Z (e, —n,a,) 9ty
= . r= r=—1
h
. + 1 (t) 2 (ma,~Lh,) «p',(n}
h h .
=’ i r{ ?r (&) @'o(t) [l (m, By — m,6,) + m, &er — meay)
’ + n, (mrar -_ 'rb'r)]
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nebo koneéné:

21 ) . dt+2m’q’ (t) +2"(P(t)

l-! ms n, I
—_ 2 2! q’a(t) (p (t) a b, ¢ :
=t lr m,. N,

differencidlni rovnice, jiz musi hovéti soufadnice naseho bodu.
Za s a r tfeba jen vziti rizné hodnoty, nebot pro s = r
mizi determinant. Soucet na pravé strané differencislni rovnice
mozno také jinak psdti. Za r, s mame totiZ vziti viechny variace
2. tfidy bez opakovdnf pro 1, 2, 3,...%; vidy dvé a dvé
téchto variaci mizeme vSak vziti dohromady, dle rovnice :

ls ms n, l. m. n,
@) ¢ | ar br ¢ |+ ¢(0) s(t) | as bs ¢
L m, n, ls ms m,
I m, T
= ¢".(t) ¢'s(¥) ls ms nsoo

Ay — Qs br“ba Cr — Cq ‘
Vzhledem k tomu obdrzime :

» dz ", dy ,* dz
SLHt) . 5 S mg(t) . L+ 3 g (t)
7=1<P() 7 +r=1mq7 OB +r=1nq> ®) -2

l, m, Ny
ls Mg Ny
a, — as b,— bs ¢, — Cs

, (A7)

h
= X¢/0) 9's(0)

kde za », s nutno dosaditi vSecky kombinace 2. ttidy bez opa-
kovani pro 1. 2, 3, ... k.

III. Zvlastni piipady.
I. Rovnomérné rotace.
Jsou-li dané rotace rovnomérné, miZzeme poloZiti
@, (8) = o,t, @(t) = @yt, .. Pi(t) = ont,
kde o, w, ... @; jsou konstantni Ghlové rychlosti jednotlivych
rotact. leferencnilni rovnice vysledné drdhy bodu télesa jsou

pak dle (16):
25%



%—zzm,w—y}.nm,—kz(nb M,Cy) 0y,
=1

-dd—yt—_xzn)wr__zzlm'+2(lc,—”ra))mr, (18)
r=—i

dz _yzl,m, — mem, +2(m,a, — b)) o,
dt r=1 r=1

Bod nalézd se v tase ¢ na roving, jejiz differencidlni rov-
nice dle (17) bude:
h y h h
Tillrw,- . % +T£1m,.oo,. . % + é‘lnrm, . %
l. m, Ny
=3 o0, ls ms s
e a — as by — by ¢, — ¢

Za r, s tfeba dosaditi vSecky kombinace 2. tiidy bez opa-
kovéni pro 1, 2, 3, ...k
Integraci této rovnice obdrzime:
h h h
Jlho,.2+Zmo, .y + 2 no, .z
r=1 r==1 r==1
l m, n,
= 3 0,0, ls s Ns .t=20C. (19)
e a, — as b, —bs ¢, — ¢

Integratni stdlou C' mozno urtiti z podminky, Ze bod télesa
se na potatku nachdzi v bodé (z,, ¥, 2,), t. j. pro ¢ =0 md
byti 2 =2, y = ¥,, # = 2,, tedy:
I

h h
2 Lo, .1, + Imoe, .y, + 2 nwz = C.
=1

r—1 r=—1
Z rovnice (19) vidno, Ze se bod pohybuje tak, jako by byl
vdzdn na rovinu, jeZ se rovnomérné v prostoru k sob& rovno-
bézné posinuje. Smérové kosinusy normdly této roviny jsou:
3.0,
V(Z' Lo,)? 4 (2 myw,)? + (20, wr)
. 2 m,m,
T VG Le) @ me) T @ mon)?

2 n,0, .

~VELer F G me) T mey
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Predstayujeme-li si, jak obycejné, uhlové rychlosti jako ro-
tory, jeZ jsou naneseny na pfisluSnych osdch co do velikosti
i sméru, znalf 2 lw, 3 mw, I ne, soutty priméti viech
rotori o, w,, . .. &, na jednotlivé osy soufadnic, tedy priméty
resultanty téchto rotord na osy soutadnic, t. j. komponenty této
resultanty ve smérech os soufadnic. Proto polozime :

12 2 h ‘ 2 h Q2 :
( > I,.m,.) + ( X m,.m,.) + ( X n,.qa,.) = wl (20)

r=1 = r—1

kde  znati geometricky soutet mneboli resultantu rotord w,,
m2, « o . 0y

Hofej§i rovnice mzeme nyni téZ psdti:

A I . I
Slew, X muw, 2 n,o,
=1 =1 Lo =1

= m="—, n= -
® ® ®

logy -+ may, + noz, = 0, @1
le + my —{-' nz :leo + my, + nz, + _mg t
kde _'
L. m, n,
S=Zow | L 7 m ne | (22)
v Ay — Qs b, — bs Cr — Cs

Differencidlni rovnice (18) maji nyni tvar:

dr S (b
—d—t — (mz - ’)’ly) (LY +r=l(“r r mrcr) wr,

dy __ . &
Fri (nx — l2) © +‘;1( lie, — n,a,) o, (23)

dz . h ) )
= (ly — mz) o +£‘(m,.ar — b)) .

Differencujeme-li prvni rovnici dle ¢ a dosadime-li zdrovent
Iy ds

et

hodnoty z drubych dvou rovnic, ndsleduje :
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ase
die

k
= mo [(ly — mz) o + 2 (ma, — 1,b)) m,]
r=—1

— % [(nx —12) o 4 _‘_‘lfl e, — n.a,) o, ]
= w? [m(ly — mx) — n (nx — 12)]

k h
+ o lm z (ma, — Lb) o, — n X (l,c, — n.a,) w,]

r=—1 =1
= w? [l (lx 4 my + nz) — (I* + m? + »n?) z] + o’a
= o (lz + my + n2) — w?(xr — a),
kde za ttelem zkrdceni poloZeno:

h h
m = (ma, — Lb,) o, — n 2 (ler — na:) o, =owa. (24)
1 =1

Nésledkem (21) obdrZime :
ad*z __ ) S e
d?_wl xo-}-myo—}—nzo—{-—w—t)——m (x — a).

Substituci
g —a— l(lx0+myo + nzy, + %t):u

ptejde differencidlni rovnice ve tvar:
' d*u 0
W— —_ — 0.
Integrdl této linedrni differencidlni rovnice
u=0=C, coswt+ C,sinot
neboli

x—a:l(lxo + my, 4 nz, +§- t)—{-— C,cosot+ Cysina t,

obsahuje dvé integradni stalé, jez nutno jesté urtiti. Pro 1 =0
jest z =z, tedy
z, — a =1 (lz, + my, + nz) + C,,
C, =z, —a—1(zx, + my, + nz,)
proto : * "
T — a= 1z, + my, + nz,) + [z, — a — L (lz, + my,
A '+nz‘,)]cosmt+02sinwt+l% A
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podobné :
y —b=m(lz, + my, + nz,) + [yo — b — m Iz, 4 my,

: . S
+ nz))]coswt 4 C'h sinwt + m - t? - @25)

¢ — c=n iz, + myy + n8,) + [ ¢ — n(lzy + my,
+ nz,)] cos 0 t + C”, sin @ t+n.—§ ¢,
kde dle (24)

1A 1A
wa=m 2 (m.a. —1.b,) 0o, —n 2 (c — na,) w9,

=1 r=1

13 h
wb =n 2 (nb, — ma) 0. — 1 = (ma, — 1b,) o, (26)
r=1

r=1

L h
wc =12 (¢ — na) o, —mZ{ndb — me) o.
r—3 . .

r—1

Dosazenfm hodnot pro z, y, z z rovnic (25) do posledni
rovnice (21) plyne:

la + mb + ne — (la + mb + ne)cos o ¢
+ (C, +mC’y, + nC",) sin 0 t = 0.

Tato rovnice plati pro kazdé ¢, tedy
la + mb + nc=0, 1C, + mCy + nC", =0. (27)

Hodnoty pro a, b, ¢ v (25) hovi skutetné rovnici prvni.

K urteni konstant C,, C’,, C", tteba jen dosaditi hodnoty
pro z, y, z z (25) do prvni differencidlni rovnice (23); nebot
Z rovnice, jiz tak obdrzime :
—w[z,—a— Iz, +my, + nz))]sinwt+ o Cycosat 4 l—f}—
=w(mC”, —nl,) sinwt+ o[m(@E, —c)—n(y, —b)] cosat
+ @ (mc — nbd) +;é l(n,b,. — ML) Wy

plyne:
Co=m(zy—c)—n(y,—b), C,=n(x,—a)—1(E,—c¢),
0", =1y, —b) — m(x, — a),
jeZto musi platiti pro kazdé £. Tyto hodnoty musi téZz druhé
rovnici (27) hovéti. Rovnice (25) obdrzi nyni vzhledem k prvni
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rovnici (27) konelny tvar: .
LT e l [l(xo o) a). + m (Y, — b) + (g, —¢)]
-+ {a:o —a— - U{l(z, — a) + my, —b) + n(z0 - o))} cosw t
—I—‘[m(z0 — c) - n(yo — b)] smco t—|— l»— t,
y— b=m ((zy — a) + m(J.. b) + n(% — )]

+ 1o — b——m[l(xo — a) 4 m(y, — b) + n(z, —o)]} cos ot
+[n(xu—a)——l(go—r)]smwt-l—mﬁt (28)
F— o= Lo — a) + Mo — D)+ 0z — 0]
+{t—c—mn [ (2, — @) + m (go— D) +n<zo—c>]} cos o t

+ [ (yy — b) — m(:z'0 — a)] sinwt 4+ n.
Srovuﬁme 11 tyto rovinice s rovnicemi (9), udlme 7e téleso

ndsledkem % rovnomérnych rotaci o obloukovyeh rychlostech
@,, 0y, O3, ... @ rotuje rovnomérné obloukovou rychlosti

\ E . 2 "h“. e
(o_..\/( b I,wr) _ Z‘m @, ) +( znw)

kol osy, plOGh&ZG‘JiCl bodem a b, ¢ o smémvych kosmusech
n ' ) L ’ Iz
2 Irco,. ) 2 M, 2 .0,

r—1 —1
= , M= —_— N =
(o] e @ .7 : (0]

8 zdroven rovnomérné postupuje rychlosti — smérem této osy
PP
rotatni.

Tedy hbovolny pocet 1ovnomernych rotaci s hbovolnynu
osami rotace méni se v rovnomérnou rotaci spojenou s rovno-
mérnou translaci ve sméru této rotace, t. j. v rovnomérny pohyd
Sroubovy.

Zbyv4 jesté urtiti rychlost této translace a bod (a b, ¢),
jimz prochdzi osa rotace vysledné.

Nejprve pojedndme o jednoduchém ptipadu skldddni dvow
rovnomérngch rotaci. V tom p¥ipadé mdm® dle (20), (21 (22)
a (26):: :
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o = \(,0, + L,0,)* + (Mo, 4+ m,0,)* + (1,0, + "2“’2)2
=V + mi + ) ol + & + mi + ) o}
+ 2(0ly + mymy + nyny) 0,0,
= VaT T oT T+ Zoym, 005 oy

] — Lo, + Lo, —C! '+’ My@p = "D + ne0,
‘ U T e T
‘ A n, - noo e
S = ww, 1, S My 7, Lol s e (29)

T Gy — mb—%q—aig

wa=m[ma, — b)) o, + (mya; — I, bz) m2] A
— n e, —ma) @, + (yey — nga,_,) @, ],
wb=n[(nb, — me,) o, + (n,b, — myc,) @,]
o - L{(mya, — 1,0) ®, =+ (mya, jl2b2')-' (‘72]7_“ :
wec=1[lc — nma;) o, +(l C, — n,za)coj
- m[(”lb —m 01) @, + (nyby — m 02) @, ].

Vysledna obloukovd lychlost o jest goometrlckym souctent
rotord @, a ,, jest tedy diagonalou rovnobéznika, jehoZ stra-
nami jsou w, a,w, ve smérech piisluinych os rotatnich. Jezto
jsou pro nejkrat$i vzddlenost os danych rotaci smérové kosinusy

_mymy — mgny . Wyl —moly o lmy — lym,

T S S T
(30)
kde # znad¢i dbel smérd téchto os, obdrzime pro rychlost trans-
lace ndsledujici vyraz:

B = 9% () dp B —0) o+ (o — ) 9] sin

(0]

Soutet v zdvorce uddvd primét vzddlenosti bodd (ay, b,, ¢,)
a (ay, by, ¢,) na nejkratdi vzddlenost a tedy nejkratdi vzdd-
lenost samu. Oznalime-li nejkratdf vzddlenost os rotacnich 4,
obdrzfme pro rychlost translace vysledného pohybu Sroubového

]ednoduchy vyraz:
S “’—"‘-’2— 8 sin 9. (31)
w w
‘Bod (a, b, ¢) nachizi se, jak patrno z prvni rovnice (27),
v roviné -
lz + my + ne =0,
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jez stoji kolmo na osu vysledné rotace a prochdzi potitkem

soufadnic.
Z (29) obdrzime :

©a =0, (mm, + nn,) + w,a, (mn, + nn,) — o, (mb, 4 nc,)
— @yly (mby + ncy)
= o,a, (Ul, + mm, + nn,) + o,8, @, + momy, + nn,)
— oy (la, + mb, + we,) — w,l, (lay, + mb, + ne,).
K zjednedufeni tohoto vyrazu pfedpoklidejme, Ze
la, 4+ mb, 4+ ne, = la, + mb, + ne, = d,
t. j. body (a,, b, ¢;) a (a,, by, c,) maji lezeti v roviné
lz + my 4+ ne =d.

Tato rovina protind v libovolné vzdalenosti d od poddtku ~
soufadnic kolmo osu vysledné rotace. Jsou-li ddle ¢, a 9, dhly
mezi smérem osy vysledné rotace a sméry os danych rotaci, mdme :

wa=a,0, cos ¥ + a,w, cos ¥, — d (l,o, 4+ l,0,)

= a,0, cos ¥, + a,0, cos ¥, — dlo,
nebo :

o (a + ld) = a,0, cos &, + a,w, cos ¥,.
Rovina:
lx 4+ my 4+ ne = d,

v niz jsme volili-body (a,, b, ¢,) 2 (a,, b,, c,), protind osu
vysledné rotace v bodé (a’, ¥’, ¢), kde

o=a+1ld V=204 md, ¢ =c-+ nd.

Obdrzime tedy konetné :

o — 81008 &, + agw, cos ¥, — b, cos &, + by, cos ¥,
T @, 08B + g €08 Ty ’ ©, ¢0s &, + ®, cos B,
, __ €00, COS O, - €0, €OS D, 9
= ®, cos &, + w, cos B, ’ (32)

jezto
@, c08 &, + w, cos ¥y = w, (Il, + mm, + nn,)

+ @, (U, + mm, +nny) = 1 (o, + lyo,) + m (my0, + my0,)
+ n(n0, + n,0,) = 1% + m0 + n%0 = o.

UvdZime-li, Ze o, cos #, & w, cos @, jsou projekce rotord
@, & @, do osy vyslednych rotaci, miizeme vysledek rovnic (32)
touto vétou vyjadriti:
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Kazdd rovina kolmd na smér osy vysledné rotace protind
ti'e 0sy ve trech bodech, leficich na primce, priseéik osy vy-
sledné rotace (o', V', ¢’) déli pri tom wveddlenost prisediki
@y, by, ¢,) a (ag, by, ¢;) dangch os v poméru o, cos &, : o, cos L
& J. v opacném pomeéru pristusnych rotori o, @ w, promitnutych
do smeéru osy vysledné rotace.

Obr. 2.

V této roviné kolmé na osu vysledné rotace musi se téz
nachdzeti nejkratsi vzddlenost danych os rotaénich, jezto dle (30)

A+ mu 4 nv == 0,
a tedy nejkratsi vzddlenost kolma na smér osy vysledné rotace.

Osa vysledné rotace protind tedy té3 nejkratsi vzddlenost
danych os rotaénich v opainém poméru prislusnych rotord o,
a w,, promitnutych do sméru osy rotace vysledné.

Za ttelem konstruktivniho uréeni rotace a translace vy-
sledného pohybu Sroubového postupujeme ndsledovné: Z obou
rotori o, a w,, jez jsme v jednom bodu nanesli, sestrojime rovno-
b&znik (obr.2.) Uhlop#tka tohoto rovnobsznika uddvé obloukovou
rychlost @ rotace vysledné dle velikosti i sméru v prostoru
(v obr. ®’). Nejkratdi vzddlenost os danych rotaci rozdélime
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v opatném poméru rotorii e, a @y, promitnutych do sméru re-
sultanty w’, tedy v poméru e, cos #, : @; cos ¥,, a timto délicim
bodem vedeme p¥imku rovnobé&znou s uhlopiitkon @', to jest
pak osa rotace vysledné. V tomto sméru osy rotacni mdme rotor:
@, obloukovou rychlost vysledné rotace rovnomérné a vektor

@, 0 .
2§ sin ¥,
w

rychlost vysledné translace rovnomérné.

Mize se stdti, ze jedna z projekei w, cos &, nebo @, cos i,
ge stdvd rovnou nule, je-li #, nebo &, pravy tuhel, pak spadd
bod (a’, ¥, ¢’) v jedno s bodem (a,, b,, ¢;) nebo (a,, by, ¢,).
Md-li v8ak jedna z projekei o, cos &, nebo w, cos &, smér
opaény sméru resultanty e, je-li &, nebo 4, ihel tupy, pak lezi
bod (a’, b, ¢/) v prodlouZeni délky o, déli tedy vzddlenost &
v onom poméru z venku.

Nyni odbudeme rychle téz obecny piipad A rovnomérnych
rotaci.

Seznali jsme jako disledek rovnic (28), Ze se libovolny
potet h rovnomérnych rotaci s libovolnymi osami rotadnimi
sklidd v rovnomérny pohyb Sroubovy s obloukovou rychlosti:

% 2 7 2 i 3
0= ( 2 0, )+( S m,.w,.)+( 2 n,0, )
r—1 r==1 =1

a rychlosti postupnou:

L. m, n
S . ﬁ),.ﬁ), ll; Ty r
—_—— 3y s, ng

(0} s (1)
” a, — Qs br - bs, Cp — Cs

Nasi ulohou jest stanoviti blize tuto rychlost translace a osu
rotace vysledné.
~ Jak jsme pii skldddni rotaci seznali, plati vztah:

V lry m,, N
| Ly Mg, Ns = 0O, SIN &y, (33)
ar - a.s, b, s ba; Cr - CS )
kdez znalf 8., nejkratif vzddlenost mezi osami rotaénfmi piistus-

nymi obloukovym rychlostem @, a @, & 9w tvhel mezi sméry
téchto os, '
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Rychlost translace ve sméru resultanty o jest tedy urtena
souttem :

Y :
L= L e SIN Dy (34)
w 7S W

3

Toto souttové znaménko vitahujo se na vicchny kombinace 2. tiidy
bez opakovédni pro 1, 2, 3, ... k.

Dle rovnic (26) mdme:

h - h
wae = I (mm.a, — mlb, — nlc, + nna,)0, = Xa,l,

7 -|-l mm, 4+ nn,) — . (la, + mb. + nc,)] ;7,..1
K zjednoduSeni toboto vyrazu polozme :
la, + mb, + ne, =d pror=1,2, 3,...1,
t. j. body (a,, b, ¢,), (@, by, ¢,), . . . (an, by, ¢1) Maji byti pra-
seifky os danych rotaci s rovinou:
lx 4+ my + nz =d.

‘Tato rovina protind kolmo vyslednou osu rotace a ma libovolnou
vzddlenost d od poldtku soutfadnic. Za této podminky obdrzime:

h 13
wa= X aw, cos ¥ — d X0,

r==1 r=—=1

oznatfme-li @hel mezi sméry daného rotoru @, a vysledného
rotoru @ pismenou .

Nédsledkem prvni rovnice (21) mtzeme hofej$i rovnici psditi
Jjednoduseji takto:

h
®(a 4 ld) = 2 a,w, cos .
r==1

Soufadnice a’, b’, ¢’ prisetiku osy vysledné rotace s rovinou:
lx 4+ my + ne = d,

v niz jsme body (a,, by, ¢), (as, by, €), - . . (a1, by, ¢i) volili,
hovi rovnici této roviny a rovmicim vysledné osy :

l m n

z—a__y—b__z—c
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Vzhledem k prvnf rovnici (27) daji tyto rovnice:

a=a+1ld ¥=>0+md, ¢ =c--+ nd,
tedy
h 1 13
o =—.2aw cos ¥, b =—.Zbw, cosd,
0 ,— O =1 :
h

¢ =— .3, cos . (3b)
@ r=—1

Misto @ miZeme ve jmenovateli téchto vyrazi psdti téZ soudet.
h

2 @, cos ¥, jeito soulet projekei véech komponent do sméru

r—1

resultanty se rovnd resultanté samé. Tento bod (a’, ', ¢’) jmenu-
jeme centrdlnim bodem danych rotori e,, @,, -.. @, pro zvo-
lenou rovinu a osu vysledné rotace centrdlni osow téchto rotord.
Rovnice této osy centrdlni zni:

h 14 .
0r — 2 a0, 08 P oy — 2 bw,. cos

r=—1 —_ r==1
h - h
2 Lo, 2 m,w;,

r==1 r=—1
h
0z — 2 co, c0S P,
r==1
= , (36)

h
2 n,m,
r=—1
tim jest tedy téZ urtena osa wysledného pohybu Sroubového.
Z vyrazu (34) lehce vidno, Ze neobdriime translaci — tedy jen
rotacti — je-li bud d,, = 0 nebo &,, = 0 (=) pro kazdou kombi-
naci 7s. Prvni piipad mame tehdy, protinaji-li se vSecky osy
danych rotacf v jednom bodé, druhy piipad, jsou-li rovnobézny.
lervém ptipadé jest nejjednodudsf, voliti bod, v némz se
osy protfnaji, potdtkem soufadnic; pak tfeba jen poloziti:
@, =b=c=a,=bh=c=.. = =b=a=0
a obdrzime z (26):
a=b=c=0,
t. j. osg vysledné rotacé jde tymZ bodem.
Rovnice (28) shoduji se pak s rovnicemi (8), jen misto ¢ ()
tieba psiti wf, kde o znatf geometricky soutet danych rotorit
@y, (D,, voe o 00pe
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Obdrzime tedy v tomto piipad® jen rovnomérnou rotaci,
jejizto obloukovd rychlost uriena jest co do sméru i velikosti
geometrickym soutem danych rotori e,, @,, ... @i (Polygon
obloukovych rychlosti v prostoru.)

YV drubhém piipadé &.. = O(x) (rovnobéZné osy rotacnf)
predpoklddejme nejprve, Ze vSechny rotace maji tyZ smysl, tedy
#.s = 0, pak jest:
h=lL=...=lL, my=my,=...=my, 0, =N, ==...=N

Z rovnic (20), (41), (34) a (35) obdrzime nyni:

h 2 h

© :\/(l: + m? 4 n?) ( 2,‘07,) = o,
r==1 r==1

1 h h

l, 2o m, 2 . n 2 o,
== =l m=—"=r =m, n=—"—2 =
® 1) ® 1§ ® 1>
h
2 2 a0
S , 1 — r=—1
— =0, d =— .23 aw = ; .
@ (4 =1 .
2 0,
r=—1
A h
) 1 2 Ti 1b;-ao,. N ri‘ C,0,
b _F.Zbamr: h , € =—.Z¢cm,=—;
=1 S @ =t
2w, ! 2 o,

r=—1 r==1

h
Obdrzime zde rotaci bez translace s obloukovou rychlosti 3 w,

r==1

rovnou soultu danych obloukovych rychlosti kol osy, jez jde
rovnobézné s danymi osami strFedem danych rovnobéinych rotors
@, 0, ... o0 Je-li viak #,=0 nebo = =, nemaji-li tedy
viecky rotace tyz smysl, pak poloZme:

l, = &ly, m.=e&m,, n,=¢em, pror=12 ...h,
kdez &, znali 4+ 1 nebo — 1 dle smyslu pFisluiné rotace.

Z rovnic (20), (21), (34) a (35) obdrzime:




=1

. h 3 ro
0= \/(l: + mﬁ + nﬁ) (—21 £,00, ) = 3 &0,

1 h 1
l, & &, my 3 &0, Ny & &0,
l — r=—=1 —_ l —_ r=—1 —_ — —1 —_
=0 = m= = My, N = — Y = Ngy
h I h
S S e0,0; 2 &b, 3 &:0,0,
— =1 y =1 r o r==1
7—0’ o=— bV=— =—F—
2 8.0, 2 &0, 2 &0,
r=—1 r=—1 fr=—=1
nebot pro
l=1,, m=m, n=mn,
jest

cos &, = U, + mm, + nn, = s,

Neobdrzfme tedy translace, osa vysledné rovnomérné rotace

Jjest rovnobéZna s osami danych rotaci, jeji obloukovd rychlost
) § :

rovnd se algebraickému souétu X &ow, (5, = 4 1 nebo — 1 dle

r==1
smyslu pifslusné rotace) danych obloukovych rychlosti a jde
stredem danych rovnobédngjch rotord & w,, &w,, . . . gop

h
Mize se stati, Ze ndhodou & — 2 &0, =0, pak neobdrzime
r=—1
Z4dné rotace.
Vyraz pro rychlost translace dostdvd nyni tvar neurcity %;

hodnotu této rychlosti si nyni stanovime. K FeSeni této tlohy
volme s pocitku jen dvé rovmomérné rotace kol rovnobéznych
o8 se stejnymi obloukovymi rychlostmi, ale v opaéném smyslu.
Polozime tedy

: =1 6=—1, 0, =,
a obdrzime:
S wld sinn 0
0o=0 —w, =0 —=— R
. . ® 0, — o, 0

Ku stanoveni této rychlosti dle sméru i velikosti volme nejdifve
Jjen o, = mw,, Ghel & budiz prozatim je$té neurtity. Rovnice (29)
a (31) ddvaji pak:
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s
m:\/2mf+2m‘f cos & = 2w, cos 5
] — L+l m_m1+m2 n_"l + 7,
- 9’ "2 9’ _2 9’
2608—2— o coS 9 cos-2—
S __ oldsing _ L@
— = =, 0 sin 5~
) 9 2
- 20, c0s 5=

I:Thly #, a &, mezi smérem vysledné translace a sméry
danych os rotatnich jsou stejné, nebof :

' i i
cos &y = U, + mm, + nn, = 1—:‘-—i0%— = 0 5,
: 2 cos -
-2
cos @, = U, + mmy + nn, = i—ﬂ;}i = cos -g—,
2 cos o- -
2~
tedy
().
=, = —32—
Nyni polozme & ==z, t.j. L, =—1, my=—m,, n,
= — n, a obdrZime:
' n
o =0, ;—:mlé‘, & :1‘)2.-_-?.

Dvé& rovnomérné rotace kol antiparallelnich os o stejnych
rychlostech obloukovych daji translaci bez rotace. Rychlost této
translace se rovnd soudinu z nejkrat§i vzddlenosti obou os a
_spoletné obloukové rychlosti. Smér jeji jest kolmy na obé& osy,
jezto viak dle (30) md stdti t6Z kolmo na nejkratif vzddlenosti
téchto os, musi byti kolma k rovind, uréené ob&ma osami.
Divéme-li se ve sméru- této translace, jsou rotory o, a — o,
namifeny ve smyslu tofeni rutitek hodinovych. (Obr. 3.)

h
Vezméme nyni obecny pfipad o = 3 &0, = 0.
: r==1

Rychlosti rotaci v jednom sméru oznalme m,, a,, ... o,
rychlosti rotacf v opatném sméru wy+1, my+2... o5 pak musime
' 26
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poloziti:
§=g=...=¢ =1 at=atr=...=g==—1.
Z rovnice:
R v 2
T, =0, —Jo, =0
r=1 r=1 r==y+1
v h h
plyne : So,=20, =33,
r=1 r=y+1 r=—1

Ny
—

0bx. 3.

Prvnich » rovnomérnych rotaci d4 rovnomérnou rotaci bez trans-

v h
lace, o obloukové rychlosti 3 o, = } Z'w, kol osy jdouci bodem
—1 r=1

(@, ¥, ¢), kde

v v
P Q00 P brﬁ?,« ) Cr@y
[ r==1 [ r==1 (2. r—1
="t y=—l =T
2w, 2w, 2w,
r==1 r=1 r=1

rovnobéZné s osami tdchto v rotacf. Ostatnich A —» rovno-

mérnych rotacf dd téZ rovnomérnou rotaci bez translace se stejnou
h 3

obloukovou rychlost{ = o, = } 3 w, kol 08y rovnob&Zné k oséim

r=y-41 r=1

téchto A — v rotaci, a jdouci bodem (a”, b”, ¢”), kde:

h h h
2 a,9, 3 b, 3 ¢y,
"o r=vt1 B — r=v+1 . r=v+1
= V= e =
2 @, 2 2 @y

r:‘i‘+‘ r :’V'*‘l r=‘l'+1




403

Méme tedy naSich 2 rovnomérnych rotaci redukovéno na
dvé rovnomérné rotace. Tyto ob& rotace maji stejné obloukové
rychlosti, ale opatny smysl daji tedy rovnomérnou translaci bez
rotace o rychlosti:

h
o T3 Zed

kde 0 znati vzddlenost mezi antiparallelnimi osami obou rotaci.
Dosadime-li za 0 hodnotu:

P — V(al - a”)g + (br . bn)g + (6' . bn)g

2 2

v h v h v h 2
2 a0, — 3 a0, 2 bw, — 3 b0, 2w, — 2 C0,
=1 r=y+1 =1 r=p+1 r—1 r=p+1

h % %
% > @y % 2 @y -;j ZOJ,-
r—1 =1 r—1
— 1 ) 3 ) 3 % 3
- ( Z &a,0, ) +( 2 &by, )+( 2 &ty )
13 Py 0, =1 r=1 r=1
r—1

obdrzime vyraz:

S h \ 2 h 2 h 2
2= ( 2 6,0, )-|—( 2 &b, )-l—( 2 EpCyl0y )

() r=1 r=1 =1 )

pro rychlost rovmomérné translace (bez rotace), jeZ resultuje
z onéch % danjch rovnomérnych rotaci za shora uvedenych

podminek.

Body (a, by, ¢); (@gy bg, ), - - - (an, ba, ) jsou priseky
os danych rotaci s rovinou k nim kolmou.

Smér této translace jest kolmy ku sméru danych os a
vzddlenosti d. (Dokonéeni.)
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