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Pocet ¢lenit determinantu, neobsahujicich urdité
prvky.
Napsal Viadimir Knichal.

Méjme determinant n-tého stupné a bud u hbovolné ale urcité

lislo (kladné, celé). Pak miiZeme psiti:
n=¢o.u+ea 0 a<<pu ¢))

Vyberme si z n fddki determinantu libovoln& p fddki, ze zbyva-
jicich op&t u fddkii atd. To miZeme uliniti g-krdte. Zbude ndm
a fadkt. Tyto skupiny po u faddcich nazveme postupné (M,), (M;)
... (M,) a zbyvajici skupinu (obsahujici e« Fddkt) pak (Me+1).
Podobn& to provedme se sloupci a obdrZime skupiny sloupcit
(M), (Ny) ... (Ng), (No+1). Souhrn prvkil, ve kterych se protind
skupina (Mi) se skupinou (N;) nazveme (P,). [KaZdd skupina (P) .
i=1,2,..., o Citd u? prvki, skupina (P,+i) pak a® prvkil]

Rozepiﬁeme-h dany determinant n-tého stupn& obdriime n!
Clendi. Z t&ch vybereme ty, které neobsahuji Zadny z prvki skupin
(Py), (Py)...(Po+1), a jich polet oznatme P, Polet ten je vy-

jddfen vzorcem:
A art

d‘oa
P @la—1]+1) — 1) =il 0 v T e L (A
n = Za Z( ) Z£| 2! 114! ' ( )

t= l=a—t
kdeZ a; znati ofl—i+) off=1, dile ¢’= >'a, ay ... ay,

Y1 V2 ... 7 je uritd kombinace i té tfidy bez opakovdni z prvkh
1,2, 3,..., 2,4+ 1 — 2 takovd, Ze neobsahuje 2idné dva sousedni

prvky, Z pak vztahuje se na v3echny takové kombmace ax je
kty &len i‘ady 1, 1,223 3,4,... tili ak-——l— k———(—-l)"

a kone&né ;‘ vztahuje se na v3echna cehstvé, kladné neb nulova

feSeni rovnic:
Ai+224+34+ - Fudi=n—1—t, (B)
At A4+ A+ ....+Zﬂ=g.
Pozndmka: Pocet &lentt P, nemfize zdviseti na volb& skupin
(M) a (N), nebof permutaci rovnob&Znych fad piejde determinant

v jiny, ktery v3ak obsahu1e v3echny Cleny (a jen C&leny) deter-
minantu z4kladniho. -

- RozteSime napfed 3 pomoché tilohy: .
A) Mé&jme &isla of), definovand rekurentnf formuli:
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o) =1, asl):a21—x o)+ 0,0 |+ @y, o)+ ...

: A + a0, 2)
kdeZ a, je kty &len Fady 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4,... &ili (jak snadno
se piesv&dZime pro k liché a pro k sudé)

1 1 ]
Q= —+ —hk— — (—1) 3
=g gk ( ) 3

"Toto urleni &isel a{d plati, jak patrno, pro i>0, I>0.
Ze vzorce (2) snadno plyne:
o) + @y @K =o'+ 1'>0,i>0.

Pro I'=2[, [>0 je z toho:

| o+ (+ e =afiy, @
pro I'=2+1, 1>0je:
a@I+D 4 (i 4 1) a2t = oP!+? ()
DokdZeme je3tE:
al) = Zy" a.qa,...a, _ (6)

kdeZ I se vztahuje na vSechny kombinace (¥, 7, ...7:) i té tfidy

7 .
bez opakovdni z prvkii 1, 2, 3,..., 2/+[—2 takové, Ze ne-
obsahuji- 24dné dva sousedni prvky. Pro /=1 jsou ty kombinace
prost& (1), (2), 3), ... (2.1 +1—2) atudi ¢,V =a, 4+ a, + a; +
+ ...+ a, co je zfejm& sprdvné (a,) = 1). Pfedpoklddejme platnost
(6) pro urtité i. - -
‘DokdZeme, Ze plati pro i + 1. -

) — 2
o)\ =ay )+ ay 6P+ ...+ Ty y &
D — ' .
a1 =8y (Z Qpo Qg+« av,-) T iy (2 By v e+ Oy 1) +..
7' ~ 7” .

. -+ azH_,(Z‘ a,mnam: .- 0_41)), (7N
_ ‘ W)
kdeZ Ek)se vztahuje na kombinace z prvka 1, 2,3,...2i 4 k—2.
1t . S
Chceme-li dokdzati, Ze prav4 strana (7) rovnd se

Z Q1 @y @y 8)

- (kombinace jsou tvofeny z prvktt 1, 2, 3,..., 2(i+1)+1—2),
stati dokdzati, Ze kaidy &len vyrazu (7) vyskytuje se v (8) a to
jen jednou a naopak. Budtez indexy p; »: 7s ... sefad&ny podle
velikosti, potinaje nejmen3im. Libovolny ¢&len rozvinutého ktého
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Clenu vyrazu (7) je a, o .. .- a,/(k') ay;,  Ponévadz y,®.. .y
4
je kombinace z prvkd 1, 2,..., 2i+ k—2, je pW<(2i4-k) -2,

Cili indexy »® a (2i-+ k) nejsou sousedni. Prvky »,® ... y®),
21+k tvofi kombinaci (bez opakovdni) (i + l) tde z prvki 1,

, 20+ k &ili, ponévadi k<l/, z prvku 1, 21+I Vy-
skytule se tedy uvaiovany dlen ve vyraze (8) 'a to jen jednou,
nebof (8) neobsahuje dva stejné €leny (plyne z vyznamu E) Po-

dobn libovolny Clen ve vyraze (8) je a, a, ‘e, kde Vi <
<2i+ 1/ PondvadZ y,7;...%, neobsahujl sousedm prvky, plati:
721, 7>y + 2, y3>72+2 P 2> 7+ 2 gl seSteme-li: .
71 22i+ 1. To znamend, Ze a, g S€ vyskytuje co koeficient

pfi n€kterém soultu ve vyraze (7). BudiZ y,,.,=2i+k. Pak ve viech

llenech vyrazu (7), vyjma Elen kty, je nejvy§§i index p jiny neZ

7141 = 20+ k a nemiZe tudiZ uvaZovany Clen a, ey, Y nich
Dbyti obsazen. Naopak a, a,...aq, je jisté obsaien ' 2 a, - -
(k)

- a ), nebot ‘?’1_<_7’1+1_2=21+k—2 a tudiz 7,...7, je
kombinace ité tfidy z prvkdt (1, 2,...2i+ k—2), neobsahujici
prvky sousedni. Je tam obsaZen jen jednou, nebof Z neobsahuje

7K)
dva stejné Cleny. Tim je dfikaz vzorce (6) dplné proveden

B) Még&jme Fadu &isel u®), definovanych v urtitém oboru pro
n a i, a nechf plati pro né nésledujici vzorec:

u® = Zu,ugj_,‘, pro i.>0, #,4:0. | )

I=c

Jestlize je u{) definovdno, nechf jsou také definovdna C&isla
na pravé 'strané se vyskytujici.

Velitina 4 je linedrni homogenni funkci veli€in u(’—‘) tyto

opét lmeémiml homog. funkcemi velifin #¢—2 atd. &ili (ponévadi
i>0) u je linedrni homog. funkci velitin 4@

W= 3 et Ouf) o

Pfi tom, jak patrno, museji byti veliliny u(” jist¥ definovany- jen,
je-li_definovdno u®. K urleni koeficientll &™? zavedme si za u{
urlitou funkci proménnych (n, i):

. L;a i A
u§{>=qn(2_:g,qt), o

kde g je libovolné, ale urlité &slo, vyjimaje koneiny polet
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hodnot, kdy ¢ =0 neb fx,qeo. Veli¢iny u? takto jsou defi-

. l=c¢
novany pro viechny hodngty n a i Je splnén také vzorec (9):
i—1

2 1-'- 2
Snutzp= Snart(Sua) =S na) X
I=¢ =0

=¢ I=¢

XZ”:‘I"‘Q"(Z“Q) =u.

= I=c

Pong&vad? u{? = ¢/, bude dle (10):

2 { 1 )
qn( C: ul q[) - 2' Esnli) q[, - (12)
1—01

platny pro kazdé ¢ (vyjimaje kone¥ného po&tu). Podle véty o ne-
_urditych soulinitelich bude &9 koeficient pfi ¢' v rozvinutém

vyraze " ( Z"‘lq) Podle polynomické véty je vak:
= .
. n 2 v ! i;— . B i! (% 'Cl)ﬂc ><
7 (Z 7) = 2 I Tl A e

I=ct

il ”zc, "21:1 +1 xlc:

- at1)etr, X, Aoy =
X(?cr}—lq )c ( Q)" ; Z lc_H Z

q"+012¢‘+(01+1)2,_-1+|+ el (]3) ’
" kde se sztahu]e na viechna celistvd, nezépomé feSeni rovnice:
V Ao Aegroo + =10 (14)
Aby exponent pfi ¢ byl I, musi _
n+€12,_-1+ (Cl+ 1)2c1+1+' .;+02'1(.=:l- ‘ (15)
‘Bude tedy : '
il n:& ”'Z’t}:—ll . :L‘z .
(mi) = - :
=2 T ) (16)

A

s podminkami (14) a (15) pro 2 Odeéteme-ll od (15) ¢, ndsob-
nou (14), dostaneme:

. ,_-+‘+2 +2+ +(c2—cl)z’ _‘l n-_cl. (17)
Podm{nky (14) a (17) jsou aekvivalentnf podminkdm (14) a (15).
- Nejmen3i hodnotu pro [ ve vzorci (10) dostaneme, kdyZ za velitiny 4

na levé stran& rovnice (17) ddme hodnoty nejmensi, totiz 0.
Pak bude (n, i, ¢,, ¢; jsou pevné hodnoty):

min l-~n+cl o (18)
2 nabude hodnoty ne]vét§{ totiz (podle (14)): A, =1
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Naopak pro nejvétsi hodnotu / bude 4, nejmen3i &ili rovno 0
atedyd, , ,+4,, ,+...+ 4, =i Tatorovnice se neporusi, kdyZ
Ay zmensime a Z o tolikéz zvét§ime Tim se v3ak levd strana
' rovnice (17) (pro k1<k,) jlsté zvétsia tedy také [, Nejv&tsi [ bude

tedy PTO Agi=4qpp=. =4, =0, 4 =I
max l=n+ ¢l (19)
Médme tedy celkem vysledny vzorec:
ntesi
ud= ' &mdu{), kde _ (20)
Il=n+ced

&md je urfeno vzorcem (16) s podminkami (14) a (17) pro 4.

C) M&me determinant B stupn& m tého, ktery nechf obsahuje
fadu prvkit d,, d,, dy ... Oznatme ji (d). Mame-li n€jaky deter-
minant v tého stupng, ktery obsahuje B jako subdeterminant, bude
zcela urlity polet &lenit toho determinantu, neobsahujicich Ziddny
z prvkd (d) a Z4dny z téch prvkii, v nichZ se p fadkt a g sloupci
doplitkového subdeterminantu protind, nebof permutaci rovnob&Znych
fad se ten pofet nemé&ni a nezdleZi tudiZ na poloze t&h sloupcii
a tadkf, jen kdyZ disla v, p, g jsou urlitd. Ten polet oznalime
PP 2, Mé&me nyni determinant A stupn& n tého, ktery nechf obsa-

huje co subdeterminant determinant B a budiZ jeho dopln&k:
- an 012 a13 ...alf

Skupinu prvkil a,, .. pro A’ <h, k' <k oznatme (C,,). Skupinu
(C,) i (d) nazveme (D ) Pro h,neb k rovno O nechf ndm znali
symbol (D,,) prost& (d). Podle hofej$iho vymé&ru bude polet &lent:
determinantu A, neobsahujicich Zidny z prvkt skupiny (D,,),
roven P®H, kteryito symbol se snadno roz3ifi pro 4 neb k rovmo
0. P 0) = Fk = PO, Tyto Eleny jsou dvojiho druhu:

* 1. neobsahuji z4rovedi ¥4dny z prvké @y o (existuji-li ty
Sleny &-li mé-li P&+ 5 yyznam) pro k' <k Eili neobsahull Zadny
z prvkli skupiny (Dn 41, 1) 2 Jich polet je PR+1 0,

2. obsahuji jeden z prvkit a, , , (k'<k) (Vice jich obsa-
hovati nemohou, nebof prvky a, . , . jsou v jedné fad¥). Vyberme
z nich ty tleny, které obsahuji a,_ r (& <k). Pak lze tento
prvek vytknouti a zbyvajicl &4stbudou Sleny subdeterminantu A h41k,

(existuje, kdyZ n>1) a to takové, Ze neobsahuji Zidny 2z prvktx
skupiny (D, ). Z této skupmy nebude A, obsahovati jiz sim
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0 sobd prvky v k, tém sloupci detetminantu C a bude se tedy
sklddati ze snbdetermmantu B (ten toti¥ vypusténé fady protinati
nemiize) a jeho dopliiku, ktery ze skupiny (C, ,) bude obsahovati
prvky, ve kterych se protind i fidkfh a (k—1) sloupcii. Bude
tedy pofet t&chto Clenit P ¥~ nezdvisly na k. Celkovy polet

Clentt skupiny 2. -bude tedy (pro k=1, 2, 3...k): kP"kD

a mdme: P B = Ptk 4 Pt k=D g |
Pr(1h+]‘k):P£1h’k) _ kpr(zhlllt—l) (21)
Podobnou {ivahou dostaneme (fddky vymé&nime za sloupce):

Tato tivaha, ]ak patmo plah pro m>0 h>1, k>1, maji-li
jen levé strany vztaht (21) a (22) vyzpnam (pak také Il>l)
Snadno se pfesvéd¢ime (totoZnou tvahou), Ze -

PU.D = P@O— PO pro n>1. - (23)
Roz3ifime-li platnost rovnice ' '
PO =nl (m=0, n>1) - (24)

i pro n_O (pak také m =0, nebof m<n) a klademe-li tedy
(symbol P{ neni definovan): P“’)—Ol—-l bude (23) platm i pro

n=1 (pak nutnd m=0), nebof skuten& PV =11—01=0.
DokaZeme nyni, Ze plati:

P&9) = PO — q,@s=) PO) 4 q,05=9 PO , _ q@s=9PO) 4+

HF(—1)2eP PO = 3'(—1)tall—0+DpO) — (25)

t=o0

a dile : -
S
Ps,s+|) — Z; (__l)tag2[s—1]+2) Pl(zo)_t, (26)

jestlize levé ‘strany téchto rovnic maji vyznam (as>1).
Pro s=1 mdme z nich vztahy : P(: D = PO — PO  a pl2 =

=F0 2P0 | kteréito skutetn¥ platl [viz. (22) a (23)]
Pi‘edpoklédeime platnost (25) a (26) pro uréité s. Pak bude
[dle 21)]:
" P(s-l-—l s+l)._. p(s,s+l) —(S + 1)[3(8, s) — p(o)+

+Z(_1)ta(2rs-t1+2)p<o) _(S_H)2(_1)ta(2[s—tl+l)p(o> .

t=1
—(=1)s (S-H)a“) P(O) = P(O) + Z‘((_-l)ia (le—-il+2)p(0) —
— (s+ 1) (- l)r—xa(z[s t+iH+) plo) - H‘ (__l)s+l(s+1) () P

n—~(s+l)-
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Klademe-li nyni do (4) i=¢>1, I=s+1—t>0 a nahradime-li
(s + 1)) podle (2) velitinou af)_,, mdme:

p(s+l s+1) — P(o)+ Z(_])ta(2[3+l—t]+l)p(o) (_])s+l

t=1

of) PO = Z(_l)ta(2[s+l—t1+l)p(o) ,

coZ je (25) klademe-li tam misto s...s+ 1. Podobny vyrok
bychom dokdzali o (23).
Uzivali bychom pti tom [dle (22)]: _
_P%s+l, s+2) ._.»Pszs-}-l, s41) (S+ 1) Pgs:—sl+ 1)
a pak vztahu (5).

®

Pristoupime nyni k dikazu v&ty v tivod& citované. Oznaleni
o skupinich sloupcti, fadk{i atd. tam uliné€né podriime i zde. Za
determinant B v predchézejici tivaze. poloZme souhrn prvk{, ve
kteryjch se protinaji skupiny fadka (M,) (M,)...(M,_,) se sku-

pinami sloupct (N,) (Ny)...(N,_,) a za skupinu (d) volme sku-
pinu prvki (P,) (Pg)...(Pl_l) Oznatme p() polCet Clenit deter-

minantu ntého stupn&, neobsahujicich Zadny z prvkt (P,) (P,)...
..(P,): Pak bude p{ znamenati poCet &lenfi, neobsahujicich Zddny

z prvki skupiny (d) a Ziddny z t&h prvkf, ve kterych se u fadki
a u sloupctt dopliikového subdeterminantu ku B protind.

Je tedy
p(:) = P 1) = (_1)t aRle—1+) pl) (_ 1)e, p(o)
Uvaha, jak patrno, plati pro i>1 a mé-li pg') vyznam &ili je-li
i< . PonévadZ, jak patrno, P©) ,=p¥—D, bude:
po) = iw (—1)ta,pi=1 27)
t=o0

pro kaidé i, pro n&Z 1<l<9 Pro i=1 bude m= O a tedy .
p=nl. Podle rozifeni (24) i pro n =0 nutno kldsti: p© =0!= 1.

Kiademe-li ve vzorci (9) u® =p®, ¢,=—u, c; =0, =(—1)'a_,
mdme vzorec (27) a tedy plati [dle (20)]:

pw = Zn & O plo) = i’ m Al (28)
n

l=n—upe l=n—pe

- kde ,
g!(—1'“——#+(f‘—‘)‘7'-—u+l+“'+‘"—l &t —u . aﬁ:ﬂl+l a':v

&m0 = 4 “
5 Z A A, L)
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;‘ se vztahuje na veSkers celd, kladnd (>0) feeni rovnic!

l_”“l'l__”_’_]“l' sk, =0,
”+|+22_u+2+' +M10=1-—IZ+IIQ
Odedtéme od u nasobné 1. rovnice druhou a piSme misto

_; prost& A .
e =
. "
podminkami pro 4:
M422+30+...p4,=n—],
Bt dt 4, =

Odvozeni plati pro ¢>1. Vzorec (28) ziistdvd v3ak v plat-
~mnosti i pro ¢ =0, nebof (dle n¥&j) (p? = n!, coZ skuten& je spravné.

Analogxcky jako (27) dokdzali bychom: (nahradime g velitinou @)
po+l-§(_|)ta(2[u f1+Hpe (30)

Dosadime-li nynf za p{® , ze vzorce (28) a uvdiime-li, Ze-
peth =P, dostaneme vzorec v uvodé citovany. '

*

Pro y—-l mime: (¢=n, a=0)*
— -1 n! \ _l_ _l___ _!_
P, = %?( =t G n!( har— et ) 31)

1
Pro =2 médme: ln—ze,a_o .
- A+2=n
_z(_lyz L llg 14‘:1!1'11’1+2+2—9 (32)
2. n=29+1,a=1. '
4h, 2% 420, =n—I—1t

—1)r=ti1 g
P %vl_l-—t ) Ig;'z'l!'ii“ A+ +i=0¢
&ili

‘ ' . A +24,=n-1
P,= 2( 1) ‘(’—') (t=Dte ’Zuz,u! Wt it h=o
(33)

. *) Pro u=1 fedi tuto tilohu R. Baltzer v ,Theorie und Anwendung
der Determinanten na str. 29 a E. Netto v Lehrbuch der Combinatorik“
na str. 66 a nésl, kde je ponékud odlisn& sestavena Zirovei nalezne tam
étenﬁi‘ dalsf literaturu k- této ot&zce se vztahujici. '
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Tyto vzorce vyjadfuji pocet nenulovych &lenfi determinantu,

jeho bud jedna, neb ob& diagondly obsahuji prvky vesmé&s nulové.

Pozndmka: Vzorec v tivodé citovany moZno psati také v iomto
tvaru: :

ata”. .. a

n Au 143 ’
P _=o! ( m_”_) (—1)r=t=t gle-11+D (] —¢)!
= 2 (X A 2 ‘

s podminkami pro 4:
A+20434+ ... +ud,=n—I
10+'ll+"-+lu:9'

ReSeni této tilohy vzniklo na podnét p. prof. Dr. Petra jako%to
zobecn&ni ndsledujicich dloh, které pfedloZil p. prof. Dr. BydZovsky
v prosemindfi: Ur¢iti poCet nulovych &lent v determinantu, jehoZ
prvky v hlavni diagondle se rovnaji nule (s udanym vysledkem)
a pak jehoZ prvky v obou diagondldch se rovnaji nule. Ziroveit
dékuji p. prof. Dr. BydZovskému a p. prof. Dr. Petrovi, Ze dali
ndvrh a uskuteCnili uvefejn&ni tohoto fe3eni a rovn&% p. doc,
Dr. Jarnikovi, Ze pro&etl rukopis a upozornil m& na n&které vady.

Le nombre des termes d’un déterminant qtii ne contiennent.
pas certains éléments donnés.

(Extrait de Particle précédent.)

Choisissons, dans un déterminant du n-idme ordre, x lignes
et u colonnes; soit (P;) la matrice en laquelle se coupent ces
lignes et ces colonnes. Parmi les lignes et les colonnes qui restent,
choisissons encore u lignes et u colonnes et répétons ce procédé
autant de fois qu’il est possible; on obtient ainsi une série o+ 1 -
de matrices (P), i=1,2,..., ¢+ 1 ol par Pe 41 est désignée la
matrice quadratique a e lignes (e <u) en laquelle se coupent les
lignes et les colonnes qui n’ont pas été supprimées dans le pro-
cédé précédent. Le nombre P, de termes du déterminant ne con-
tenant aucun élément des matrices (P) est donné par la formule

(A) du texte, oit e, désigne ¢@l-1+D, ol =1, &) = >'a, a, ...

- _
... @y; ici, 7,75 ... 7, est une certaine combinaison sans répétition

des éléments 1, 2. ..., 2{+/—2 ne contenant aucun couple
d’éléments voisins; et la sommation Z s’étend A toutes les combi-

naison de cette espdce; a, = —}1— + ~;— k— —i— (—1); enfin la som-
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mation s’étend a toutes les solutions entitres, positives ou

- nulles, de 'équation (B) du texte.

Comme cas particuliers, la formule (31) du texte donne le
nombre de termes non nuls d’un déterminant dont la diagonale
a tous ses éléments nuls, la formule (32) le nombre de termes non
nuls d’'un déterminant ot tous lés éléments des deux diagonales
sont des zéros.
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