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Příspěvek k teorii funkcí prostých. 
(Výtah z disertace.) 

Lad. Špaček. 
(Došlo 30. května 1932.) 

V této práci odvodím některé podmínky, postačující k tomu, 
aby daná funkce* byla prostá. 

1. Mějme funkci f (z) = axz + a2z
% + . . ., která je pro | z I < 1 

regulární a různá od nuly mimo počátek, kde má jednoduchý 
nulový Jbod, a není prostá.1) Pak jest možno podle známé v ě t y 
nalézti takové číslo r (0 < r < 1), že křivka w (t) = f (reu) (0 < 
< t < 2jt) není jednoduchá; budiž tedy na př. w(t±) = w(t2) (0 <; 
^ či < h <C 2 ^ ) - Protože se podle předpokladu w (t) = i(reu) ne­
rovná nule pro žádné t, jest možno zvoliti hodnotu logaritmu t a k , 
aby log w (t) = log í(reu) byl spojitou funkcí proměnné t; z rovnice 
w (ti) = w (t2) pak plyne^ že, proběhne-li t interval <tl9 t2>, 
změní se logf^e1'*) o 2hni (h je číslo celé). 

f(z) í(z) 
Z rovnice log f(z) = log z + log -i--- je zřejmo, protože -̂ --f-

nemá uvnitř jednotkové kružnice nulových bodů, že, probíhá-li t 
interval < t2, t2 — 2hn >, změní se log í(reu) o — 2hni. Proběhne-li 
tedy t interval < tx, t2 — 2kn > (při čemž bod z = reu opíše 
křivku S), logf^e^) se nezmění; při tom z podmínky 0 ^ ^ < 
< t2 <2TC plyne, že tx 4- t2 — 2hn. Jest tedy 

Mějme nyní funkci f(z) = a-z + a2z
2 + ...,• která je pro 

\[z | < 1 regulární, od nuly různá kromě počátku, kde má jedno-
x) Budu nazývati stručně „prostou" takovou funkci, která je pro 

\z\ < 1 regulární a nenabývá v žádné dvojici bodů uvnitř jednotkové 
kružnice téže hodnoty. 
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duchy nulový bod a ke které ke nalézti takové číslo <%, že je • pro* 
l z l < x . 

SR \a>-w)>0 m 

(toto číslo a0 je zřejmě od nuly různé a z. (2) pro z -> 0 dokonce plyne, 
že je -Jt (a0) > 0). Píšeme-li poslední integrál z (1) vé tvaru 

i r reířf'(reíř) 7 j 

a0J ° f(re )̂ 

je zřejmo, že tata funkce nemůže býti neprostá. 
* J Předpoklad, že funkce f (2;) je pro | "z | < 1 regulární a od nuly 

různá kromě počátku, kde má jednoduchý nulový bod, smíme • 
vynechati, předpokláďáme-li, že funkce 

^ ( 2 ) =i(ir (3) 

jest regulární pro | z \ < 1 a rovna jedné pro z = 0; neboť z (3) 
plyne 

f ' (g) = 1 # 0 - 1 , 
f(z) Z "*" Z 

z 

-ľ-log f (z) = log z + f&& dz + log C 
z 

o 
ft®f±dz 

í(z) = Gze° 
z čehož je naše tvrzení patrno. 

Dokázali jsme tedy základní větu: Jestliže výraz , 

jest pro | z | < 1 regulární, pro z -= 0 roven jedné a jestliže lze 

( zí'(z)\ 
OQ i { \ \ > 0, 

jest funkce f(z) prostá. 
z i'(z) Podmínky, aby • , . • bylo pro | z | <. 1 regulární a pro ^ == O 

rovno jedné, jsou zřejmě nutné; naproti tomu uvidíme, že podmínka 

91 (ao^T7y-\ > 0 není nutná. Podmínka, aby ~^- bylo pro % = 'A:: 

rovno jedné, je ekvivalentní s podmínkou, aby í(z). mělo tvan 
axz + a2z

2 + . . ., a-.'4=0. \: " \ 
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2. Z odvozené věty můžeme získati podmínky pro koeficienty, 
postačující, aby funkce jimi určená byla prostá, užijeme-U Cara-
théodory-Schurova vyšetření funkcí, nabývajících pouze hodnot 
s kladnou reálnou částí a funkcí, nabývajících pouze hodnot 
z vnitřku jednotkové kružnice. Nejvhodnější tvar jejich výsledku 
pro naše vyšetřování je tento2): Nutnou a postačující podmínkou 

a h(z) = 
&(z) pro to, aby podíl |^_£ funkcí g(z) = b0 + bxz + . 

= co + ciz + • • • byl pro | z \ < 1 regulární a nabýval pouze 
hodnot z vnitřku jedničkové kružnice, je, aby determinanty 

0 

£? 
<h 

0 . . . 0 b0 bг . ... bn^ 
O^.. . 0 0 b0 . . . Ъn-% 

c0 . . . 0 0 0 . . . b^з 

'n—г Cn~-~2 Є"ПЃ--% . 0 0 0 ü 

0 0 . . . 0 c 0 cx 

b0 0 . . . 0 0 c 0 

Cn—^i 

Cn—2 

bn—i bw-2 bns- . b0 0 0 

byly buď kladné pro všechna n nebo kladné pro n <; N ^ 1 

a rovny nule pro n > N. Z transformace tv = гv , , - (převádějící 
w + 1 vjr J 

pravou půlrovinu roviny tv' na vnitřek jednotkové kružnice 
z í'(z) roviny w) plyne, že k tomu, aby a0 . bylo pro | z \ < 1 regu-í(z) 

lární a aby platilo pro | 

i(z) 

< i m LïîЩ > 0, je nutno 

.-'(*-) 
a stačí, aby 

a0f'(Z) + i(z) 
bylo pro | £| < 1 regulární a mělo 

absolutní hodnotu menší než jedna. Označíme-li tedy rn (a0) deter­
minant dn, ve kterém jsme položili (a0 (v + 1) + 1) av+l za cv 
a (a0 (v + 1) — 1) av+1 za bv, plyne z věty Carathéodory-Schurovy, 
že funkce í(z) = axz + a2z

2 + . . . je prostá, jestliže lze nalézti 
takové číslo a0, áby bylo buď xn (a0) > 0 pro všechna n nebo 

2) Viz S o h u r , t íber Potenzreihen, diě im Innern des Einheitskreises 
beschr&nkt sind, Journal fúr die reine und angewandte Mathematik, sv. 147 
(1917), str. 221. 
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T» {aQ) > O p r o w ^ J ^ U T n (cc0) = 0 pro n>N (požadavek, 
aby bylo ax 4= 0, plyne z podmínky tf > 1 flffi T l = s a J % p . 4 $ K ) ± 

Z rovnice 
zf(z) 

čili ao»f(2)—f(«)p(z)=:0 
plyne podle věty o neurčitých, součinitelích (je-li f(2) =. z — 
+ a%z* + . . . a 99(2) === a0+a1z+. . . ) a0 (» — l) (^ _ ^ a * ^ — . .'. 

" — ^ - 1 = 0 71 = 2, 3 , . . , ; (4) 
0 koeficientech o„ funkce 99(2), nabývající pouze hodnot s reálnou 
částí kladnou, platí podle známé věty 

I Ov I < 29Í (a0) <; 2 I <z0 ( r = 1, 2ř . . . (5) 
Předpokládáme-li, že pro v < n platí j a, j <: v, plyne z (4) 

i , ^ 1 . n (n— 1) 

protože pak pro n = 2 plyne z (4) | a21 < 2, je pro funkce f (z) = 
= 2 + a2z2 + . . ., hovící podmínce (2), dokázán vztah 

I ctn I < n (6) 
3. Uvedu.ještě dvojí zobecnění základní věty. 
Budiž z.(£) funkce regulární v jednotkové kružnici a zobrazující 

ji na „naříznutou" jednotkovou kružnici (t. j . jednoduše souvislou 
oblast, která, vznikne z jednotkové kružnice vynecháním bodového 
množství 9ft, jehož každý3) bod je bodem zhuštění bodů nevynecha­
ných) a zachovávající počátek; inversní funkci kz(£) označme £(z). 

Není-li funkce i(z) prostá, takže platí f(z1) == í(z2), j z11 < 1, 
1 z21 < 1, %. =]= 22, lze podle známých vět ke každému bodu z jistého 
okolí kteréhokoli z obou bodů z1? z2 nalézti takový bod z okolí 
druhého, že v obou těchto bodech nabývá í(z) téže hodnoty. 
Lze tedy nalézti také dva body této vlastnosti od sebe různé, 
% nichž ani jeden nepatří k 3JI. Z toho plyne, že funkce F(f) = f (z(£)) 
není prostá. 

Užijeme-li základní věty na funkci F(£), vidíme, že funkci 

w(z) = Z, Z • v základní větě smíme nahraditi funkcí #(£) = r s ' í(z) 

== £ f^zffi> z ' ( f ) ; uvážíme-li dále, že, je-li xp(z) v jednotkové kruž-
í(z(0) 
3) Následující věta by zůstala v platnosti, i kdyby pouze všechny body 

mužství Wl, Užiti vně jisté kružnice \ z \ £ r < 1, byly body zhuštění bodu 
nevynechaných. 
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nici regulární a v počátku rovno jedné, platí to i pro %(£) a zavede-
me-li do %(t) proměnnou £ vztahem f = f(z), můžeme vysloviti 

zí'(z) zobecněnou větu takto: Funkce f(z) je prostá, jestliže . \ ~ 

je pro I z I < 1 regulární a pro z = 0 rovno jedné a jestliže jest 
možno nalézti takovou funkci f (z), zobrazující naříznutou jednotko­
vou kružnici roviny z prostě na jednotkovou kružnici a zachová­
vající počátek, a takové číslo aQ> aby pro z z jednotkové kružnice 

po vynechání příslušného zářezu platilo Sft/flh^./f V „ J > 0. 
\ i{z)/zCiz)J 

Druhé zobecnění dostaneme, uvážíme-li, že funkce í(z) = 
= axz + a2z

2 + . . . je prostá, je-li prostá některá z funkcí F(z) = 
== f (—--X^-| — f (a) = AjZ + . . . (I a I < 1); užitím základního kri-

\1 + azf 
teria na funkce F(z) dostaneme obecnější postačující podmínky 
pro to, aby funkce f(z) byla prostá. 

Pomocí tohoto zobecnění můžeme ukázati, že podmínka 

( zí'(z)\ 
a0 »A i > 0 není nutná k tomu, aby funkce f (z) byla prostá. 

z 4) Vezměme prostou funkci F(z) = 2 a utvořme z ní funkci 

fw = F(r+i) -W = *"T=^j která íest tedy také 

, , -- • 2f(25) " . . , ' 1 , 1 1 
prostá. Výraz —JLL = V(Z) jest roven ^^+j——rj--—> 
Klademe-li z = — eu, můžeme pro t ={= 0, TI psáti y(— eu) =. 
= i + | i cotg -Jí + 1 — 5 + e(t), lim e(í) = 0. Blíží se tedy \p (— eíř> 

t->o 
jednak k horní (pro t -+ + 0), jednak k dolní (pro t -* — 0) části 
přímky ÍR (z) = — 4; protože mimo to xp (0) — 1, není možno pra 
žádné a0 splniti podmínku (2). 

4. Mějme prostou funkci í(z) = axz + a2z
2 + ...;• jestHže se 

při libovolném r (0 < r < 1) při obíhání kružnice | z \ = r v klad­
ném smyslu průvodič bodu f (z) otáčí kolem počátku stále v kladném 
smyslu, nazývá se tato funkce hvězdo vitou. Analyticky je tato 

( zť(z)\ 

Ze základní věty plyne, že můžeme předpoklad, že funkce f(z) 
z í (z) 

je prostá, vynechati, předpokládáme-li na př,, že funkce f / , 
je pro \z\ < 1 regulární a že ax ={= 0,. takže můžeme vysloviti větu: 

*) Tento příklad mi byl písemně sdělen p . prof. Kósslerem. 
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Funkce í(z) =— axz + a^z2 + . . . je hvězdovitá tehdy a jen 
tehdy, jestliže a2 4= 0 a'jestliže funkce 

zť(z) 
9 ( 2 ) = -

-.(*) 
(?) 

je.pro | ž | < 1 regulární a nabývá pouze hodnot s kladnou reálnou t 

částí. .Požadavek a l T : 0 je ekvivalentní s požadavkem <p(Q) -= I. 
w' i 

Použitím transformace w = . , , a Schwarzova lemmatu5) 
w + 1 ' 

můžeme podmínku <p(z) regulární a 3Í (<p(z)) > 0 pro | z | < 1 
, - ' < - > - - - ' 
1 z nahraditi podmínkou 
' Г W + - -

z 

regulární a 
- r < - > - -
1 w Z 
2 f'W + --?-

2 

< 1 

pro | z | < 1. Z věty Schurovy pak plyne věta: 
Nutnou a postačující podmínkou pro to, aby funkce f(z) = 

= axz + a2z
2 + . . . byla hvězdovitá, je, aby ax =̂ 0 a aby deter­

minanty 

an == 

2ax 0 
Зa2 2ax . . . 

0 
0 

a2 2a3. . 
0 a 2 . . 

. (n —l)an 

. (n — 2)an-x 

nan~x (n — 1) a n _ 2 . . . 

a2 0 . . . 
2a3 a2 

2ax 

0 
0 

0 0 . . 
2OІ a2. . 
0 20!.'. 

a2 

Î Ш B - 1 

. (n — 1) a f t_2 

(n — 1) an (n — 2) an-x . . a2 
0 0 . . . 2ax 

byly buď kladné pro všechna n nebo kladné pro n < N a rovny 
nule pro n> N. 

Abychom lépe viděli, jakých hodnot smějí koeficienty hvězdo-
vitých funkcí nabývati, postupujeme takto: z rovnice (7), psané 
ve tvaru z ť(z)—f (z) <p(z), plyne podle! v^ty o neurčitých souči­
nitelích (je-li f(z) = z + a2z

2 + . . . a <p(z) = 1 + axz + a^2 + . ...) 
(v— 1) av — av—xax — . . . — ar—i = 0 v = 2, 3,. ... (8) 

Jsou-li koeficienty a2, a3) . .., an tak zvoleny, aby existovala 
hvězdovitá funkce, začínající těmito koeficienty 1, a 2 , . . . , an, jsou 
koeficienty av a2, . .., an—v vypočtené z rovnic (8), psaných po­
stupně pro, v = 2, 3, .-.'. ,,n, takové, že existuje funkce <p(z), reg. 
pro | z | '< 1 a nabývající pro | z | < i pouze hodnot s klaclnou 

».. 5) Za předpokladu ax 4= 0. / . ' 
Časopis pro pěstování matematiky a fysiky. RoCník 62. 2 
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reálnou částí a začínající těmito koeficienty 1, al9 A ., an-.±; koefi­
cient an pak smí nabývati všech hodnot uvnitř a na obvodu jisté 
kružnice (jak plyne na př. z Carathéodory-Toeplitzova vzorce)6), 
jejíž poloměr (závislý na a±, . . ., anr^1 a tedy i a2, . . ., an) je nejvýše 
roven dvěma (jak plyne ze vztahu (5)); zvolíme-li an na obvodu 

n 2. -\- O) Z 
této kružnice, je tím funkce w(z) určena a má tvar VÁv —? 

- " - ^ 1 — covz 
v = l v 

n 
| o)v | = 1, A„2> 0 pro v = 1, . . ., n, ^?AV = 1. Přeneseme-U tyto 

v = l 

věty pomocí (7) a (8) na funkce hvězdovité, dostaneme, že koefi­
cient an—i smí nabývati všech hodnot uvnitř a na obvodu jisté 
kružnice, jejíž poloměr je roven nejvýše —; zvolíme-li an+1 na 

n 
obvodu této kružnice, jest tím hvězdo vitá funkce určena a má 

z J1 

t v a r _ , | o)v | = 1 fa^O pro v=l, 2, . . ., n,^S\jiv = 2. 
nu—<**)* v==i 

* = i 
Mějme prostou funkci ¥(z) = Axz + A2z

2 + . . .; jestliže se 
pro libovolné r (0 < r < 1) při obíhání kružnice \z\ = r v kladném 
smyslu tečna obrazu této kružnice otáčí stále v kladném smyslu, 
nazývá se tato funkce konvexní. Protože se' dále zřejmě tato tečna, 
jejíž směr je dán vektorem izF'(z), otočí při jednom oběhu kružnice 
\z\ = r o 2TI, je funkce 

í(z) = zW(z) (9) 
hvězdovitá. Platí však také naopak, že, máme-li hvězdovitou 
funkci í(z) = axz + a2z

2 + . . . a utvoříme-li z ní funkci F(z) 
vztahem (9), jest tato funkce konvexní. Je zřejmo, že k tomu 
stačí dokázati, že je prostá. Kdyby však nebyla prostá, křivka 
w (t) = F(reu) o<t < 2u by se (pro vhodné r) přetínala a roz­
padala tedy na křivky % (v = 1, 2). Tečna každé z těchto křivek 
by se při jejím oběhu otočila (spojitě, protože podle (9) je zřejmě 
pro | z | < 1 W(z) =)= 0) o více než TI (neboť jinak by bylo možno 
najíti takové a, že by pi;o všechny vnitřní body křivky platilo 
9í (a w'(t)) > 0 a nebylo by tedy možno splniti podmínku uzavře­
nosti fw'(t) dt = 0), což je ve sporu s tím, že se podle (9) při celém 

<&) 
oběhu má otočiti o 2n. 

Užitím vzájemně jednoznačného přiřazení funkcí konvexních 
F(z) = Axz + A%z2 + . . . a hvězdovitých f (z) = axz + a2z

2 + . . . 
rovnicí (9) můžeme přenésti lehce věty o funkcích hvězdovitých 
na funkce konvexní. 8) Viz na pr. S c h u r , loc. cit. str. 229. 
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Contribution à la théorie des fonctions univalentes. 
(Ext ra i t de l 'article précédent.) 

Soit i(z) = a-fz + a%z2 + . . . une fonction holomorphe et 
différente de zéro, pour \z\ < 1 , excepté à l'origine, où elle a un 
zéro simple, et non univalente. Or, on peut trouver un r < I tel 
que la courbe w (t) = f (reil) (0 < t < 2n) ait un point double; 
soit p . e.î(re^) = i(reUi) (o^t1<t2< 2n). Lorsque t varie de *-.> 
à t2, logf(re^) augmente de 2kni (k entier) et, par conséquent, 
lorsque t parcourt l'intervalle <t1>t2 — 2kn > (z décrivant la 
courbe S), log f (z) ne change pas. Dès lors, on peut écrire 

tï—Zkn 

•r-^fxtowï-f^-ifrffl*-»-
Il en résulte le théorème suivant: 

2 fr(z\ 
Si la fonction ,. . est holomorphe pour | z \ < 1 et 

égale à 1 pour z = 0 et si on peut trouver un nombre a0 tel que 

( zi!(z)\ 
a0 . j > 0, la fonction f (z) = axz -f a2z

2 + . . . est pour 

| z | < 1 holomorphe univalente. Ces conditions ne sont pas néces-
s + i 

z (1 + 4z) 1 + 4-2 
saires, comme montre la fonction \ * = | / 5 rTTï"" î* 

V + W 
— L'auteur donne des généralisations et des applications de ce 
théorème. ' . • 

:r'-V^!:'řł; 
••'ť/йVs":̂  
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