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Piispévek k teorii funkei prostych.
(Vytah z disertace.)
Lad. Spatek.
(Dodlo 30. kvdtna 1932.)

V této prici odvodim né&které podminky, postadujici k tomu,
aby dand funkce byla prosté.

1. Méjme funkei £ (2) = ayz + ap® + . . ., kterd j je pro 2] <1
reguldrni a riznd od nuly mimo pocatek "kde mé Jedno uchy
nulovy bod, a nent prosta.l) Pak ]est mozno podle znémé véty
nalézti takové &slo » (0<r <), Ze kiivka w (f) = f(re®) (0 <
=< ?< 2zm) nenf jednoduché; budiz tedy na p¥. w(t) = w(k) (0 <.
<t <t,<<2n). Protofe se podle pfedpokladu w (t) = f(re®) ne-
rovnd nule pro %4dné ¢, jest mo#no zvoliti hodnotu logaritmu tak,
aby log w (t) = log f(re"‘) byl spojitou funkei proménné ¢; z rovnice

w () = w (,) pak plyne, Ze, probéhne-li ¢ interval <, &, >,
zmém se log f(re®) o 2km (k je &islo celé). :

- Z rovnice log f(z) = logz + log—(—l je ziejmo, protoZe f_izj)_
nems, uvnit¥ jednotkové kruZnice nulov;{rch bodi, Ze, probihd-li- ¢
interval < &, t, — 2kn >, zméni se log f(ret) o — 2kni. Probshne-li
tedy ¢ interval << #;, ¢, — 2kn > (pr1 gem% bod z = reit opiSe
k¥ivku &), log f(re“) se nezméni; pii tom z podminky 0<¢;, <
<ty <2z plyne, Ze ¢ = t,— 2kn. Jest tedy

ty—2kn

f 2 (log £(2)) dz = i'((z)) dz = f ff((:::)) irdtdi=0. (1)

Mé]me nyni funkei f( ) = alz'—|- a2® 4 ..., kterd je pro
|’z| < 1 regularni, od nuly rtzné kromé poéa,tku kde mé jedno- -

1) Budu nazyvati stru¥nd ,,prostou’‘ takovou funkei, kterd je pro
L | < 1 reguldrni a nenabyvé v Zéddné dvopcl bodd uvnit¥ jednotkové
ru¥nice téZe hodnoty.

’
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Tlufhy nulovy bod a ke které lze nalézti takové élslo &, Ze je pro-
z| <1l
4 f'(2) .
\ R (o, 2 ) >0 (@
, (ao ) A | .
(toto ¢islo «, ]e zre]mé od nuly rizné a z (2) pro z - 0 dokonce plyne, v
ze je M (a) > 0) Pi%eme-li posledni integril z (1) ve tvaru
ta—2kn '
7 retf’ (rett)
;x-o— f 02 ——R;é;z)— dt
[ 7
Je zre]irio, Ze tato funkce nemiZe byti neprosta.

Predpoklad %e funkee f(z) je pro | 2] < 1 regularni a od nuly
rizng kroms poditku, kde mi jednoduchy nulovy bod, smime-
_ vynechati, predpokla,dame-h Ze funkee - ,

2f'(2)
v@) = 0
Jest reguldrn{ pro |2| < 1 a rovna jedné pro z = 0; nebot z (3)
plyne

[

(3)

f’(z) + w(Z) —1

f(z)
logf = logz +f dz + log c
fw(z)—l
2
i(z) = Oze’
z SehoZ je naSe tvrzeni patrno.
Dokdzali jsme tedy zékladnf vétu: Jestlize vyraz sz(z()z)

jest pro |z| < 1 regulérni, pro z = 0 roven jedné a jestliZe lze
nalézti takové é&fslo ey, aby pro |z| < 1 platilo 9}( 24 (z)) >0,

1(2)
jest funkce f(2) prostd.
z1'(2)

1(z)

rovno jedné, jsou ziejmé nutné; naprotl tomu uvidime, Ze podmmka,

R (ao Z ff ( (f)) > 0 neni nutné, Podminka, aby f((f) bylo pro z = Q‘*

rovno ]edné Je ekwvalentm 8 podmmkou aby f(z). mélo tvar

a2+ a2+ ..., al:{:O

Podminky, aby bylo pro | z| < 1 regulérnf a pro 2= 0

A.‘ '
AT
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2. Z odvozené véty miuzeme ziskati podminky pro koeficienty,
postadujici, aby funkce jimi uréend byla prostd, uzijeme-li Cara-
théodory-Schurova vySetieni funkei, nabyvajicich pouze hodnot
s kladnou redlnou &isti a funkei, nabyvajicich pouze hodnot
z vnitiku jednotkové kruznice. Nejvhodnéj§i tvar jejich vysledku
pro naSe vySetrovani je tento?): Nutnou a postadujici podminkou

pro to, aby podil %—g% funkei g(z) = by + bz + ... a h(z) =

= ¢+ ¢z + ... byl pro |z| <1 regulirni a nabyval pouze
hodnot z vnitfku jedni¢kové kruZnice, je, aby determinanty

6 0 0...0 b by ...bpy
2 o 0...0 0 by...bny
Co ¢ C---0 0 0 ... by
67L = .C-_n_l Zﬂ—"2 E;l,_3 . zo O O .. bo
by 0 0...0 ¢ ¢ ... Cpy
b, bo 0...0 0 ¢ ... oy
br—y bn—g bpg.. by 0 0 ... ¢
byly bud kladné pro vsechna = nebo kladné pro n<N>1
a rovny nule pro » > N. Z transformace w = ;—UT—;-—: (prevadéjici
pravou pualrovinu roviny w’ na vnitiek jednotkové kruZnice
roviny w) plyne, Ze k tomu, aby aosz(% bylo pro | z| < 1 regu-
larni a aby platilo pro |z|<<1 ER(ao Efi(gl) >0, je nutno
, f(z
ot () — )
a stadi, aby PR O} bylo pro |z| < 1 reguldrni a mélo
at'(z) + ——

absolutni hodnotu mensi neZ jedna. Oznaéime-li tedy <, (a,) deter-
minant J,, ve kterém jsme polozZili (¢ (» + 1) + 1) a4+, za ¢,
a (o (v + 1) — 1) ay4, za b,; plyne z véty Carathéodory-Schurovy,
ze funkce f(z) = a;z + az® 4+ ... je prostd, jestlize lze nalézti
takové &islo «,, aby bylo bud 7 (a) > 0 pro vSechna n nebo

2) Viz Schur, Uber Potenzreihen, die im Innern des Einheitskreises

beschrénkt sind, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, sv. 147
(1917), str. 221.
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Ta () >0 pro nSN>13a ta(0) =0 pro n> N (poZadavek,
aiyo;oylo % F 0, plyne z podminky ¥ > 1 &ili 7, = | a, |F". 4R (a,) &

Z rovnice

ff
ek = ot

i oy 2 ' (z) — 1(2) plz) = 0

plyne podle véty o neurditych soudinitelich (jeii iz} =2+
Tt .8 o) =agptert. ) G —1)ay— agey —. ..

.‘_aﬂ~1=0 ‘n='2,3,...; (4)

olko’eiicientech @ funkee @(z), nab¥vajlei pouze hodnot s redlnou
Gasti kladnow, plati podle zndmé véty

e[S M@ S2|e] r=12... (5)
Predpokladéme-li, e pro » < = plati | a, | <w, plyne z (4)
1, n(r—1)
| e
protoZe pak pro n = 2 plyne z (4) g, | < 2, je pro funkee i(z) =
==z 4+ ay2z* + ..., hoviei podmince (2}, dokdz4n vztah
' fan!<n (6)

3. Uvedu .jedtd dvoji zobecndni zdkladni véty.

Budi? z{{) funkee regulérni v jednotkové kruznici a zobrazujici
ji na ,,nafiznutou’ jednotkovou kruinici (t. j. jednoduie souvislou
oblast, ktera, vznikne z jednotkové kruZnice vynechénim bodového
mnoZstvi M, jehoZ kaZdy?) bod je bodem zhudtdni bodd nevynecha-
nych) a zachovivajiof podatek; inversni funkei kz{{} oznaéme {(z).

Neni-li funkce f(z) prosta, takze plati f(z) =1f(z), {2 | < 1.
|2, | << 1, % =F 2, lze podle znémych vét ke kazdému bodu z jistého
okoli kteréhokoli z obou bodd z, 2, nalézti takovy bhod z okoli
druhého, %e v obou tdchto bodech nabyvé f(z) téZe hodnoty.
Lze tedy nalézti také dva body této vlastnosti od sebe rtzné,
z nichZ ani jeden nepat¥f k M. Z toho plyne, %e funkee F{Z) = {(z{{))
neni prosta. .

U#ijeme-li zdkladni vdty na funkei F({), vidime, Ze funkeci

v(e) = Lff(z()i) v zskladni vété smime nahraditi funkei z(Z) =

={ —f’((—:%)—; 2'({); uvézime-li déle, Ze, jo-li p(z) v jednotkové kruz-

%) Wasledujiof véta by zistals v platnosti, i kdyby pouze visshny body
muish;i m, _zeezf,u&(:::é g'?awykium [ zpl < r < 1, byly body zhuft¥al bodi
nevynechanych.
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nici regularni av podatku rovno ]edné platf to i pro x( ) a zavede~
me-li do x({) promé&nnou z vztahem ¢ = {(2), miZeme vysloviti

zobecnénou vétu takto: Funkce f(z) je prostd, jestlize sz( ()z )
- je pro [2] < 1 reguldrni a pro z = 0 Tovno jedné a jestlize jest
mozno nalézti takovou funkei {(z), zobrazujici na¥{znutou jednotko-
vou kruZnici roviny z prosté na jednotkovou kruZnici a zachové-
vajici poditek, a takové &fslo «, aby pro z z jednotkové kruznice

‘po vynechéni- pnsluéneho zéfezu platilo §R( oz ff & ;) ZCCSZ))> 0.
Druhé zobecném dostaneme, uviZime-li, %e funkce f(2) =
= a2z + ax? 4 ... je prostd, je-li prosti néktera. z funkef F(z) =
=f (lz i‘_‘f ) — f.(oz) — 4z +...(|a| < 1); utitim zékladniho kri-
teria na funkce F(2) dostaneme obecn&jsi postadujici podminky
pro to, aby funkce f(z) byla prosta
Pomoci tohoto zobecnéni muZeme ukaza,m %e podminka

R (ao z ff & (;)) > 0 neni nutné k tomu, aby funkee f(z) byla prosta.
. y

Vezméme prostou funkei F(z) = 1—-_%

f(z) = F(lz—-::z) F() = gz 1+ 72)_, kterd jest tedy také

zi'(z) _ . 1 1 1
prosta. Vyraz %) y(z) jest roven 1+z+1—~z—1 TR

Klademe-li 2z = — ¢, miZeme pro ¢=F0, & psiti y(—e€'t) =
=} 4 44 cotg Jt + 3 —5 + &(¢), lim ¢(t) = 0. "Blizf se tedy p (— €t)
t->0

jednak k hornf (pro ¢ - 4+ 0), jednak k dolni (pro ¢->— 0) dasti

a utvofme z ni funkei

pfimky R (z) = — 4; protoZze mimo to y (0) = 1, neni mozno pro
24dné «, splniti. podmmku (2).
4. Mé&jme prostou funkei f(z) = a3z + a222 + ...; jestlize se

pii liboyolném r (0 < r < 1) p¥i obfhéni kruZnice |z | = r v klad-
ném smyslu privodié bodu f(z) ot4&i kolem po&stku stile v kladném -
smyslu, nazyvé se tato funkce hvézdovitou. Analyticky je tato
z 1(2) ‘

> 0.

f(2)

Ze zékladni véty plyne, Ze miZeme predpoklad, Ze funkceff(z)
zf'(2)
iz)

je pro | z| < 1 regulérni a Ze a, # 0, takZe muZeme vysloviti vétu:

vlastnost vyjiddfena podminkou I

]e prosté vynechatl, predpokliddme-li na p¥F., Ze funkce ———

* 4) Tento priklad mi byl piéemné sd&len p. prof. Kosslerem.
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Funkce f(%) = a2z + ax2®2 + ... je hvézdovitd tehdy a jen
tehdy, jestlize @, & 0 a-jestlize funkee

2£f'(z) o .
o) =g 7)

je.pro | 2| < 1 reguldrni a nabyvé pouze hodnot s kladnou rea.lnou :
¢asti. Pozadavek a; & 0 je ekv1valentn1 s pozadavkem ¢@(0) = 1.

w —1
Pouzitim transformace w = a Schwarzova lemmatu®)

‘ w 4+ 1 )
muZeme podminku @(z) reguldrni a N (p(z)) >0 pro |z] <1
oot
nahrad1t1 podminkou — —'—f—ﬁregulémia —-———-—-(—5 <1

 fe) + =2
pro [z\ < 1. Z vé&ty Schurovy pak plyne véta:

Nutnou a postadujici podminkou pro to, aby funkee f(z) =
= a2z + a2 4 . .. byla hvézdovita, je, aby a; &= 0 a aby deter-
minanty ‘

f'(z) +

| 2 0 . 0 gy 2. (n—1)a,
3a, = 24y e 00 ay... (n—2)an;
Oy = n(_l-ﬁ._l (n_‘ I)En—z . o e 2?!1 0 0 - .. . ag
LA a 0 coe 0 20 8ay .. M
203 Ay cee 000 205... (n—1)an—
m—1)ay (n—2)n— .. ¢ 0 0... 24

byly bud kladné pro viechna n nebo kladné pro n< N a rovany
nule pro n > N.
" Abychom lépe vid&li, jakych hodnot sm&ji koeficienty hvézdo-
vityceh funkei nabyvati, postupujeme takto: z rovnice (7), psané
" ve tvaru z{'(z) —£(2) (2), plyne podle, véty o neurditych soudi-
nitelich (je-lif(z) =z + a2+ ... a¢() =1+ gz + a2® + ...)
v—1a—ayo,—...—a 3 =0v=2,3,.... (8)
- Jsou-li koeficienty @y, A, - . - An tak zvoleny, aby existovala
hvézdgvitd funkce, zaénajici t&mito koef1c1enty 1, a, ..., jsou
koeficienty a;, a3, - ., @n—y, Vypo&tené z rovnic (8 psanych po-
stupné pro.v = 2, 8, .. ., n, takové, Ze existuje funkee ¢(z), reg.
pro |z]'<1 a nabyva]1c1 pro |z| <1 pouze hodnot s kladnou

.. 8) . Za pFedpokladu a, 0 ,
Casopis pro pistovéni matematiky a fysiky. Rodnfk 62. ' 2
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redlnou &asti a zadinajici témito koeficienty 1, oy, .% ., an—,; koefi-
cient a, pak sminabyvati v8ech hodnot uvnit¥ a na obvodu jisté
kruZnice (jak plyne na pi. z Carathéodory-Toeplitzova vzorce)®),
jejiz polomér (zavisly na ay, . . ., tn—y a tedy i ay, . . ., @y) je nejvyse
roven dv&ma (jak plyne ze vztahu (5)); zvolime-li &, na obvodu

e . . . . . , n 1+ w2
éto kruznice, je tim funkce ¢(2) uréena a mé tvar 2

v=1

' n
joy| =1, >0 pro »=1,...,n, >'4 = 1. Preneseme-li tyto

—

l— w2

y=1
véty pomoci (7) a (8) na funkce hvézdovité, dostaneme, Ze koefi-
cient a,—; smi nabyvati vSech hodnot uvnit¥ a na obvodu jisté

v - . _ e 2 , .
kruZnice, jejiz polomér je roven nejvyse o zvolime-li a,., na

obvodu této kruznice, jest tim hvézdovitd funkce urdena a mg

. n
tvar n—-—z——, |y |[=1 s 20 prov=1,2,....7 Du=2.
I10— e T
r=1
Méjme prostou funkei F(2) = Az + 4,22 + .. .; jestliZe se
pro libovolné r (0 < » << 1) pii obthdni kruznice | z | = » v kladném

smyslu teéna obrazu. této kruznice otééi stale v kladném smyslu,
nazyva se tato funkce konvexni. ProtoZe se dale zfejmé tato tedna,
jejiz smér je dan vektorem izF'(z), otodi pii jednom ob&hu kruznice
|z| =7 o 2=, je funkce

f(z) = 2 F'(2) (9)
hvézdovitd. Plati vSak také naopak, Ze, méme-li hvézdovitou
funkei f(z) = a2 + @22 + ... a utvofime-li z ni funkei F(z)

vztahem (9), jest tato funkce konvexni. Je ziejmo, Ze k tomu
stadéi dokdzati, Ze je prostd. Kdyby viak nebyla prosta, kfivka
w (t) = F(re®t) 0o <t << 2x by se (pro vhodné r) pretinala a roz-
padala tedy na kfivky & (v = 1, 2). Te¢na kazdé z téchto kiivek
by se pii jejim ob&hu otodila (spojité, protoze podle (9) je zfejmé
pro | z| < 1 F'(z) == 0) o vice nez = (nebot jinak by bylo mozno
najiti takové a, Ze by pro vSechny wvnitini body kiivky platilo
N (¢ w'(t)) > 0 a nebylo by tedy mozno splniti podminku uzavte-
nosti [ w'(t) dt = 0), coZ je ve sporu s tim, Ze se podle (9) pii celém
[t

(¥v
obéhu )mé otoditi o 2.

Uzitim vzdjemné jednoznaéného piifazeni funkei konvexnich
F(z) = Az + 4,2* + ... a hvézdovitych f(z) = a2 + ax®* 4 ...
rovnici (9) muZeme pFenésti lehce véty o funkeich hvézdovitych
na funkce konvexni.

8) Viz na p¥. Schur, loc. cit. str. 229.



19
Contribution a la théorie des fonetions univalentes.
(Extrait de l'article précédent.)
Soit £(2) = a;2z + a2®> 4 ... une fonction holomorphe et

différente de zéro, pour |z | < 1, excepté & l'origine, olt elle & un '

zéro simple, et non univalente. Or on peut trouver un r < 1 tel " -

que la courbe w (t) = f(reft) (0<t < 2m) ait un point double;
soit p . e. f(reth) = f(reft) (0 <, <1, < 2x). Lorsque ¢ varie de ¢,
& 1, logf(re') augmente de 2kni (k entier) et, par conséquent,
lorsque ¢ parcourt lintervalle <¢,?#— 2kn > (z décrivant la
courbe &), log f(z) ne change pas. Dés lors, on peut écrire

ty—2kxn

b"i”i:,”'.‘f\_, % (log £(z)) dz = Y@ g, — fre“fl(re)dt

f(2) f(re”)

Cog t
Il en résulte le théoréme suivant:
z21{'(z)
f(2) .

égale & 1 pour z = 0 et si on peut trouver un nombre a, tel que

, %(ao fo((;)) > 0, la fonction £(z) = a;2 + a2* + ... est pour

| 2| < 1 holomorphe univalente. Ces conditions ne sont pas néces-

Si la fonction est holomorphe pour |z| < 1 et

, 2+ ¥
. 2 (l+42) T+4
saires, comme montre vla, fonction p—— =3 (z Y 5.
' ]. + '52)

— L’auteur donne des généralisations et des apphcatlons de ce
théoréme. - g
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