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Funkce Bolzanova.
Z nezndmych jeho rukopisi v byvalé dvorni knihovné videnské,
Dr: M. Jasek v Plzni.

1. V3eobecnZ md se za to, Ze teprve price Riemannovy,
Hanklovy, zvld3t€ pak ovSem Weierstrassovy z let Sedesd-
tych a sedmdesdtych minulého stoleti zasadily funkcim spojitym
onu ,Zalostnou rdnu“ (cette plaie lamentable), o niZ mluvi Hermite,
zmifiuje se o dojmu, jakym pfisobily tehdy funkce spojité, nemajici
derivaci).*) Paul DuBois Reymond nazyva to pravem ,jednou
2z néjdalekosdhlejsich uddlosti v pozndni matematickém*.

Podévaje v dalSim (k lask. podnétu p. prof. Petra) prvni pied-
bé&inou zprdvu o rukopise Bolzanové  Functionen-
lehre“ (v byvalé dvorni knihovné videiiské), definuji funkci,
obsaZenou v druhé asti tohoto dila, o niz tvrdi Bolzano a do-
kazuje — vice neZ tficet let pfed Riemannem, Hanklem a
Weierstrassem, Ze jsouc spojitd v celém uzavieném intervalu
(a, b), ,nemd derivaci pro tolik hodnot svého argumentu, Ze mezi
kazdé dvé z nich lze vioZiti tieti, pro niz opét nemd derivace" *¥)

Domnivaje se, Ze tim nejstru¥n&ji charakterisuji vysokou
irovef tohoto nezndmého dosud dila Bolzanova, rozdifuj
jen o malo pfedmét, o némZ pojedndvam: predesildm+) nekolik slov
o pojmu derivace u Bolzana viibec, uvddim zakladni
vEty jeho, tykajici se differenciability funkci spojitych,
a pfipojuji poznamku, k niz dal podn&t prof. Dr.K. Rychlik, upo-
zorniv vhodné na jistou neshodu ,Paradoxii“ stimto rukopisem
Bolzanovym. Odkazuje jinak k dotfené své zprdvé némecké,
uzavirdm pak toto sdéleni.}+)

*) ,Je me ditourne avec effroi et horreur de cette plaie lamentable des
fonctions continues qui n’ont pas derivées”. (Darboux, La vie et 'oeuvre
d’Hermite, Patiz 1906.)

**) Doslova: ,dasz (sie)... keine abgeleitete hat fiir so viele
Werthe ihrer Veranderlichen, dasz zwischen je zwey derselben
sich noch ein dritter, fiir welchen sie abermahis keine abgeleitete hat, nach-
weisen ldszt.“ (Arch. 19,, str. 2.)

. 1) v souhlase s obsirnéjSi svou zpravou némeckou ve ,Véstniku kral.
€ Spol. Nauk*“, podle niz upravuji tento &lanek.

++) O rukopisech Bolzanovych vibec pojednam v obSirnéjsi své praei

© tomto rukopise Bolzanové. Zde pfekladdm ze zminéné své zpravy r'xémecké:
a) Jiz vydavatel ,Parodoxii* Fr. Pfihonsky zmifiuje se o tom, Ze
prdce Bolzanovy, pokud vysly tiskem, json jen ,jakoby ukdzkami vétsich dét
matematickych“, ulozenych v jeho pozistalosti. (Dr. Fr. Pfihonsky: ,Drei
philosophische Abhandiungen ...’ Aus-Dr. B. Bolzanos Nachlasse“, Lipsko
1851, p. 129.). Vskutku pak také zdhy po smrti Bolzanové oddany jeho Zak
Jos. Michael Fesl, rovnéz knéz a podobnym osudem stihany jako jeho utitel,
cinil horlivé a obétavé pokusy, aby zachrdnil a odevzdal tisku, Ceho cents
spife pfedpoklddal nez dovedl odhadnouti. Dosahl viak jen toho, Ze pozii-
stalost nezmizela beze stopy. Jest uloZena (ayni) z Casti v knihovné Ceského
zemského (Narodniho) Musea v Praze, z ¢asti — védecky daleko vyznamnéjsi —
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2. K predmétu, o néj# se zajimdme, pfistupuje Bolzano
v tieti Casti svého rukopisu témito vétami:

a) Derivace funkce v nékterém bodé x — a to derivace bud
z prava nebo z leva — pFedpoklddd spojitost funkce na téze
strané bodu.

[Do slova, arch 17. strana 6.: ,Wenn eine Function Fx fiir
den bestimmten Werth x in Hinsicht auf einen
gewissen positiven oder negativen Zuwachs eine

v byvalé dvorni (nyni Narodni) knihovné ve Vidni, kamZ byla odevzdina
svou dobou z Akademie.

b) Staly se i pozdeji pokusy, aby obsah téchto pamitek pfeSel do ve-
fejnosti. Tak ,Filosoficka spole¢nost na université ve Vidni“ za-
myslela jiz piced dvaceti lety vydati tyto rukopisy (XVI. Jahiresb. d. Philos. Ges.
an der Univ. [n Wien, 1902 3.) a ve stejném smyslu apeloval A. Korselt
r. 1905 na jednotu némeckych matematiki, (Jahresb. d. d. Math.-Ver-
einigung X1V, [1905]. BohuZel v Zidném z téchto pripadi nedoslo k usku-
tecnéni mysienky.

¢) Dosahl jsem pred ¢asem svoleni k prohléduuti této pozustalosti; jest
na obou mistech ohromnd, a¢ ceny — rozmanité: daleZzit¢ rukopisy vedle
papirtt celkem bezvyznamnych, zlomky riznych praci, nabéhy a koncepty
z ruznych dob, ojedinélé histy atd. — v3e promichano navzdjem i s jinymi
listinami, tof asi obraz toho, co se zachovalo po Bolzanovi. Jetf poziista-
lost uchovana dosud tak, jak svou dobou jednotlivé jeji soucastky pfichazely
od dircii. Pocet listin jde do tisict.

d) Z t¢ pficiny nelze zatim podati pfesného obrazu celku. Vskutku pak
také vsechny zpravy, jaké kdy pronikly o tom do literatury, jsou zhola bez
ceny. Mam na mysli hlavné zprdvu Zeithammerovu (O. Stelzer,
B. Bolzano a Rehor, Zeithammer, C. Mys! XIIL, str. 337), jez nevystihuje ani
v nejmensim obsahu téchto listin. Skutené pak vyzada si pouhé usporadani
jejich jesté dosti ¢asu a prace, jez ostatné piedpokladd i jistou prupravu:
znalost tidténych spisi Bolzanovych i literatury o ném, jeho korespon-
dence a jeho Zivota vitbec, tehdejsSich pomé&ra kulturnich a literdrnich vztaht
Bolzanovych k riznym osobnostem, hlavné vSak jeho zpiisobu prace
a — pisma. Vzdyt i Ptihonsky, jenz byl v dennim styku s Bolzanem
a znal jeho zkratky (jakymi jsou vzdy psany prvni nacrtky) shledal rukopis
,Paradoxii“ ,nicht immer sehr lesbar* (Parad., 1851, str.V.). Co se tyka zviast-
nosti slohu a rcémciny Bolzanovy, srov. Hofler, dodatek k novotisku
»Wissenschaftslehre* B, I (Lipsko 1914): ,Sprachliches“. — Nicméné obraz
velikcho dila matematického (matematicko-filosofického), o jakém se Boizano
nejednou zmifiuje ve své korespondenci a jez md na mysli také asi Pfi-
honsky, rysuje se celkem z trosek, a lze se naditi, Ze bude objeveno cclé
i s pfistusnymi dopliiky. (Za ochotu, s jakou mi prispéli pti étenl nékterych
rukopistt v _prvé dobé: p.dr. V. Reznic¢ek, zast. fedit. knihovny Narodniho
Musea v Praze, pozdéji p. dr. O. Stelzer, knihovnik okresnt knihovny
v Pizni, vyslovuji dik.)

e) Pokud se tyka rukopisu ,Functionenlehre“ uchoval se ve dvou
exemplafich, z nichZz jeden jest original, vlastni rukou Bolzanovou psany,
druhy opis, Bolzanem prohlédnuty a viastnoruéné opraveny.
Oba jsou v Ndrodni knihovné videfiské. (Dle tohoto ,druhého vydani“, ahledné-
ptepsaného a shodného s prvym [aZz na néktera mensi nedopatreni opisovace,
jez prehlédl i Bolzano pfi korektufe] nize cituji) Bohuzel rukopis neni
strankovdn, ani §§ nejsou oznadeny €Eislicemi. Uvadim tedy
vidy &islo archu a v ném pfislunou stranu (1—8).
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abgeleitete hat: so musz sie fiir eben diesen
Werth von x und hinsichtlich auf denselben
Zuwachs auch stetig sein.“]

b) Nemd vsak naopnk spojitost funkce za ndsledek existenci
derivace:

{Do slova, arch 17. strana 6.: ,Nicht aber umgekehrt folgt
aus der Stetigkeit einer Function fiir einen
bestimmten Werth ihrer Veranderlichen und hin-
sichtlich auf ein gewisses Vorzeichen, dasz sie
auch eine abgeleitete in dieser Beziehung habe.|

3. Zastavuje se na okamzik u téchto v&t nepoddvdm diikazi
(Bolzanovych, k nim pfipojenych), jeito obé& tyto véty
obsaZeny jsou, jak ukdZi, viastné jiz pfedem v jeho
pojeti derivace. Pfechdzeje totiZ k treti dsti svého dila,
nadepsané ,Die Ableitung (arch 16 32), shrnuje — jak u n&ho
pravidlem — obsah predchazejicich Casii dila, uvddéje zdroven
Ctendfe k tomuto pojmu skoro doslova takto:¥)

a) Ukolem mého dila jest vySetfovati vlastnosti funkci, jaké
projevuji tyto p¥i zménach svého argumentu. Zvlastni zfetel vénoval
jsem ovSem tomu piipadu, kdy nejen 1 x, nybrz idf(x) konvergo-
valy k nule. O tom — jako% i diisledcich z tohe — bylo pojednano
v &dsti vEnované vEtdm o spojitosti’¥)

Le® — pokratuje Bolzano déle (vyvozuje svym zvld3tnim
zpiisobem pojem derivace) — nelze se omeziti na to, abychom
tyto piiristky 1x a Af(x) pozorovali jen s Yoho hlediska: Ctyii
zdkladni operace poletni nutné vedou k tomu, abychom
dx a 4f(x) uvedli jesté v jiné daldi vztahy.

Jeito vSak i soucet obou t&chto prom&nnych i jejich rozdil
a soulin obecn& konverguji k nule, jestiize i 1f(x) i 4x samy
konverguji k nule, t. j. jeito

Iim(Ay Aax):h'm;y tlim _x=0

Ax=

Ilm (Ay x):lim/_y.lim;x:o,

ay=0,n
neposkytuji tyto pripady nic zajimavého pro analysu i nezbyvd nez
dil téchto promé h:
podi proménnyc AFix) 3
Lx

pro pfipad, Ze i A x i Af(x) — a to tfeba zdirazniti (vzhledem
k tomu, co vy3e tvrdime) — konverguji k nule.

*) Arch. 17, str. 6 a n. — Vyhybam se v tomto Eesk ém &lanku Castym
némeckym citatim, zejména jsou-li del$i a nemusim-li klasti zvlastni vahy
na slovné znéni. Jinak déje se v dotCene zpravé némecké, kde i toto misto
rukopisu jest uvedeno doslova.

*¥) Viz o nich pozn. v ném. zpravé.
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Jest z toho patrno, Ze toto pojeti derivace uzavird v sobé
skutetnd jiz ptedem pFfedpoklad spojitosti funkce, i neni
tfeba uvadéti Bolzanova diikazu oné véty.

Jest tim v8ak zdroveil naznafen i zvldStni, svérdzny zpiisob
Bolzaniv, jakym dochdzi k tomuto pojmu a v némZ (mysln&
pomiji to, co historicky vedlo k jeho vytvofeni: jest to jeden
z dokladdt aritmetisujici tendence tohoto rukopisu, strachu
z geometrie, jen? ostatn€ i na jinych mistech rukopisu pronika.

b) Let i druha z obou uvedenych vé&t obsaZena jest v tomto
pojeti derivace, jak vyplyvd z pokralovdni dotfené tvahy:

Cflx) e
x

tu zvlaSnost (hat das Eigene), Ze miZe nabyti nejrozmanit&jSich
hodnot, jsa nékdy &islem neprome&nnym, jindy hodnotou pro-
ménnou, kterdzto roste nékdy do nekonecna, jindy blizi se
s libovolnou presnosti (so sehr als man nur will) n&jakému €islu
realnému a kone&némuy, jindy ne€ini ani tohoto ani onoho* — tedy
tivaha, kterd zajisté potvrzuje vy3e uvedeny milj vyrok.
¢) Let konefnZ i tfeti daldi vétu domnivdm se spatfovati
v této quasi-definici, vétu, jeZ vyslovuje znamy fakt**) Ze — pokud
se tyka derivaci funkci spojitych (z leva nebo z prava) — jsou
moZny jen tyto t¥i pfipady: bud jest derivace koneénd a urlit4
nebo nekone&nd (let urtitétho znameni), anebo neurcita.
Véta toho se tykajici obsazena jest v rukopise v archu 17,
strana 7 a zni do slova:
[Arch 17, str.7.: ,Wenn es wahr seyn soll, dasz eine Function
Fx fiir den Werth x und hinsichtlich auf einen
gewissen positiven oder negativen Zuwachs keine
abgeleitete hat, wdhrend sie in eben dieser
Hinsicht Stetigkeit hat: so kann nur Einer von
folgenden zwey Fillen Statt finden:

»Takovyto kvocient — pokracuje Bolzano*) — ,ma

A Fx
1. entweder der Quotient Ax wichst bei

der unendlichen Abnahme von Ax in das Unend-
liche; oder

2. es gibt wohl eine gewisse meszbare
Zahl M, der dieser Unterschied so nahe ge-
bracht werden kann, als man nur immer will,
aber er bleibt nicht bey dieser Avndherung,
sondern es gibt zu jedem Ax ein kleineres, dabey

der Unterschied 4 Fx —M abermahls >l wird.“]
Ax N

*) Prekladdm zde doslova, vynechdvaje — s auktorem — to, co podie
ného patrné samo Sebou se rozumi, t. j. ze Citatel i jmenovate! uvedeného
podilu probihaji posloupnosimi, k nule sbihajicimi.

**) Dini (Dini-Liiroth), Fondamenti § 72.
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4. Nerozsifuje se dile o t¥chto v&tdch, jeZ poklddal jsem za
vhodno uvésti, abych pon&kud aspoii naznatil rdz ivah Bolzanovych
a postup jeho myslenek, pfikrofuji k jaddru svého sdéleni: k de-
finici funkce, o niZ se zmifuji v dvodu.

Bolzano uziva ji, aby odiivodnil vétu:

"Doslova, arch 18, str. 7: ,Wie eine Function eine abgeleitete
haben kann fiir Beydes, sowoh! fiir gewisse
vereinzelt stehende Werthe als auch fiir einen
ganzen Inbegriff von Werthen ihrer Verdnder-
lichen, so viele innerhalb gewisser Grenzen a
und b liegen oder auch durchgingig fiir alle
Werthe von x: so kann auch umgekehrt eine
Function einer abgeleiteten ermangeln sowoh,
fiir einen gewissen vereinzelt stehenden Werth
als auch fiir einen ganzen Inbegriff von Werthen
ihrer Verdnderlichen, so viel innerhalb gewisser
Grenzen a und b liegen, ja auch wohl durch-
gangig flr alle ihre Werthe.“

Véta tato, kterd ovSem v zdsad& odpird tomu, co uvedeno jest

v ,Paradoxiich“,*) opatfena jest dodatkem, jejZ uvedli jsme
jiz na pocdtku a v némi tvrdi Bolzano:

.dasz eine Function sogar stetig sein kann und
doch keine abgeleitete hat, filrso viele Werthe ihrer
Veranderlichen, dasz zwischen je zwey derselben
sich noch ein dritter, fiir welchen sie abermahls
keine abgeleitete hat, nachweisen ldszt“ .

Aby dokdzal tento dodatek dovoldvd se funkce, kterou
konstruoval v druhé &asti druhého oddilu svého rukopisu,
jednajici o funkcich s nekone&nym poltem oscilacia kterou
definuje tam takto (Arch 13, str. 1an):

L. Intervall (a, ), a <<b, rozdélme na 4 dily:
1)

( a,a—_—g(b—a)),(g(b—a),a‘z%"b),(]—;b,a—’r%(b—a)),

(GLZ(b—a),b),

pfifazujice tseckdm :
a '4§(b—a) a-b a-+ Z-(b—a) b
a, 8 o 3 ,

poradnice:

A+B 9
A)A_I_g(B—A),%_4,A+8(B+A):B,

*) str. 66 pivod. vyd- (v poznamce).
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a definujme v ném funkci f, dle pfedpisu:

(@
5 B—A
f.:A—1~3 (x — a) b pro a- x- a+g(b“')v
A4 B, ja+b B—A .3 e
= — . - b—ar- -
= 2 H(Oy )y e o,
Al B 5/ a2 0yB—A a+b _ 7
== - (x - - =, . -
2 js( 2 ]b—u p gl
B —.1 7
=8B b—x). = n o a b—a)- - b
( ) b — a +8[ a)- x ,
t. j. ve zvldtnim pfipadé (kdy n.pf. a=0, b=1, A=0, B=y)
L(x)=%cx pro 0-"x- 3
3) =tcdcli—x) , - x7}
l =tetefe—n, ox L
=lc+c(l—x) . I1-'x-1

11. Cinice krok dal3i, prohlagime kaidy ze 4 intervali (3) za
(a, b), t. j. rozd&me kazdy z nich opé&t na 4 dily dle predpisu (1)
a pomoci 4¢ rovnic tvofenych v ducbu piedpisu (2), definujme
druhou funkci f, (x) v intervalu (0, 1); v zdsad& tymZ zplisobem
— t. . zobeciiujice predpis (1) a (2) a aplikujice jej postupné na
kazdy ze 4% intervalli déleni druhého, potom na kaidy ze 4% inter-
valil dé&leni tfetiho, atd. — definujme pomoci 4% rovnic, plynoucich
z téhoZ zakona (2), funkci f; (x) v témZe intervalu (0, 1), pomoci
4+ rovnic funkci f, (x), atd..., d&leni 0 a z n&ho vyplyvajici
funkei f, (x) = x nevylutujice. Dospivdme tim

. definice funkce f(x) v intervalu (0, 1), resp. —
mutatis mutandis — v libovolném intervalu (a, b), o niZ Ize tvrditi
die Bolzana:

a) te jest vskutku definovdna pro kazdé x fele-
ného intervalu,

b) te jest v n&m spojita,

c) Ze v3ak pfes to vyznafuje sevlastnosti uvede-
nou v citovaném dodatku.

[Doslova, arch 13, str. 4: ,Ich werde erst darthun miissen,
dasz eine solche Function (...die wir erhalten,

wie ich behaupte, wenn wir die Function F x

nach einem solchen Gesetze von der Verinder-

lichen x abhdngen lassen, dasz jeder zu x ge-

horige Werth der F x die Grenze vorstellt, der

_ sich zu demselben x gehorigen Werthe der
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n

Function y bey der unendlichen Vermehrung von
n in das Unendliche nahen, sofern nicht beyde
Werthe einander vollkommenn gleich sind) in
der That méglich sey, dann wird sich leicht
erweisen lassen, dasz sie auch dem Gesetze
‘der Stetigkeit gehorche, und die Beschafen-
heit habe, welche im Lehrsatze vorausgesagt
wird."]

5. Naznalené tkoly sub a), b), ¢) spliuje Bolzano takto:

Ad a): 1 Oznatujte: an, b, hranice kteréhokoli ze 4 inter-
vall n-tého déleni (n=20, 1, 2, 3...); jest patrno, Ze kaidé f, (a)
jest zdrovefl f(a), kaZdé f, (b) zdrovei f(b) Cili:

F(x)=falx) pro x' —au, by.

1. Jerto maximum funkce f, (x) v intervalu (0, 1) ddno jest vy-
razem  Ma=c+ (U ESH(© Foes - ()
vyplyvd z toho, co uvedeno sub 1. all. v odst. 4., Ze oscilace funkce

f(x) v kterémkoli ¢dstedném intervalu d, vzniklém pfi n-tém
déleni piivodniho intervalu (0, 1):

3“—!1
d, = g r=0,1,2...n
ddna jest (v absol. své hodnoté) vyrazem:
4. 0 5y 4
P 3 =
el 2 () 3|J,.,

v némZ J, znali absol. hodnotu oscilace funkce fu (x) v kterém-
koli z hotejSich intervalll J,, jest patrno, Ze oznatime-li x” kterou-
koliv z hednot intervalu (0, 1), jeZ nebyla vzata v iivahu sub 5. I:

F) =fate) | ; 3

kteryZto rozdil — kon¢i Bolzano — ,s rostoucim n zmen3uje se
do nekone&na“ (Arch 13, str. 7.).

Ad b): ,Auch zeigt sich® — citujeme tentokrdt doslova —
ndasz diese Function dem Gesetze der Stetigkeit folge; denn weil
die f,*) dem Gesetze der Stetigkeit folgt, so nimmt der Unterschied
der beyden Werthe von f, (x), welche zu x und x 4+ A x gehdéren,
mit £ x in das Unendliche ab, also musz auch der Unterschied
der Werthe fx und f(x -~ A x), denen die ersteren unendlich
nahe treten, in das Unendliche abnehmen.* .

Ad ¢) [Arch 19, str. 1—3, v doslovném piekladu]: ,Funkce
f (x), jitto pozorujeme a pti niZ stoupdni a klesani tolikrat

*) Bolzano pise: |
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se stfidd, Ze pro Z4dné x nelze udati « tak malé, Ze by f{x) uvnitf
intervallu x a x + ¢ bud stéle rostlo nebo stdle ubyvalo, jest dokla-
dem toho, Ze funkce muZe byti dokonce spojitd a pfece nemiti de-
rivace pro tolik hodnot své proménné, Ze mezi kazdymi dvéma z nich
lze prokdzati existenci tfeti, pro niz rovn& nemd derivace....
Ke kaZdému totiz 4x lze udati # tak veliké, Ze (3)? < 4x. Ozna-
&ime-li tedy ()" kratce «, rozdil pak, o né&jZ hodnota funkce f,(x)
jest v&t3i neZ k témui x ndleZejici hodnota funkce f(x), jakoito
B: tu vime, Ze k hodnoté x - (}) « naleZi pfiriistek funkce f, (x)
rovny £, k x4 ()!e pfiriistek (2)28 a vibec k x - (3) e pii-
ristek (§) 8. Jeito vSak vdechny jmenované hodnoty a pfirtistky
funkce f(x) jsou zdroveii hodnoty nebo pfiriistky funkce f(x), jest
patrno, Ze pomg&r ddf(x) probihd s ubyvajicim 4x tuto fadu hodnot:
X

5B (58 (E"’H ANY
3a (3) o 3) A" (3) @
Jeto pak (5) roste do nekonefna, neni pochyby, Ze také podil

4 f(x
Af( )roste do nekoneéna.*

* #
*

6. V tomto tedy asi postupu mySlénkovém béfe se Bolzano
pfi ditkaze své vdty.

Podotykdm vyslovn&, Ze reprodukuji zde jen mySlenky
Bolzanovy, vlastnich dodatkii zatim Gmysln&€ se vystfihaje;
nepokldddmf to ani za nutno ani za vhodno v tomto sdé&leni
pouze pfedb&Zném.

Zde akcentuji spiSe my3$lenku samu, jeZ jest na onu dobu
piekvapujici a kterou pfedstihuje Bolzano svou dobu o n&kolik
desitileti: vZdyt ,Functionenlehre“ hotova byla a k tisku pfi-
pravena jiZr. 1834 atudiz pracovdna v dob& d¥ivéjsi
— pfed r. 1830.

Tento fakt jest na v&ci nejvyznamn&jsi

Zbyva n&kolik slov o jisté pozndmce v ,Paradoxiich“ Bolza-
novych, obsahujici v&tu, jeZ zhola odporuje vétdm zde citovanym
a zvl4sté dodatku, uvedenému v odst, 4. )

Pozndmka ona (Paradoxie, str. 66 pavodni vyd. zr.1851)
jest falsum vydavatelil.

Dovozuji to ob3irn&ji v dotéené své zprdvé némecké, k niz
.i v té pfiCing odkazuji. :
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