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Prispévky k theorii nékterych transcendent

poé&tu integrélniho.
Pise M. Lerch.

(Pokratovani.)
14.

UvaZujme nyni funkci ¢ (¢ x) 4 (b x); jeji poly a re-
sidua jsou

x= a-—m Ru= — g (b - a-m;
x= -0b1{n Ry=y(a~- b+ n)
Okolnost ta vede k identité
() r@tx) g x ¢ 7O
\f b (_l f*l - ! — I
_.;q-(afr 1) atn b wolasx ”4_b_x).

kdy% se byla shledala celistvd transcendenta, tvofici rozdil obou
stran, byti stdlou; nejpohodingji se to zjisti studiem derivace

C@+x0r@® x)—¢@tx)e - x)=

o 1 1
=X 4y e — — - X
u g(ai-b=n) (.(/1 -—a  Xx) ("T”—I)!)
VioZme do () 6 =1 — q, a piSme x —a = u:

gw 9o (l—u) — q(@)e(l—a)

9=3¢@rny(—— ——l-*—)
19 =3 T (n+a n+l—a n+ue nd+l—u
Pravou stranu piSme

Sp@4n(—-— 2

N 1 1
_— )y — A
n-ra n-,—u) |(p(")(n'~ll n~u)

k druhé pfipojme fadu

Vit 1t _eC v e(d-a), .
. Tn(n—a n uJ—_ u a
Wi (14w g (1—w) — g (140) 9 (1 —a).
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a9 1 (I I
z.”’(n l)(n—iﬂz!n—a ntou n—u)
E;l;*Dro a=]0: l s » (2_ o )
19 pU+0) g (—u)= =9 @--D{, ndu n—u
g4
—— 2y [N
- 20 n(n® u?)

Kladme déle v (lI) x=056 -1, obdrZime
(20) ¢ (a) @ (b) =

s .
=YgG+btn (n+1 r—

1 1 1)
nt+at+b 1 a-{—n-b—!—n)'
Integraci dle a v mezich a, a - 1 vychazi odtud

~

1 1
#0) E loga)= (- 5] (E4log @@ b+l

A 1 1
r.\o (a x a+b_|_|‘_x)‘f(a+b7x) dx;
velitina E je na pravé stran& ndsobena fadou
E- - =g
s\nd-1 btn ¥ (o),

i vypadne z rovnice, a piSeme-li a4 b —1=r¢, zni vysledek

¢ 1 1
’.\(G__’_“X—c__}_x)w(c+x~‘ 1) did¢ (c+1—aylog a

@)
1

=3 e e et oy

vzorec fen lze ostatn& odvoditi elementdrnim postupem pfimo.

oo

Obecn&ji mdme pro nezdvislé a, b, c:
P l
Ve igmhrerstnact

+o (c+1~a)loga—g(c+1—b)logh=

=$(f—;‘|‘"—c—;+w) log (¢ + »);
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zaménime-li o, b za ¢ @, ¢ -b, kladouce dfive c—1 za ¢, vyjde
po substituci x- ¢ za x
N

(21*)N(x~i 0 x ‘_b)'ﬁ(x) ax 1 ¢(a) log (c—a)—g (b) log(c b)

=L;( Lo fn)log (e n),

b-4-n Ta
kde se piedpokldda ¢ > a, b.
Pro b o~ o je (¥len n = 0)

g O log(c b) -+ IOT%E Lloge o L"g_(f b) xl_
a tedy . -
(/1 1
(22) \(E - x) g (x) dx 4 @ (a) log (c—a)

1 loge 31 1
= ——— " N|[|-- log (¢ -+ »).
c a ‘1(1' a-}—v) g e+
Konvergence integrdlu vyZaduje ¢ > o, ¢ > a; pouze v pfi-
padé a=1 stadi prosté ¢ > 0; pak mame
\‘ ___tr(x) dx = 1_ log ¢ + .‘j __]og (C+y), c>o.
Jx((x-1) c L v+
Predpoklddejine malé ¢ a roz3tépme integrdl dle schematu
1 ~
\+\
soutasné odeltéme vyrazy ¢ !
1
\' dx 1

1
{ dx

=—log ¢ \‘1;:_‘|‘.l ,
.t.x~ 4C

i obdr¥ime  °
1 hY
T o) 1 1 11

s g0l U 1)y S(x x+1)¢(x+1)dx

=1 3 (l —;%) log (c + #),

1 \?

&li po pfechodu k limit¥ pro coo 0
1 1 o

—1 o (x+1 -
K‘p(x—H) dx_g«p(x + )dx+§(1—— 1 )¢(x+')dx
J o x—1 0 x Nx  x+1

0



=1]--2X L )log:'.
A o
Tu jest viak

S'I'(xx ) dx — 1——A(0),§(; o l—l)l/(XJ-")dx: A(O)

o
0

tedy zbyva
1
(227) Lo (x+1 1

ooul 1
d ot — log ».
A\ x-—1 8 1 (l' ” 1“) &
PiSeme-li (22) ve tvaru
i ]
(229 \ oo Ly @dx=J
'—l»)‘,\(‘f 1 )Iog(l m)l-—‘r.\_]\( | )IOHE"‘FH
L a1 a+n) Te—a

vidime, Ze jsou obé strany analytické funkce litery a, jednoznalné
a pravidelné v roviné opatiené fezem (— ~ ...c), a podminka
real. @ < ¢ postatuje k platnosii rovnice (22).

Rovnice ta se bezprostfedn& verifikuje, derivuje-li se dle ¢;
jetto pak pravd strana (22*) blizi se nule pro nekonefné ro-
stouci ¢, je rovnice dokdzana.

Uzijme poloukonvergentniho rozvoje

1

. “ B,
r@=E+logx—t slenBe_ypf
2 x 1 2

7 x2 2p x?r”
ponévadZ O<H<Y
R Wode _ o 1L N 4
S(;—a_x);z‘_ﬂ,\(x; X)xAzx!"
3 <«

obdrzime pro integral (22%)

~

S0, 1
J :S_[x—a = (l,+logx 2) dx
» B. B,
+ ‘,“1(_1)" g b (=P 2p Hp, 0L,

. i 1\ d
/":St(_\'—af x) ;;
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Pondvadi v piipadé ¢ > a
1 I & a
"’l xn+ 1

X—=a X n

a" 1 [ c % ](n)kll.
c

mdme

— v —_—
= s T T a0 ~
ao1 (n 2r)en2r g | €—a Kk 1 k

N

| 1 > at(loge |
—— Jlogx dx= Y -
S(X a x) ¢ Tl on Jﬂﬂ!
<
=log ¢ log—i b dil a
c—a [4
A
R Iydx 1 ¢ 1
) =t
Jx a x/ x a c-a ¢
c
Po dosazeni t&chto hodnot obdrzime semikonvergentni rozvoj
o~
A 15
\( LI )(/(x)dx
J\x—a x
c
. 1 .
23) :(E+Iogc; l)log Cv—}——J, dit @
2a c a 2c ¢
B. < 2 1 ja\k
Iy lo -3 \
r:l(,z,a,). L2vatr| & c—a k=1 k (C)J

pfi Cem? chyba je &dstkou prvniho vynechaného ¢lena.
Pfipad @ = 1 dévd zvidste
(259 ' logc—f—)}(l — ]—)[Og(c+)')=
c 1\ v

:(E—}- log c— ;) log C—i]— +

v 2r
+drawts s &[log ¢ 31k
2c C v—1,23. .27 c—-1 y=1kc
tak pro ¢ =5 ndm Cleny aZ po B, daji devét mist, kde’to fada
na levé stran& konverguje zvolna. .
V (23) dosadme b za a a odelt¥me vysledky:

'(23*){55 (- "é”) b= o0 oge0 0 gt
l +L(;(IHL;._H-n)'(’g e+n) =

éasupis pro pistovdni matematiky a fysiky. Rocnik LL
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c b, 11 1 T e
[*(E;logf)log——’f‘z(b"a)mgcid”C d'l,_.
(23% b
l N (I) D;,( ) Dz:'(l) .
IR TR 2 v| a? b
pii emi obecné n

1 x¥
Dy (x) —= log - Y=
" ( ) & 1 X ] k
YV téchto semikonvergentnich rozvojich se predpoklada ¢ > a.
¢ >b; pro ¢ = a, b < a bychom uZili v fadé&

o 1 1
= — log (a --n
o0 n a n) g ( )
rozvoje
1 1 W (a _[))u—l

b-rn a.n _,,_‘-_»(a— ny
aby se dostalo vyjddieni
G = f (a—by'—1 :‘ log (a +n)‘
o2 noo (@t
naceZ pro velikd a moZno pro vnitfai soucet uZiti semikonvergent-
niho rozvoje pro funkci R (a, s) = X (a~ n)s, derivovaného dle s:

1 - ' B, s+20 2
R(a,5)= 21 =m0
( ) (S l)as 1 9a3+ ( ) 2pqs k2 1( 29— | )
S log (a+-n 1 log a
z At tl') 2 g | I_(_ 1t )
o (a+n)s —e a
« 1B, 4202 2571
N(—1) 2 (STev ) loga— X B
+.,|;( ) 2pstir—t ( 2r | & k=0S—k

Znamenejme a—bp=z; zde mame nasobiti z* ! a seisti vysledky
pro s = 2, 3, 4, ... Operace se zna¢n& zjednodudi, vyjdeme-Ii
predem z fady

oo 1 1 1 ~ # 1~ 1
24) H= X ( ) =3 a—b) 3
=30 40" atnl @y, WZolat mire
Obdriime (a—b=2) plélce u—1=m

H: ‘\3 Zﬂl \:’C Z"l

_— -
‘;‘ (s—}—m)a""’" | 2gstm+)

- (s—}~lzz-}—2'v—1)
—l—E (,_1)11—1 ZB_‘ » zm _ 2v—1
. v

m=1

as tm+ 20
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Dosadime-li do Eulerovy fady

[ N o 1 9 0
Semxn N1 | ) hodnotu r‘,,,.—(~‘ mo 2ro 1y
1 o 1 \box 2r 1

mame
[ S—|—m—|—2u—l) }
Ve B AL

a pro dalsi ¢ je /fc;ll = 0: tudiz

S i"(s—r-m . 21;—1): ¥ s_;.z,;)( z )o:\z(s 1 2,)
mooan 2r -1 "2r— ¢ z o_‘ 2r—p' b
‘a tak vychazi H:_\_":C (a- bym N a- b
(24Y) m a(s | myastm ' 2bg* !

[E | 2v 4 '
I TO | RN s T M
vo1,2,3,... 2ras, '\ 2r—ol\h
Derivace .
(s ;—21‘) (s L2 ;, Yol
22 — o 2'_(7A . s 2r k

md pro s =0 hodnom

(2;) 2r (2") by 2r ~1) — ¢ (e-+1)

= 3
« o+l
a tedy obdrzime porovndvdnim derivaci na s = o:
S 1 ) ( b) a
o [— — Jlog(a+n)=dil|1 1 |
) U(b+n Trallg@tn o) logatog) +
L a B. f[fa\e”
% Y10g a -1 ().—1 _
T 208 +.#(123) 2ua2"[[a J["’g" $@v+1)]

%) pws (i)
A 1 1
4—9:1(9 gle+n(,~)
Pii odvozeni vyskytla se vlastng jen podminka a—b <a, a> o.

Klademe-li postupné b=u a b=, obdrZime odedtenim po-
loukonvergentni rozvoj velitiny

o/ 1
\( v+)log(a+n),|a—u|<a|a—v|<a

u-+tn
takZe muZeme pocitati fadu na pf. .
X log » & log (m—+v)

S BT (o PreOdem 8 e 5y ™S



84
Také funkci [7, 7*]

(26) » (@)= \']og | sin x 7 | a_!x: log =

n? |
——4-mcotgun.logu +
(u - x) 2 g &

}J( ot ) log n
\\n—u  nou
Ize podle této methody (vynechanim n&kolika C&leni) poditati.

Na tuto fadu vede stanoveni integrdlu
1
\ ¢ (x) sin xm dx;
‘0
vyjdéme z nadeho vzorce [¢i z Kummerova pro log I"(x) po -
stedné integraci]

4y (x) sin xn—}—;[cos xa F(E-}-log 2n) sin xn
41

=~.‘_\]log" .sin (2 4-1) xm;
o1l

pro licha cel. m jest

: 2
\ sin mxordx=_"
m

a tedy 0
1 2 2
\'/l (x) sin x7 = —(E + log 2m) "—‘nsy
o0
r -1
N log'—-t > 1
QM S=2X b =23 (‘- — )log ».
1 2I‘+1 1 2v—-1 2’!’*‘ 1

Pfejdeme-li k funkcl ¢ (x) = E + ¢ (x), obdrZime tedy
1

27) — = .(p (x) sin xz dx = 2 log 2% }- 2§,

[
kde dle (26)

@19 2§ = w(lz)Jr”z'—Zlog m,
&imz vychazi zdroveli vztah mezi iselnymi konstantami

o0

1
@71y — = \ ¢ (x)sin xn dx = log 4 4 n22+§ wﬂ{
o 0 (2+X)
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V fadé Kummerové
log T" (x) :(; - x) (E | log 27) — ;log sinxz
Y a

Y logn
+ 3 =
N 1 nn

nasobme obé& strany cos uxs a integrujme od x =0 do x=1;
pfi tom bud u celistvé a liché. Mdme pak
I

sin 2n xa

» =)
. cos uxm dx =
S(z x

1
n

2 , &log SN XL cos wxa du =0,
2at | .

»
] 1 1 )

sin 2nxu cos uxm dx = (
nx\2n u 2p—u

S

)

2 ( | 1 )
ur\2n—u 22 v ulf
a tak mdme (pro cel. lichd u)
1

(284 u ,12\ log I"(x) cos u x.1 dx =
K
2E—l—|og2n 1-2:. 1 . 1 og r,
u i\, _u . n
2 )
coZ vzhledem k (26) ma hodnotu
(289 g Etlg2 (ﬁ)
2 u 2
E —log 2 = 127036284546
™ 74
E-log2 S
141
341
341
54 - | :
Poznamenejme jeSt, ze 3...
E
2e = 356214. .

je blizké kofenu rovnice
24 x* — 81 x = 16, x = 3'562152. ..
(Dokonéeni.)
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