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Příspěvky k theorii některých iranscendent 
počtu integrálního. 

Pise M. Lerch. 
(Pokračováni, i 

14. 

Uvažujme nyní funkci </ (a x) </ (b x); její póly a re-
sidua jsou 

x = a — m, R„, = — <{• (b • a + m); 
x = - b \ n, R„ =- y (a - Ď -j- n). 

Okolnost ta vede k identitě 

(II) <r (a + x) ,f (b x) f (a) <f (b) 

/ I , 1 1 I > 
= ST(a-\ b-rn)(—, +-- : H r I, 

když se byla shledala celistvá transcendenta, tvořící rozdíl obou 
stran, býti stálou; nejpohodlněji se to zjistí studiem derivace 

<(' (a + x) <f (b x) — (f(a-t- x) <f' (b- x) = 

= | y( f l + 6_ f l )( (—-J- ^ - — ± _ x ) t ) . 

Vložme do (II) b = ] - a, a pišme x — a = u: 

<( (u) <P (1 —u) — <f (a) <p (1 - a) 

(19) = -?\(«-rl)(-7 \ p- ~r\ ) 
v ' o \n + a n -p 1 — a /? + « n + 1 — «! 

Pravou stranu pišme 

v r ( „ + 1)/_i _i_u v (n)/_J—-._!_), 
o '/i-r « n-rul i \ n — a «—«/ 

k druhé připojme radu 

v!/_! 1 t=_L_> _ _ _ _ ) • 
T n l n — a n u> u a 

V V J d C T ( l + « ) 9> ( l - £ i ) — 9> (1 + a) <P (1—o)-
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•(19") ^ , 1 . 1 1 1 v 
2 <f (n I) , \ — ~ 
i \n-y-a n —a n \ u n — u< 

čili pro a = 0: v 2 1 1 
•(19*) v(\+*)*(\-u)=**(n + \ ) ( n - n + - n _ u ) 

,;. <r (n | _ i ' 
= ~ 2 " S 71 fl (/!* U2)' 

Klaďme dále v (II) x = 6 - 1; obdržíme 
(20) y (a) <p(b) = 

1 \ 1 1 1 \ 
= 2" « (a -f b \- n) \ 1 , r — . . , , , . . 

0 ' ' \n-f 1 n-\-a-\-b 1 a-\-n b-\-n> 

Integrací dle a v mezích a, a -\- 1 vychází odtud 

-7 (ft) (E -\ log a) = .2 (_ _j_- - -_j_-j) [£ + log (a r b + n)] 
— \ (—; TT T T — V (a + b + x) dx; 

,l Vo -4- x aJ

rb — \-\-x/yy ' ' ' 
o 

veličina £ je na pravé straně násobena řadou 
0 0 / 1 ' \ 

Í Í H - I - Í - M ) = *<*>• 
i vypadne z rovnice, a píšeme-li a -\- b — 1 = c, zní výsledek 

\\L^~Y~74-r)(f^C + X-i »> rfX + fť (c + l-f l)IOgfl 
(2J) ' 0 ~1~ 

= 2 í- — ——_) log (c + n); 
1 1 \n c — a -\- n) 8 v ' " 

vzorec ten lze ostatně odvoditi elementárním postupem přímo. 

Obecněji máme pro nezávislé a, b, c: 

J(.-bř~*i^ ( f +*+ 1 ) £ ,x+ 

-\-<p (c-\-\ — a) log a — <p (c 4-1 — b) log b = 

°íí ' 1 \ = -5 TT i— log (c4-*0; 
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zaměnime-li a, b za c a, c b, kladouce dříve c—I za c, vyjde 
po substituci x- c za x 

<2]*A(x-a~x-b^p(x) dxA' ,! ,( f l) ,0g(c- f l)- ,l'( í') log( f b) 

= í ( * | n - a , J , 0 - ( e - T - " > ' 
kde se předpokládá c > o, b. 

Pro b OJ o je (člen n = o) 

<f (» log (c « + !5Sc - l 0^ c l o g ( c 6 ) .U 
ů 6 c 

a tedy x 

(22) \ ( ~ 3 ~ " ) *" ^ rfX ^ ^ ( a ) l 0 g ( C ~ a ) 

= i _ ! o g j . ^ ( i . M l o g ( c + ,0. 
c « i \r a-\-vl 

:e integrálu vyžaduje c > o, c > a; f 
čí prostě c > 0; pak máme 

<f(x) _, 1 , i v log (c + 1 ' ) 
7 ; dx = log c + i] —2-^—!—' ( c > 

Konvergence integrálu vyžaduje c > o, c > o; pouze v pří
padě a = 1 stačí prostě c > 0; pak máme 

.1 x{x-\) c , v(.- + l) 

Předpokládejme malé c a rozštěpme integrál dle schématu 

\+. 
současně odečtěme výrazy 

("^ loge. Í^ = -\\ ', 
-1 X b .' x- c 

i obdržíme c c 

.í|ri+r-i-i|--fi-+r)- '̂>-
f o , 

= • ? + + K <' + ">• 
čili po přechodu k limitě pro CCVJ 0 

ř^H^MC-^)^''-
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= '-+',-+) -." 
Tu jest však 

tedy zbývá 

(220 r W + n i f/x XÍ z i _ _ l _ j , o g , , 
.1 X - 1 , ^ '' V ,- 1 ' 

Píšeme-li (22) ve tvaru 

(22*) J ( _ J _ _ ^ , W r f - = y 
- ' i S l ' — í - ) l o g ( l H)l + _í í-- --^-) log C -^, 
vidíme, že jsou obě strany analytické funkce litery a, jednoznačné 
a pravidelné v rovině opatřené řezem (— -v . . . c), a podmínka 
reál. a <c postačuje k platnosii rovnice (22). 

Rovnice ta se bezprostředně verifikuje, derivuje-li se dle c; 
ježto pak pravá strana (22*) blíží se nule pro nekonečně ro
stoucí c, je rovnice dokázána. 

Užijme poloukonvergentniho rozvoje 
1 /• ' B P & B„ 

f W _ - + h í x - 2 - . . - , - „ . £ _ + (-,,_,,: 
x M O < <*> < 1; 

poněvadž 
l'/ 1 _ 1 | _-.v = # l \ 1 1 i _rfx 
) \ x - a xl x2' ) U - o * ' x2"' 

obdržíme pro integrál (22*) 

j = [[ ' - ' n E + i o g x - M _ x 
y .1 \x — a x M 2 x ' 

V B,. Bp 

+ r
L

i (-i)" 2 ) .y. ( - I ^ / Z P , o < * < n 
1\ dx _ l" ' _ M _ 

' J ' x — a x ' x2 



Poněvadž v případě c > a 
1 1 

•máme •a 

^ a" = _Lj c _ v 1/0\*| 
» = i (n 2i-)c" + 2- a - " l l 0 g c - - *"", Ar'r/ | ' 

i'( 
1 1\ , . v; a" I loge . 1 I log* dx = Z fe }-

X fl JÍV i c " n /72l 

= log c log — I dil , 
c — a c 

l"N/ 1 1 \ dx 1 , c 1 
\ = log - . 
,\\x a xl x a c-a c 

.Po dosazení těchto hodnot obdržíme semikonvergentní rozvoj 

( ' -V) <( (x)dx 
\x-a xl 

<23» = ( _ + ! . , . - ' ) _ « '- + ^ . m ' 
\ 2a! c a 2c c 

--<')- i-*,.h' --'.rn 
.._ i,2,3,. . 2 v a 2 " l c-a k = ik\cl\ 

při čemž chyba je částkou prvního vynechaného člena. 
Případ a = 1 dává zvláště • 

(2_«) ' - l o g c + i f 1 - - L _ ) | o g ( c + . ' ) -
c i \v v -\-1/ 

= ( £ + l o g c - 1 ) log - £ - - + 

+ - 1 + d i . 1 . S <-•/--- [log C -Z" -II; 
2c c „-1,2,3. . 2 v | c - 1 * = ,*e*J 

tak pro c = 5 nám členy až po Bt dají devět míst, kdežto řada 
na levé straně konverguje zvolna. , 

V (23) dosaďme b za a a odečtěme výsledky: 
. °° 

]j t~~.~~ í ^ * (x) ^^v{b) log(c~b) *{a) lng( f ~a) 

l +!Un-a+J l 0 g ( c + ") = 
Časopis pro pastováni matematiky a fysiky. Ročnik LL " 
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[ - ( ^ ' o « o . o B H + ; i i - : ) , o 8 c H d " c - d , , í 
(23+)| • v ( 1 ) P _ | C _ ( _ ) _ _ ( . ) ] 

I .• 1T2. A . . . 2/ ' | ii2" A2" I 

při čemž obecně i « vv 
D„ (.v) -= log - v - . 

1 X i k 

V těchto semikonvergentních rozvojích se předpokládá c _> a, 
_• > Ď; pro c _ : fl, b <. a bychom užili v řadě 

G = _ ( . ' - ' ) log ( o - n ) 
n y 0 H a /í' 

rozvoje 
1 1 __ _^ (a />)—' 

_ -[ /; « i /_ „ 2 (a - n)" 

aby se dostalo vyjádření 

G = _ ( a - 6 ) . — _ l 0 S U , + /°. 
/. 2 » » H ")•" 

načež pro veliká a možno pro vnitřní součet užiti semikonvergent-
ního rozvoje pro funkci R (a, s) = 2 (a-\-n)'s, derivovaného dle s: 

| ? ( f l t S ) = _ J L --_ + _(--,)• - _ _ ( * + 2 * 2| 
(s l)os ' 2as , 2i 'a^ 2 " ' l 2*--l / 

v lo_ ( f l + ' 0 = L L | _f l_ _:_ L i_̂ _?fl 

" (a + /;)s (_- l ) 2 a* ' U 1 2 ' A-

^ „ ' 2,>as + 2 ' - i { lv I ) \ * »=_„- + _. 

Znamenejme _. — _) = z; zde máme násobiti z s ' a sečísti výsledky 
pro s = 2, 3, 4, . . . Operace se značně zjednoduší, vyjdeme-li 
předem z řady 

00 / 1 1 \ 1 _f n \ ~o \ 

V^H=\ U + n~~fl + n](a^n)=^[a'b) ,.-„ (__ + /!)«"+" 
Obdržíme (a—_ _=z) píšíce |t< — 1 = /.. 

1/ _ v z _ V z 

V (s + m)as + m ' 1 2_. s + m + l 

/ s + /;; + 2v — 1 

+ S <-.)---= L » l _____'__ 
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Dosadíine-li do Eulerovy řady 

£cm -V" f . / ; , í ' , ' ( X V hodnotu c„, = ( s ' " ' • 2v ' 
i ,, i \1 x> \ 2v 1 

m á m e . . _ /s + /n + 2 * < - l \ 

- - Í - . - 1 2 . / - , I' ? ' 2"' 
a pro další (> je Jc~ = 0: tudíž 

v £_(.S'-p/72 | 2 v — 1 \ _ _ v ( S - ) - 2 j > 
2 v - \ 

v / H - 2 " ( ~r ) __ v/.v t 2ГJ-" 
., И2>'- (>Mű г / - , _ .--(>'ö ' . ' 

25) > 

a tak vychází ^ - _ _ _ _ _ _ » > _ _ /; 

(24') m^iis I m)Qs-»'""1~26í7* ' 

-| _ ( - l ) ' * " v /, | -2»W- _ , , ( ' . 
!. ,,2,3,... 2 !•_."-% / 2 # ' - e ' U ' 

Derivace 
/.. h2»<\=(A' , 2i-\2,v " ' 1 
\2v - Q) \2r — Qir,- s 2/' k 

má pro s __ o hodnotu 

( 2 ř ) v ' = ( 2 " ) k ( 2 " r D - T ( ř + l ) ] 
\ (> ' - a \ (> / 

« , + i 
a tedy obdržíme porovnáváním derivaci na s = o: 

/ . ( s i . _ + _ ) , o g ( ' + " > = d , l ( 1 *)+ icg_, _«+ 

+!;iv) "•+'>(:-')') 
Při odvození vyskytla se vlastně jen podmínka a~ b < a, a > o. 

Klademe-li postupně b = u a b = v, obdržíme odečtením po-
loukonvergentni rozvoj veličiny 

f Lln~7Tn) '0? {a + n)• Ia-Ul<a'\ a~v I < a> 
takže můžeme počítati řadu na př. 
v? log v v ~ log (m + v) 
— ,„ , v ,, "; 7 převodem na — , , „ . r - : r - ^ " , — : > / n > 5 . 
, (3 + i')(5 + «') o (m-\-3-\-v) (m + 5 + r) -^ 



84 

Také funkci [7, 7*] 

Í26) , , •. l' log I sin x n I dx n2
 Á , log n 

V°)(l>(u)=\ S l ' - = + n cotg un. log u + s — 
,' (u l-x)- 2 u 

2-( " - l ) l o g / . i \n — u n-r u' 
lze podle této methody (vynecháním několika členů) počítati. 

Na tuto řadu vede stanovení integrálu 
i 

\ (/' (x) sin xn dx; 
'o 

vyjděme z našeho vzorce [či z Kummerova pro log F (x) po čá
stečné integraci] 

(/» (x) sin A: TI -f cos xn f ( E - f log 2JT) sin xn 

= — IS log '' + " . sin (2 v + 1) x n; 
,. i ' ' 

pro lichá cel. m jest 

i 2 

sin m i -T dx = > 
a tedy •„ n m 

• 2 2 
\ (/> (x) sin x 7r = — (£ -f log 2 n) — S, 
'o 

- log ' - l i - i :> / 1 1 \ . 
(271) 5 = i ; , ' ^ fe-.-2Hi108'' 

2 /• - f 1 

Přejdeme-li k funkci (p (x) = £ - f (/> (x), obdržíme tedy 

i 

(270 - i \\<P \x) sin XJI dx = 2 log 2JI - f 2 S, 
'o 

kde dle (26) 
(273) 2 S = * Q + l _ 2 1 ° g " ' 
čímž vychází zároveň vztah mezi číselnými konstantami 

I o o 

/o-,\ (" / \ • _, i . i ^ 2 i f 'og I sin x n I (274) — n \ <p (x) sin x n dx = log 4 -\- -f V -^-f- -i 

•! 2 . ;+*) 

dx 
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V řadě Kummerově 

log V (x) = Q - x) (£ j log 2n) - ^ log ™£2? + 

+ v I ° B " sm2n XJ, 
i n n 

násobme obě strany cos uxn a integrujme od x = 0 do x = 1; 
při tom buď u celistvé a liché. Máme pak 

f /1 \ . 2 f , sin x . r . 
V v cos u x ?! dx = , V log .cos u x-i du = 0, 
J \ 2 ' u°-n°- 3 •' 

i '' 

V sin 2 nxn cos u x re dx = 
n J n.r \2n u 2n — u} 

UJT \2n — u 2n * ul 
a tak máme (pro cel. lichá u) 

i 

(281) u A- l log V (x) cos u x .T dx = 

2 £ + 1og"2„ u i / ' - ' \ l o g - . 

•i'-2 -.-.: 
což vzhledem k (26) má hodnotu 
(28"-) | ! + 2 £ + l o g 2 + ( / j ^ y 

E-í-log 2 = 127036284546 
•TT! 

= 7 + 1 
£ + log 2 

1 -r 1 
3 -, 1 

з +J 
54 -1- 1 

Poznamenejme ještě, že 3 • • • 
E 

2e = 356214 . . 
je blízké kořenu rovnice 

24 x 2 — 81 x = 16, x = 3562152 . .. 
(Dokončení.) 
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