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Piehled teorie nerozlozitelnych kontinui.®

Bronistaw Knaster.
(Doflo 31. biezna 1933.)

I. Uvod. Nazvy a oznadeni. Rozbor pfikladu. Obecné véty.
Ireducibilni kontinua.

1. U D. Hilberta a S. Cohn-Vossena &teme (Anschauliche
Geometrie, Berlin 1932, str. 254): ,,Pozdéji se ukdzalo, Ze topolo-
gické véty pres svoji zddnlivou neurditost souvisi pravé s nej-
presn&j&imi abstraktnimi kvantitativnimi vyroky v matematice,
totiZ s algebrou, s teorif funkef komplexni proménné a s teorii grup.
V ptitomnosti mezi v8emi vétvemi matematiky topologické badani
naleZeji k nejplodngjdim a k nejhspésnégjsim.“ Obecnost mnozino-
vého a grupového zakladu modernich topologickych metod, tak
odli§nych od béiné techniky klasickych partii matematiky, dava
topologii zvlastni pivab, budi vSak také dojem tézké piistupnosti
této nauky u téch, kdo se daji snadno odstrasiti zddnlivé nezbytnou
spoustou predbéznych védomosti. Takovd obava neni nikterak
opravnéna. Nebot pFi studiu topologie, jako mnoha jinych vétvi
geometrie, je vydatnym ulehéenim ndzornost predmétu, ktera éasto
dovoluje i do tézkych otazek vniknouti a jim porozuméti pouhou
predstavou.

Ve svych predndskich chei podati co nejndzornéji prehled
vysledki specidlni partie moderni mnozinové topologie, ktera
vSak jako Zadnd jind uvadi piimo ve stied reje topologickych
zvlastnosti, a ukdzati, jak zevrubné studium téchto zvlastnosti
odkryva netuSenou harmonii a zdkonitost, jakoZ i nové vztahy
a obecné platné véty, které misty vedou k novym hledisktm
a fetéztm problémi v jinych partiich matematiky. Zvolil jsem praveé
teorvi merozloZitelnych komtinui také jednak proto, Ze k jejimu roz-
voji znatné prispéli moji uditelé, kolegové a Zici, jednak proto, Ze
dopliiuje nasi zasobu individuelné zndmych geometrickych obrazci
novymi typy zcela zvlastni struktury, které sotva mohou nevzbu-
diti pozornost kteréhokoli geometra. P¥i tom budiz zdidraznéno,
ze slozitd geomeirickd struktura nerozloZitelnych kontinui je ku
podivu spojena s vyjimednou logickou prostotou pojmu. samého,
jez vysvétluje prekvapujici fakt, Ze tyto atvary se vyskytuji ve
velké Fadé zdénlivé spolu nesouvisicich topologickych problémi.

*) PYedndsky, které mély byti prosloveny v b¥eznu 1933 na Masarykové
université v Brné na pozvini p¥irodovédecké fakulty. Prelozil B. Cech.
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Kontinuum je nerozloZitelné prosté tehdy, kdys nent souétem dvou od
ného rizngch kontinui.

2. Ndhodou maji nerozloZitelnd kontinua i historicky svou
zvlastnost: jejich objev byl totiz- zptisoben chybou Podle znamé
véty C. Jordana rovinng jednoduchd zaviend k¥ivka, (jedno-
jednoznadny a oboustranné spojity obraz kruZnice) rozting rovinu
v pravé dvé oblasti a je spoleénou hranici téchto dvou oblasti.
Hledaje obriceni této véty vySetfoval A. Schonfliess pojem
-zaviené kiivky, t.  j. spoleéné hranice dvou rovinnych oblasti
a predpoklidal, Ze takovi zaviend k¥ivka roztind rovinu vidy
v pravé dvs oblasti [24,*) str. 124, XIV]. Tento omyl byl uZiteény
a plodny Velky holandsky topolog L. E. J. Brouwer brzy nato
ukézal, Ze existuji fezy, které roztinaji rovinu v libovolny (koneény
nebo spodetny) polet oblasti a které. ]sou hranici kazdé z téchto
oblasti.[1; v. téz 2]. Byly to arci spiSe popxsy neZ matematické
definice, spife ndstiny dikazu neZ presné dedukce. Oviem sama
povaha takovych Yezd ini jejich strukturu hodné sloZitou. Stadi
viak na p¥. prohlédnouti si barevné obrazce ve Vorlesungen iiber
Topologie I od B. v. Kerek]a,rto (Berlin 1923), str. VIII a 118,
nebo preéisti si-ndzorny popis (v podstaté podle Yoneyamy
{30, str. 60*%*)]) v Einfachste Grundbegriffe der Topologie od P. Ale-~
xandrova (Berlin 1932), str. 4, abychom byli presvédéeni, Ze
vhodné zjednoduseni geometrického vzhlédu téchto pifkladt mutze
vésti k odhaleni jejich tajemstvi a k soustavnému studiu jejich
.topologickych vlastnosti. To provedli pozdéj$i badatelé: Z. Jani-
szewski, K. Kuratowski, S. Mazurkiewicz a j. Tu se sloZitost
onéch pnkladu objevila aspoil prehnanou a ukdzalo se dile, Ze
maji spolednou dileZitou vlastnost wvmiténi (t. j. definovatelnou
beze vztahu k ostatnim bodim roviny) a kterou ]epch tvirce
s podétku nepostrehl totiz nerozloZitelnost.

Existuji nerozloziteln4 kontinua neroztinajici rovinu. Poténeme
neJ]ednodu§51m takovym piikladem.

3. Budeme uZivati obvyklého oznafeni a operdtoru A4 (K. Kura-
towski, 10). Pifeme & ¢ A ve smyslu, %e bod @ néleii do [jest prvkem (élé-
ment)] mnoZstvi 4; A ( Bve smyslu, Z%e mnoZstvi 4 je &dsti (sous-ensemble)
mnoZstvi B. 4 = B znamené, ¥e 4 ( B i B ¢ A soudasns. KdyZ 4 C B
a A + B, jest A vlastnt (vrai) 84st{ B. Symboly 4 + B, A.B a A—B
znamenaji po ¥ad® soulet (somme), prifez (partie commune, prodult) a rozdil
(différence) mno¥stvi 4 a B, t. j. mnoZstvi téch prvka, které jsou v A nebo
vB vAivBavd, ne viak v B.

Kdy% 4 je cely uvaZovany prostor, mnoZstvi A — B nazyvé se komple-
ment B (complémentaire) a znafime je CB. Zfejms vidy 4 — B 4.CB.
E, znamené euklidovsky n-rozm&rny  prostor. :

*) Le¥até islice odkazuji na bibliografii na konei élanku.
- *¥) Jdea tohoto piikladu pochdzi.od Wady. )
21*
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Mno#stvi 4 a B, jejich¥ pritez je prdzdny (vide), tedy AB = 0, na-
zveme disjunkint (disjoints). :

" Soudet mnoZstvi A4 a mnoZstvi jeho hromadnyjch bodd (points d’accu-

mulation) nazyva se uzavieny obal ,(f_ern_getupe) mnoZstvi A a znadi se 4. -

Kdy? A = 4, A jest wzaviené (fermé). Kdy% Ca =C4, 4 jest oteviens

(ouvert). MnoZstvi F(4) = A .CA4 je hranice (frontiére) mno¥stvi 4.
Uzaviené mno¥stvi, jeho’ kazdé nekonelns &ést md aspoii jeden
hromadny bod, nazyvé se kompakini (compact). MnoZstvi v &, je kompakitni,
kdy% a jen kdy% jest uzaviené a ohranifené: (borné). '
. . Necht.4 ( B. Pravime, Ze 4 je husté (dense) nebo #idké (non dense)

v B, kdy%z B ( A4, resp. kdyZ B ( B— A. Je-li B uzaviend, lze psiti =
misto (.

MnoZstvi 4 a B nazyvaji se oddélend (séparés), kdyz Z4dné z nich
neobsahuje bodu hromadného pro druhé, t. j. kdyZz AB 4+ AB = 0. (Uza-
viend A, B jsou oddé&lend, jakmile jsou disjunktni.) MnoZstvi M nazyvs se
souvislé (connexe), kdyZ neni souétem dvou oddélenych neprizdnych mno%-
stvi, t. j. kdyZ M = A + B, A & 0 &+ B implikuje, 76 AB + AB % 0.
Kompaktni souvislé mnoZstvi nazyvé se kontinuum (continu). Oteviené
souvislé mnoZstvi jmenuje se oblast (région).

. Kdy¥% A jest a A — B nenf souvislé, pravime, Ze B je ¥ezem A nebo, %e
A roztind (coupe) B. Pravime, Ze B je fezem mezi dvéma body, kdyz 4 — B
{')e souéet dvou oddé&lenych mnoZstvi, z nichZ kaZdé obsahuje jeden z obou

odi. . : : ’ :

Mno¥stvi A nazyva se ireducibilnt (irréductible) vzhledem k n&jaké
vlastnosti, kdy% ji ma samo, ne viak Z4dné jeho vlastni 8ast. A nazyva se
nasycené (saturé) vzhledem k n&jaké vlastnosti, kdyZ ji mé samo, ne vSak
Z4dné mnoZstvi, jehoZ je A vlastni &asti. MnoZstvi. ireducibilni vzhledem
k vlastnosti byti kontinuem a obsahovati dva dané body nazyvé se iredu-
cibilni kontinuum mezi témi body. Obdobné jsou definice (¥plného) iredu-
cibilntho fezu a ireducibilntho Fezu mezi dvéma body.

MnoZstvi A nasycené vzhledem k vlastnosti byti souvislou &isti B
nazyvs se komponentou (composante) mnoZstvi B. Komponenty uzavieného
mnoizstvi jsou kontinua. )

Funkece o(a, b) dvou proménnych bodi daného mnoZstvi nazyvd se
jeho metrikou (métrique), kdyZ neni zdporné, je = 0 pouze pro a = b a vy-
hovuje trojihelnikové nerovnosti g(a, b) + o(a, ¢) = o(b, ¢).. Jeji- hodnota
v bodech a, b je wvzddlenost (distance) téchto bodd. v
} Dolni hranice vzdslenosti o(a, b), kde a ¢ 4, b & B, nazyva se vzddlenost
mnoZstvi 4, B; znak ¢(4, B). Horni hranice vzdalenosti g(a, b), kde a ¢ 4,
be A nazyvi se primér (diamétre) mnoZstvi A; znak 6(4).

MnoZ#stvi hodnot funkee f(p) definované na mnoZstvi 4, t. j. pro viecky"

. p £ A, nazyvé se obraz A (image); znak f(4). Funkce (korespondence, trans-
formace) jednojednoznatné a-oboustrannd spojité (biunivoque et bicontinue)

.nazyvd se homeoniorfie (hornéoniorphie) ‘nebo topvlogickd -transformaces;
dv® mnoZstvi 4, B, pro néz takovs funkee £(4) = B existuje, jsou homeo-

morfni (homéomorphes). co :

Na konec poznamensjme, Ze se stalo zvykem nazyvati kontinuum 4, .

které je ¥idké v jiném kontinuu B (tedy B = B — A), kontinuem zhudtént .

(continu de condensation) kontinua B.

4. NerozloZitelné kontinuum B, V E, necht C, je dokonalé
Fdké Cantorovo mnoZstvi, t. j. mnoZstvi té&ch boda usedky [0, 1]
na ose X, jejichZ soufadnice lze v triadické soustav® &iselné psiti
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bez cifry 1. Zvolime-li ¢ £ C, jakkoli, Ize jednim a jen jednim zptsobem

rozloziti C, v posloupnost {C;}, kde =1, 2, . . ., mnozstvi C; disjunks-

nich, geometricky podobn)’rch mnozstvi C, a takovyeh, Ze 6(C;) =

=1:8¢ C, =t'—l—ZO’ Jest t—hmO, Na pf. pro £ = 0 mnoz-
{—> o

stvi C; skldd4 se z bodu (2,0), kde 2:3* <z <1: 3'—1 Necht ¢;

je stied mnoZstvi C;.

" Necht D; je soudet polokruZnic o stiedu c¢; prochazechlch
" kazdym jednotlivym bodem z C; mwl nebo pod osou X podle toho,

zda ¢ = 0 & 4 > 0. Polozme B; —ZD B: je nerozloZitelné konti-
nuum. .‘

e ———

Obr. 1,

Zkoumejme mnejprve strukturu mnozstvi B, Spojity tah
w obr. 1 udivd aproximaci tohoto mnoZstvi (sr. 11, str. 209).
‘Oznaéme W spodetné mnozstvi ,,triadicky racionalnich® bodd z C,,
t. j. téch ¢ ¢ C,, které jsou krajnimi body (ohranienych i neohrani-
denych) intervald stycnych _(contigus) k C, (komponent mnozstvi

B, — Q). Jest Cy = W = 0, — W:-Vidime, %e z bodu (0, 0) ¢ C,
jde nahoru polokruznice do bodu (i 0), pak dold do bodu (%, 0),
nato nahoru do (1, 0) a tak dile, stiidavé nad a pod osou X.
Uéra slojens z téchto polokruZnic vycha.z1 z bodu (0, 0) a projde
v jistém charakieristickém pomdku (stéle ,,hust&ji*) ka,zdj'm bodem
z W. Oznatme B, tuto &sru a nazveme (0, 0) jejim poédtetnim
bodem. MuZeme si P, predstawtl tak, %e néjakou - polop¥imku
,,balime* pedél ni samé, takie tvoH stile bliz a blfi sama sebe
rostouci oscilace a ,,kondensuje* se asymptotlcky sama k sobg.
‘Tato okolnost je velmi podstatni, nebot mé za disledek, Ze kazdy,
sebe deldi, interval deformované polopfimky je pro ni kontinuem
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zhudtént a tedy tim spid pro B,, nebot P, ¢ B, Vlastnost zde
pozorovana jest, jak uvidime, charakteristickd pro nerozloZitelns.
kontinua. '

Y
e
i &y

Zaroveil vidime, Ze 8éra P, je v By hustd (jako W v Cy). Tedy . ’

fﬁ = B,; B, Jest uzavreny obal souvislého mno¥stvi a tedy Icontz-“f‘ .
nuum. Jezto Co = Cy— W, je také B, = B, — By, t. j. i komple= «:\',f

ment P, je v B, husty

Viimnéme si nyni libovolného ,,tnadxcky iraciondlnfho bodu -

z Oy, t. j. bodu z Cy— W, na pf. bodu (4, 0). Vidime, Ze z ného
vychézi nyni v obou smérech Séra sloZena zase z polokruZnic sti{davé
nad a pod osou X a Obb&hﬂ]lcl spodetné mnoZstvi husté v Cyp — W,

tedy v C,. Oznadme tuto ¢iru ;. Jest opét hustd v By a neprotne

édru Po, od které se lii tim, Ze ‘nemd poldteéniho bodu: obdrii se
z celé piimky tak jako P, z polopnmky Kazds z takovych dar P
protne C’o ve spodetném mnoistvi; kaidym bodem mnozstvi Cy
(které je dokonalé, tedy nespocetne) prochizi jedna z Sar Py -

Tedy kontinuum B, je soulet mespoletného systému mmoZstvi P

disjunkinich a v B, hustych. To plati u kazdého nerozloitelného

kontinua, ale mnoZstvi P nejsou vidy &éary, nybrz mohou miti - :

velmi sloitou strukturu (v. III, str. 332, pfi K;). Ale v kazdém
nerozloZitelném kontinuu kardindlni &islo systému mnoZstvi P je
rovné kardindlnimu éislu kontinua, jak ukazal S. Mazurkiewicz
[20]; dikaz spodivd na idei, kterd nebyla nikterak nasnadé.

V B, pozorujeme je§t& tuto vlastnost: dva body p, ¢ leZici
na stejné 8afe P daji se spojiti vlastnim subkontinuem B, (sloZenym
z konetného pottu oblouki kruznic). D4 se ukdzati, Ze kdyZ vlastni

subkontinuum B, protne P, je Gpn& obsaZeno v P, [v. 9, str. 41; "

¢arkovany tah v obr 1 tyka se tohoto dikazu]. P¥imym disledkem
toho jest, Ze kontinuum B, jest sreducibilnt mezi kaZdym bodem

mnoéstvl P, a kazdym bodem mnofstvi B0 Bo» hustého v Bo, napf. -

mezi body (0,0) a (4,0). .. -
- . 5, Uvidime, Ze tato Vla.stnost ]e cha,mktemstwka pro neroz-~
loitelnost. Oznadme obecnd ﬂS(a, ) mnozstvi takovych pe K,
Ze K je reducibilni mezi @ a p (na pt. §E‘, BL(0, 0), Bo]) Ukéazeme,
Ze nasledujici vlastnosti jsou ekvivalenini: ‘
(1) K je nerozloZitelné kontinuum;
(2) kaZdé vlastni subkomtinuum 7@ konsinuem zhusté’m pro K3
(3) pro kaZdy bod a ¢ K mnoistvi PB(a, K) je v K prvé kategorw

* (ve smyslu R. Bairea), t. § 76 souctem neyvyé‘ spocetneho systému. . .

mnazstvi fidkych v. K; X
(4) existufi &1 body ‘a; b c takove, Ze K yest zreduczbzlm Lontz—
nuum mezi kterymskols dvéma 2 nich;
(5) pro kazdy bod p ¢ K mnoistvi K — P(», K) je kuste v K
(6) pro kaZdy bod paK jest P(p, Ky = K;: - “

'R
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(7) vem‘stuje bod a e K takovy, e K —B(a, K) je husié v K.
Podle (7) a podle konce odst. 4 B, je tedy nerozloZitelné kon- -
tinuum. TotéZ platf o kazdém By, ¢ ¢ C,. ‘

Stadi odvoditi implikace (1) = (2) = (3) = (4) = (5) & (6) = (7) = 1.

(1) émplikuje (2). Necht naopak existuje kontinuum @ ¢ K, @ & K *
+ K — Q. Kdyby K — @ bylo kontinuum, rozklad K = @ + K — @ byl by
v rozporu s (1). Tedy existuji dv8 neprdzdnd, uzaviend a disjunként ranoZstvi:
A, B takové, ¥e K — Q = A -+ B. Pak soudet a priifez mno¥stvi M = Q +
+ A, N=@Q 4+ Bjsoukontinua: M + N=Q + A+ B=Q+K—Q =
=K; MN =Q + AB = Q (nebot AB = 0). Ale, kdy¥ souet a prifez
uzavienych mnoZstvi M, N jsou kontinua, také M, N jsou kontinua [v. 5,
str. 211, th. I]. Ka#dé z obou kontinui M, N je 3 K, nebot na pf. K = M =
= Q + A by implikovalo K —Q ( 4, tedy K— @ ( 4 C 4; je¥to B C
( K—@Q, bylo by B ( A, co% je spor, nebo AB = 0. Tedy rozklad K =
=M + N je v rozporu s (1). : .

(2) emplikuje (3). Pro jednoduchost necht K le#i v euklidovském pro-
storu. Necht {Sn} Je posloupnost vnit¥kd viech téch kouli s raciondlnim
polom&rem a's raciondlnimi soufadnicemi stfedu, pro néz K, =+ 0, ne viak
a ¢8,. Necht @, je komponenta bodu a v uzavfenédm mmoistvi K — S,
Tedy ¢ @, ( K — 8, @,8,+0, @, + K. Podle (2) @, je kontinum
zhusténi pro K, takZe XQ, je prvé kategorie v K. Zbyvé odvoditi, Ze P(a, K) C

n

C 2Q,. Zvolme peP(a, K). Mame dokézati p e 2Q,. Jeito p s P(a, K),
n ' n

body a a p leZi na vlastnim subkontinuu P kontinua K. Zvolme bod g ¢ KX —
— P, dale bod r s raciondlnimi soufadnicemi a raciondlni &islo s tak, Ze
e(r, q) < s < g(r, P). Vnitfek S koule o stfedu r a poloméru s protne K
(nebot a ¢ S), ne viak P, tak’e neni a ¢ S. Tedy S se vyskytne v posloupnosti
{Sn}; necht § =8, . Pak P ( K—Sm; jeZto a ¢ P a P je souvislé, jest

P CQ, podle definice Qn.' Jeito pe P, jest pe an, tedy p e 2Q,, j. b. d.
: n

(3) implikuge (4). Podle definice P(a, K) kontinuum K jest ireducibilni
mezi o a kaZdym bodem b z mnoZstvi K — P(a, K), které je £ 0 podle (3)
a podle obecné véty Baireovy. Aviak mnoZstvi I = R(a, K) + B(b, K)
podle (3), jak zndmo,-je zase prvé kategorie v K, tedy mohu opét zvoliti
bod ¢ ¢ K — I, nadei K jest ireducibilni i mezi a a ¢, i mezi b a c.*)

(4) implikuje (5). DokaZme napfed, Ze mnoZstvi P(a, K), $(b, K),
B(c, K) jsou disjunktni. V opadném p¥ipads existoval by tieba bod ge
€ B(a, K) . B(b, K). Podle definice existovala by dvé vlastni subkontinua
A4, B takové, Ze (a) + (9) C A C P(a, K), (b) + (9) ¢ B C P(b, K). Pak by
8 = A4 + B bylo subkontinuum (" $(a, K) + R(b, K) a obsahujici body a, b.
Je#to K jest ireducibilni mezi a a b, bylo by § = K, tedy B(a, K) +
+ B(b, K) = K, tedy c & B(a, K) nebo ¢ & B(b, K), coZ je v rozporu se (4).

Necht nyni p je libovolny bod z K. Jezto mnoZstvi $(a, K), B(b, K),
P(c, K) jsou disjunktrf, bod p je nejvys v jednom z mnich, takZe mohu
predpoklddati, Ze p neni ani v $(a, K) ani v B(b, K). Pak K jest ireducibilni
mezi a & p i mezi b a p a oviem i mezi a a b. Tedy mnoZstvi B(a, K), B (b, K),

*) Podle uvedené vty S. Mazurkiewicze.[20] existuje za naSich

. pfedpokladd dokonce st K s kardindlnim &lslem kontinua (obsahujici po
jednom bodu z kaZdého ) takovs, ¥é K-jest ireducibilni mezi kterymikoli
dv8ma body z té éisti. Vyznam slabii vlastnosti (4) je viak v tom, Ze staét
pro nerozloZitelnost. 4
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B(p, K) jsou opét disjunktni. Zejména B(a, K) ¢ K — PB(p, K). Aviak podlé

Y
Lt e

obecné véty z teorie kompaktnich ireducibilnich kontinui [4, str. 221,
th. VIII] mnoZstvi P(a, K) je v K husté, tedy K = P(a, K) ( K— B(p, K)C

¢ K, takie K —B(p, K) =K, j. b. d.
(5) emplikuje (6). Podle (5) K — R(p, K) =+ 0, tedy P(p, K) & K.
- (6) implikuje (7). Necht a ¢ K. Podle (6) existuje b e K — B(a, K),
tak¥e K jest ireducibilni kontinuum mezi @ a b. Vime ji%, Ze pak K = (b, K).

-

Stadi ukézati, %o P(a, K) . B(b, K) = 0, nebot pak K =P, K) ¢ K — .

“%(a, K) C. K, tedy K — B(a, K) = K, j. b. d. Kdyby vSak existoval
bod ¢ & P(a, K) . R(b, K), existovala by jako vySe vlastni subkontinua 4, B
-takové, Ze (a) + (q) C 4, (8) + (g} C B, tedy jednak (a) + (b) C 4 + B,
z &ehoZ A + B = K (nebot K jest ireducibilni mezi a a b), za druhé viak
A C B(g, K), B C B(g, K), takZe by bylo (g, K) = K, coZ je v rozporus (6).

(7) mplikuje (1). Necht naopak K je rozloZitelné, t. j. K = A 4 B,
kde 4, B jsou vlastni subkontinua. Pro uréitost necht hod a s vlastnosti-(7)
nalezi do A. Pak 4 ( B(e, K), z éehozZ K — R(a, K) ( K— A C B=B,
tedy K — P(a, K) ¢ B. Aviak podle (7) je K — %(a, K) = K, takZe vy-
chézi spor B = K. ‘ N,

6. Pravé dokdzany obecny teorém ukazuje, Ze nerozloZitelnd
kontinua néleZeji do obecné t¥idy kontinui ireducibilnich mezi dvéma
body. Podrobn4 teorie této t¥idy je dilem K. Kuratowského. [11]
a tvoli dnes duleZitou kapitolu topologie, nezbytnou zejména pfi
topologickém studiu hranic rovinnych oblasti. Pojem kontinua
ireducibilniho mezi dvéma body zavedl L. Zoretti [31], maje za cil
topologicky charakterisovati jednoduchy oblouk (topologicky obraz
tsedky), ale brzy se ukdzalo, Ze tento pojem je nefekand obecny:
netoliko nenf vidy moZné linedrné uspofddati jeho body (jako
u jednoduchého oblouku), ba ani jej rozloZiti v linedrn& uspotadana
subkontinua. Arci, vyjmeme-li p¥ipad, kdy ireducibilnf kontinuum K

je soubtem nejvys spobeiného systému kontinui nerozloZitelnych .

a kontinuf v X fidkych, takovy linedrni rozklad*) v subkontinua,
zvans vrstvy (tranches) — dokonce nejjemnéj§i takovy rozklad —
je mozny. AZ na uvedenou vyjimku rozklad ve vrstvy diva pravy
obraz celé struktury kontinua K ireducibilniho mezi dvéma body:
Zejména se ukazuje, ze K jest ireducibilni pouze mezi body svych
dvou krajnich vrstev. Tak tomu je na p¥. u ireducibilntho kontinua

S + 8%, kde S’ zna._mené daru y = 'sini;:— 0<z= 1) a ‘8 je

soumérné s 8" vzhledem k ose z = 1. Krajni vrstvy jsou tsetky

—1=<y<1 pfimek x =0 a z = 2. Naproti tomu v uvedeném -

pi"ipa(%é. vyjimedném celé kontinuum je svou jedinow vrstvou.
Na' pf. neexistuje topologicky linedrni povddek subkontinui ani

Vv toPolog}ckém smyslu; rozklad je toti% podroben dile¥ité limitn{
podmince; nazyvs se polospojity linedrnt rozklad (décomposition. linéaire

semicontinue). Bliz§i u K. Kuratowského, Fundam. Math. XI (1928),

str. 169—185 a 1I. -
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mnoZstvl P(p, K) u nerozloZitelného kontinua K. Ba zdé se nemozné

definovati efektioné (ve smyslu W. Sierpiriského; v. na pf.

Fundam. Math. II, str. 112—118 a str. 251) mnoZstvi H ¢ K, které

by obsahovalo presné jeden bod z kaidého P(p, K), kde pe K.

Zejm3na je nefefen nisledujici problém, ktery je v souvislosti

s problémem jmenovati efektivné mnoZstvi neméfitelné podle -
Lebesguea (v. 13), a to ¢ v.individuelnim pFipadé kontinua B,

{kde se lze ostatn® omeziti na mnoiZstvi H ¢ Cp):

Problém I. Dokéizati, Ze takové mnozstv1 H nemuze miti
dokonalou &ast.

Jest poznamenati, Ze podle vét Z. Janiszewského a S. Ma-
zurkiewicze v kazdém kontinuu kazdy par bodt dé se spojiti
kontinuem ireducibilnim mezi nimi (v. tfeba 11, str. 218), a kdyz
celé kontinuum je spojitym obrazem tsetky, dokonce jednoduchym
obloukem. Podle vlastnosti (1) a (5) tedy Zadné nerozloZitelné
kontinuum neni spojitym obrazem tsedky. (Naproti tomu treba
v B, kaZd4 éira P: je spojitym obrazem piimky, tedy tsetky bez
krajnich bodd.)

NerozloZiteln4 kontinua, kters se dosud vyskytla, ]sou krivky
(t. j. kontinua jednorozmérni ve smyslu Menger-Urysohnové)
a da]1 se parametricky vyjadfiti pomoci funkei prvé Baireovy
ti{dy (limit konvergentnich posloupnosti spojitych funkef). Rovnéz
tak tomu je u rozloZitelného kontinna 8’+8” uvedeného na str. 316.
Existuji v8ak ireducibilni kontinua, rozloZitelnd i nerozlozitelna,
dimense n > 1 libovolng veliké (27, str. 225—226); oviem podle
vlastnosti (2) kazdé nerozloZitelné kontinuum v Z, mé dimensi
< n — 1. Existuje také v E; nerozlozitelné ,neohranitené konti-
nuum®, jehoZ kazdé mnoastvi B je homeomorfni s piimkou;
existence podobného p¥ikladu v E, neni dosud dokézina.

- Upozornim je&t& na tyto zvldstnosti nerozlozitelnych kontinu,
které pat¥l k jejich vnitiném (v. str. 311) vlastnostem: KaZdy bod
a stejné kazdé vlastni subkontinuum @ ¢ K roztind (coupe) K
(6. j.. K — @ obsahuje body, které v K — @ nelze spojiti konti-
nuem), ale 74dné Q nerozdéluje (divise) K (t. j. K — @ je vidy
souvislé); to plyne ihned ze souvislosti mnozZstvi P(p, K) a z jejich
hustoty v K. Xazdé nerozloZitelné kontinuum K obsahuje souvislé .
mnozstvi M, jehoz kaidé souvisld ¢ast je hustd v K, tedy v M [25],
neobsahuje viak v K hustého souv1sleho mnozstvi, které by bylo
lze topologicky linedrn& uspotddati [8]. Zadn4 z téchto vlastnosti
nesta¢i k tomu, aby celé K bylo nerozlozitelné, ale viecky jsou
Jakeu sdruzeny s pfitomnosti nerozloZitelnyeh kontinui ve smyslu
prec1sovanem v nékolika obecnéjiich vétach.
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II. Homogennost. Strong transitivity. P¥istupnost. Spole¢né hranice
n>2 oblasti a jejich struktura.

7. Jako nds vedlo vySetfovani struktury kontinua B, k obec-
nym vétam o topologickych vztazich mezi rdznymi vlastnostmi
libovolného nerozloZitelného kontinua, tak p¥i srovnévani kontinui
celé soustavy B (te () postfehnou se zjevy, jejichz vyznam tu
a tam piesahuje hranice celé topologie.

V&imn&me si, Ze v kazdém B; &4ra, kterou jsme oznalili Pf:
(na p¥. Py v B,) Lisf se od ostatnich mnozstvi P(p, By) tim, Ze mé
poédteéns bod. Tento bod dé se charakterisovati vnitini vlastnosti
(vlastnosti kontinua samého, nezdvislou na jeho komplementu),
totiz tim, Ze nerozdéluje Z4dné subkontinuum jej obsahujiciho

Obr. 2.

mnozstvi P, coz neplatf o0 Z4dném jiném bod& z B: (to je ostatné
nazorné jasné). Tuto vlastnost mé tedy bod (0, 0) v B, nebo bod
(4, 0) v By. (Obr. 2 davs aproximaci kontinua By). V disledku toho
ta fara P, kterd obsahuje politeéni bod, neni topologickym
obrazem z4dné jiné . Z toho plyne snadno, Ze politeéni bod
porusuje homogennost v B Mnozstvi M nazyvé se totiz podle
W. Sierpinského topologicky homogenni, kdyz pro kazdy par p, ¢
jeho bodd existuje topologickd transformace b mnozZstvi M v M
s vlastnosti 2(p) = ¢. Je n&kolik stupfit homogennosti; na p¥..
miZeme Zadati, aby bylo soutasné i(p) = ¢, h(g) = p. Zfejmé pro
bod t& B; nemutze byti k(t) ¢ B, — P(t, By).

Velmi pouéné priklady nerozloZitelnych kiivek v Ejs udal
a studoval D. v. Dantzig [3]. Jeho ,solenoidy*, pozoruhodné
i tim, Ze souvisi s Henselovymi g-adickymi ¢&isly a s Bohro-
vymi skoroperiodickymi funkcemi, jsou nerozloZitelnd kontinua
velmi homogenni: dva libovolné body solenoidu § daji se prevésti
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]eden ve druhy ¢nvolutorni topologmkou transformam S v 8.
Naproti tomu nefeSen je problém:

Problém II. Existuje v roviné homogenn{ nerozlozitelné kon-
tinuum ?

Jediné dosud znémé (kompaktni) homogenn{ kontinuum v ro-
ving jest jednoduchd zovfend kfivka (topologicky obraz kruZnice).
S. Mazurkiewicz ukézal [19], Ze je to jediné homogenm konti-
nuum, které je spojitym obrazem tsedky a le#f v roviné. Nenf zndmo,
zda posledni podminka neni zbyteéna.

Zde se zminim o dileZité otdzce, kterou mi sdélil W. Hurewicz
a kters také neni YeSena, zda totiZ kazdé homogenni kontinuum M
je stejnomérné homogenni, piesné feleno, zda kaizdému o > 0 lze
piifaditi # > 0 tak, aby pro pe M, g e M, o(p, 9) < 5 existovala.
topologické transformace » mnoistvi M v M takova, Ze g[a, h(a)] <
< o pro viecka ae M.

8. Naproti tomu zndmost piesné aritmetické struktury kon-
tinui B; dovolila Kuratowskému [17] konstatovati u nich ne-
dekanou regulantu struktury, Gplné obdobnou té, jez se vyskytuje .
u systémi éar uvazovanych v teoretické mechanice, totiz u systémi
spliiujicich kvasiergodickou hypotesu statistické mechaniky. G. D.
Birkhoff (Proc. Nat. Acad. of Sc. 17 (1931), str. 650 a 656) nazyvé.
strongly transitive (ve smyslu miry) kazdy systém disjunktnich dar
takovy, Ze kazdy dastetny systém tvoii mnozstvi budto miry 0
nebo miry 1 (nebo neméfitelné). Analogicky pojem ve smyslu
kategorie obdrZzime poZadujice, aby kazdy &isteény systém tvoril
budto mnozZstvi prvé kategorie nebo komplement mnoZstvi prvé
kategorie (nebo mnoZstvi nespliiujici Baireovu podminku). Tu lze
ukdzati, Ze systém viech dar P kontinua B; (p¥i kaidém ¢e Cp)
je strongly - transitive ve smyslu kategorie. Mimoto: Spojitym
zobrazenim B, na &tverec, p¥i némZ aZ na jedinou vyjimku (jiz
tvori P,) kazdé mnozstvi f se transformuje jednojednoznaéné

- a oboustranné spojité, dostane se rozklad étverce v systém dar,
ktery je strongly transitive ve smyslu miry. Ale nasledu]wl problem
nebyl studovan:

Problém I1I. Nélezeji vlastnosti ,,strong transitivity* systému:
éar P kaZdému nerozlozitelnému kontinuu, nebo aspoii v. Dantzi-
govym homogennim kontinufm?

9. Pohlédnéme je$té maposled na kontmua B:, nadeZ defini-
tivng opustime studium jejich vnit¥nich vlastnostf. Pokud téchto
vlastnosti se tyde, nelidf se kontinua B; mezi sebou: kazdé je jedno-
JednoznacnYm oboustranné spojitym obrazem druhého. Kdyz ob&
- -&isla ¢, ndleZeji do W, lze toto zobrazeni:prodlouZiti na celou

rovmu kdyztsWtaOo W, nikoli; kdyztsO—WtsG’—
— W, neni o tom nic znamo :
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Ka¥dé z nasich kontinui B, md prdvé 7eden ,,podateen ‘“ bod;
je otézka, zda nerozloZitelné kontinuum miZe miti takovych bodﬁ

oA
7 il

nékolik. Kontinuum z obr. 3 m4 takové body dva. Oznatme je K;;

jest& se k n¥mu vritime. Je sestrojeno pomoci ¥{dkého dokonalého

mnoZstvi N, t&ch bodi (x, 0), jejichZ soufadnici z lze psiti v pen-
tadické soustavé bez cifer 1 a 8. Toto mnoZstvi ]e dvéma zplsoby -

rozlozeno: N, = (0, 0) +ZN’.,a,No—(1 OH'Z‘N”" kde N'; je

mnoZstvi bodu (z, O)sNo 2 FiHl<x < 1: 5z N” je ‘mnozstvi

Obr. 3.

bodt (1—2,'0), (x, O) £ N' Oznaéme D’; soudet soustied- _

nyeh polokruZnic nad osou X spojujicich body z N’; a D”;
obdobny ‘soudet pro N”;, ale pod osou X. Pak K, -ZD', —I-ZD”

(v. 11, str. 216). Toto kontinuum jest 1reduc1b11n1’ na pr mez1
kterjmlkoh dvéma ze t¥{ bodt (0, 0), (}, 0), (1, 0).
W. A. Wilson [29] udal prlklad nerozlozZitelného kontinua

v roving, které mi nespoletny systém (s kardindlnim &islem kon-

fbmua) dar P s possteénim bodem. Nefefen viak je problém:

Problém IV. Ex1stu1e v roviné nerozlo¥itelné kontinuum, jeho#
kazdd Sara P ms poditetni bod? .

Je-li odpoved? zaporna,, pak to asi souvisi s duleZitou vlast- .

nosti vngj§i, k niZ ted pristoupime, totiZ s pmstupnosﬂ

Pravime, %e mnoZstvi M v prostoru E je ve svém bodé p

pnstupné (accessxble) nebo Ze p je jeho piistupny bod, kdyZ exi-
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stuje kontinuum L ¢ E takové, Ze L. M =p, L—p = 0. Je
zndmo [v. 9, str. 38, pozn. 3)], Ze kdyZ prostor £ jest euklidovsky
a kdyZz mnozZstvi M jest uzaviend, lze pak L voliti tak, Ze jest
- jednoduchym obloukem. Kdyz M je v E iidké, na pf. kdyz M je
hranice oblasti G v E, mnozstvi 4 bodu p ¢ M pistupnych z G
je vzdy v M husté, ale mtiZe se stiti — a na p¥. u nerozloZitelnych
kontinui se také jisté stane — Ze také M — A je v M husté. Pojem
pristupnosti byl hojné studovén, ale nejméné snad u nerozloZitel-
nych kontinui, kde prdvé moZnd by se dalo dospéti k dileZitym
zobecnénim nékterych okrajovych problémi analysy. ‘

Uvedl jsem, Ze Zddnou topologickou transformaci celé roviny
nemitze ptejiti na p¥. kontinuum B, v By nebo obrédcené. Vobr. 1a 2
vidime ihned rozdil: B, je piistupné jen v bodech &iry P,, B; viak
mimoto v podateénim bodé (1, 0) éiry P;. Naskytuje se tu otdzka:
miZe nerozloZitelné kontinuum v roviné byti piistupné ve vdech
svych bodech, jako tdsetka nebo kfivka 8’ 4 8" (str. 316)2 Ag
uvedeny pifklad W. A. Wilsona m4 p¥istupné body na nespodetné
mnoha &ardch P, ukézal S. Mazurkiewicz [2I], Ze obecn&
u kazdého nerozloZitelného kontinua soudet v8ech 8 s pifstupnym
bodem je prvé kategorie, a Ze potet t&ch P, ktera maji vice neZ
jeden piistupny bod, je nejvys spobetny. Obdobnyj problém pro n-roz-
mérnd nerozloZitelnd kontinua v Eniy je nefelen.

Nic nent zndmo, ani v pfipadéroviny, jak tomu je, kdyz celkovou
nepristupnostt mnozstvi P(a, K) nerozloZitelného kontinua K roz-
umime nejen nepiistupnost jednotlivych bodi, nybrz i éisteénych
kontinui, t. j. neexistenci kontinua L C E, takového, aby bylo
LK C P(a, K), LK kontinuum, L — K + 0. .

Niésledujici vn&j§f vlastnost jest ekvivalentni s nerozloZitel-
nosti kontinua K (v. K. Kuratowski, 16):

(8) K je v roviné #idké a obsakuje bod p takovy, Ze kasdé p obsa-
hujici viastni subkontinwum obsahuje jen nepFistupné body kon- -
tinua K. ' ‘ - ,

Viecky tyto vlastnosti mohli bychom si znizorniti na piikla-
dech_kontinufi B, t & C,. Zddné z téchto kontinué meroztind rovinu:
‘kaZdé je hranici jediné oblasti, totiZ svého komplementu. Mnohem
“méné specidlni roli budou vSak hriti daldi ptiklady, dilezité pti
studiu nerozloZitelnych kontinui s hlediska podtu oblasti, ve které
roztinaji rovinu. .

10. Podnéme jistou darou U, kterd zddnlivé nemd nic spoleé-
ného s nerozlozitelnymi kontinui, nebo 1épe, kterd s nimi m4 tolik
spoledného jako 8ira P, kontinua B, kterou jsme dostali (str. 313)
vhodnym zkroucenim polopfimky. Jako diive omezim se na kon-
strukce a na zcela struény néstin diikazid; dal$f podrobnosti kon-
strukce a dikazy najdou se v 7.
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Necht N, je dokonalé mnozstvi, které se vyskytlo na str. 320,

a necht Np; (kde n >0 < 7) jest obdobné mnoZstvi bodi (z, 0),
kden + 1 —5ED< g <n+ 1—2. 5% Takto uréend Np; j jsou

vesmés disjunktni; kazdé z nich je soumérné vzhledem ke svémy
stfedu (n + 1 —§. 57 0) a klademe-li Np = (n + 1, 0) + D 'Noi;-,.

>0 -
ka#dé N, vznikne z N, poSinutim o délku = do prava (a stejng:

vznikne Np; z mnoZstvi oznadeného N”; na str. 320). Tedy N, je .

dokonalé mnoistvi ¥idké v intervalu [n, % + 1] osy z. Konedng

mnecht V, (jako W na str. 313) je spodetné mnozstvi krajnich boda

viech (i neohranifenych) intervali osy X styénych s N,.

Uré¢ime si nyni posloupnost U, = {az} C 2 ¥, zvolenou tak, aby

pro n - oo méla stile vice hromadnych bodiv bhzkostl bodu (2, 0).
PoloZime totiZ @y = 0, a; = 2, naleZ obecné bude asy bod soumérny

vys

8 agp—y vzhledem ke stfedu nejbliz§i tsetky tvaru [2n, 27 4 1] o

a bod agr+1 bude soumérny s agr vzhledem ke st¥edu toho z mnoz-
stvi Ny, které obsahuje bod asi. Dile spojime body a,, a,, @, . .

polokruzmceml Dy, Dy, D,, . .. stiidavé nad a pod osou X, prl‘

dem? viak body as: a asr+1 (£ = l) nespojime piimo, nybrz vzdy
¢femi polokruZnicemi, z nichZ prvé a tFeti spojuje pod osou X
pnslusn}’r bod s bodem s nim soumérnym vzhledem k nejbliZiimu

bodu tvaru 2n + 1. Takto Vzmkne géra A, —ZD;,, kters, vychazi ]

zbodu (0,0), je jednojednoznaénym a yednostmrmé’ obrazem spojitym
polopiimky a tdhne se s fadou oscilaci po celé délee intervalu [0, oo]
osy X (v. sp0]1ty tah v obr. 4).

4ra A, ma pozoruhodnou geometrickou zvliftnost: bltZi se {V}
asymptoticky své translaci A, tvaru ' =z + 2, ¥ =y a tudif

3 véem translacim A, tworu ¥’ =2z +2n, ¥y =y, n=2,3,.

s nimiz je disjunkini. (V obr. 4 jest 4, znizornéna carkovan}’rm ;

a A, teékovanym ta,hem)

2 S
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Necht nyni A =2An. Tedy A =A=Ay=A,+ 4, = . ..
n=0
a ,,zbytky* fady mnozstvi 24, tvoii posloupnost ,,neohranienych

kiivek", z nichz kazdd je v predchozi obsazena, tvo¥ic jeji ,,konti-
nuum zhu$téni“. Obr. 4 ukazuje jasné, Ze U roztind rovinu v ne-
konedny podet oblasti Ry, Ry, R,,..., kde F(R,) = A4,— D, =
= A — D, a kazdd oblast B, [a podobn& i jeji hranice F(R,)]
vznikne z B, translaci ' = 2 4 2n, ¥’ = y.

S touto vlastnosti U je spojena jind zajimava topologicks vlastnost.
Je zndmo, Ze kaZdé mnoiZstvi, které rozdéluje euklidovsky prostor mezi
dv&ma body, obsahuje ireducibilni ¥ez mezi témito body (v. na p¥. 12, str. 133,
th. I), nemusi viak vidy (dé&li-li prostor v nekone¢né mnoho oblasti) obsaho-
vati tplny ireducibilni Yez. Na p¥. v U tvo¥i F(R,) ireducibilni ¥ez roviny
mezi body p, ¢, kde p ¢ R, ¢ ¢ B,_;, aviak U neobsahuje Zddny uplny iredu-
cibilni Fez roviny. Jiny takovy priklad sestrojil jiZz dfive O. Nikodym,
nebyl v8ak uverejnén. A je neohranicend, ale inversi z jakéhokoli pélu
v & Ry — A dostaneme kompakint kontinuum 2A* se stejnou singularitou.
Dostane se tak negativni ¥eSeni, uZz pro dimensi n = 1, problému nedévno
poloZeného P. Alexandrovem (Dimensionstheorie, Math. Ann. 106, str. 227,
problém III).

Naproti tomu kaZdy ¥ez roviny mezi dvéma body, ktery je spojitym
obrazem useSky, obsahuje ireducibilni Yez mezi t&mito body, ktery jest
jednoduchou zav¥enou kitvkou, tedy uplnym ireducibilnim ¥ezem (v. K. Ku-
ratowski, 12).

Pomoci mnozstvi A sestrojime pro kazdé prirozené n nerozlo-
Zitelné kontinuwum By, které roztindg E, presné v n oblasti a je spoleénow
hranici kafdé z mich. :

Za tim Gdelem ,,zavineme‘* A do A podobné, jako jsme zkroutili
polopfimku v &4ru P, kontinua B,. ,,Zavineme napfed posloupnost
Uy = {a:} (v. str. 322). Necht Uy™ je posloupnost bod {b;} tvaru
(a;—2nk,0), kde a;=Uy. Vojyy a nk<j<n(k+ 1). Tedy
posloupnost U,™ vznikne z posloupnosti U, tim, Ze linedrni
pofddek mnozstvi U, . Vajr1 na ose X nahradime cyklickym po-
rddkem (s periodou 2n) jejich obraza v Uy™. (Na pt. obraz mnoZstvi
Uy . Vons1 v U™ jest umistén znova ve V,; atd.) Tato periodicita
trvéa pii preneseni Sar 4,, 4, 4,, ...z A do By, kde misto téchto
nekoneéné mmoha ¢ar z U (a podobné misto komplementarnich
oblasti Ry, R, R,...) objevi se piesné n Sar z B, (a tolikéz je
oblasti v B, — B,). Nebot, kdyz nyni, vychazejice z bodu (0, 0),
spojujeme postupné polokruznicemi jednotlivé body z U,™,
obdrzime misto 8ary 4,, kterd se asymptoticky bliZila svym linear-
nim translacim, jistou éaru B,®™), kters se asymptoticky blizi svym
»cyklickym translacim® (s periodou 2n) B,™, B,®, ..., takZe
kontinuum B, = B® = B,® = ... roztind rovinu ne v neko-
nedny potet oblasti, nybrz v podet ,,redukovany mod n*. Oznaéi-
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me-li je B™, R\, ..., Rp_1™, dd se pFesné ukazati, Ze jejich hranice
F(R,™), F(RM),..., F(Ry,—1™) jsou (jako v piipadé ) resp. rovné
B, B{®, . .., B,—1®, tak¥e kontinuum B, je spoleénou hranici
téchto oblastt (v. dikaz v 7). Zarovei kazds z téchto dar, a rovnéz
jeji komplement v By, je hustd v Bj,, z éehoZ nésleduje Gsudkem
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snadnym, a6 ne zcela trivialnim, ze kazdé vlasint subkontinuum B,

jest jeho kontinuem zhuSténi: kontinuum B, je tedy nerozloZitelné.

Obr. 5 znézoriiuje kontinuum Bg; vidime, Ze je geometricky jednodus$i
ne# star§i ptiklady Brouwerovy. Jeho numerickd definice (v. 7, str.. 274)
dovoluje studovati jeho strukturu; konstatuje se na p¥., Ze &ara P[(}, 0), B,
obsahuje vidy body rozvétveni ¥adu 3.

Z piikladu B, vznikne velmi snadno kontinuum G, které
je soultem dvou merozloZitelnych kontinui, roztind rovinu presné
v 7 oblasti a jest jejich spoleénou hranici. Konstrukee je naznadena.
v obr. 6. Hornf polovina Li#i se od B, pouze tim, Ze dolnf polokruz-
nice v Bn, které zdola ohranidovaly oblasti R, R,®), .. . nahradf
se StvrtkruZnicemi. Po této deformaci kontinuum zfistane neroz-
loZitelné, ale neroztina uz rovinu a jeho &ara B[(0, 0), B,] rozpadne
se v n &ar, z nichZ kazdé mé podateéni bod. Je to oviem kontinuum
ireducibilni mezi kterymikoli dvéma z téchto bodd, v nichZ prave
popsand horni polovina 0, dotykd se poloviny dolni, soumérné
s prvou vzhledem k ose y = — L.

Tato okolnost neni nsdhodné, ale ms svij obecny davoed, v dileZité
véts K. Kuratowského a W. A, Wilsona o spoletné hranici n =2
oblastf, o niZ bude v brzku ¥ed. Upozornéme jeits, Ze podobny postup vede
ke konstrukei spoleéné hranice nekoneéné mmoha oblast!, a to zase budto
nerozloZitelného kontinua nebo soudtu dvou nerozloZitelnych kontinui.

Struktura kontinui B, a C, mé dileZité topologické vlastnosti,
jejichZ rozbor vede k obecnym vétam, platnym nejen pro kontinua,
ktera, jako B, a Cs, jsou spoleénou hranici v¥ech oblasti, ve které
roztinaji rovinu, nybrZ vibec pro kontinua, kterd jsou hranici
m > 2 oblasti.

Takové kontinua dostaneme z B, nebo C, dilatact roviny ve vhodn&

zvoleném bod8 kontinua, jiZ vznikne nové oblast. UvaZujme bod p ¢ Ny — ¥,
tfeba bod (3}, 0) kontinua B,, a funkei f(g) definovanou (pouze v E, — p)

takto: ¢’ = f(q) je ten bod polop¥imky pg, jeho# vzdilenost od p je o 1 v&tsi
ne% g(p, q). Zédany piiklad poskytne kontinuum f(B,).

11. Zmin&né obecné véty udali K. Kuratowski [14; toto dilo
obsahuje bibliografii] a W. A. Wilson [29]. Nejprve se lehko
ukaZe, Ze pojem spoleéné hranice # > 2 oblastf splyvd s pojmem
Fezu roviny ireducibilniho mezi kazdym pirem bodd zvolenych
ve dvou z téch oblasti. KaZdy ireducibilni fez mezi dvéma body
(tedy i kaZdy Gplny ireducibilni fez) je kontinuum. KdyZ kontinuum
C je spoleénou hranict n > 2 oblasti v roviné, budto je nerozloZitelné
nebo je soubtem dvou nerozloZitelniyjch komtinui [14, str. 36, th. IIT;
velmi jednoduchy dikaz v 15, str. 236, pozn. 2)]. Kontinua B, a C»
realisuji tyto dva p¥ipady. KdyZ n = 2 a kdyZz C nenf svou vlastni
vrstvou, d4 se C cyklicky rozloZiti ve vrstvy stejné jako lze kon-
tinua ireducibiln{ mezi dv&ma body rozloZiti linedrné ve vrstvy
(v. str. 816). Déle dokézali K, Kuratowskia W: A. Wilson vétu

 Casopis pro pistovanf matematiky a fysiky. Ronfk 62. 22




326

(v. 15, str. 235, th. VII): Aby rozloZitelné kontinuum C bylo iredu-
cibilnim ¥ezem mezi dvéma body, je nutné a staéi, aby bylo C =

= A + B, kde 4 a B jsou kontinua, jejichZ prifez AB se skldds

ze dvou disjunktnich uzavienych mnoZstvi M a N takovych, Ze
A i B jsou kontinua ireducibilni mezi p a ¢, kdykoli p ¢ M, ge N.
Dikaz tohoto teorému- opird se o pojem separdtoru (séparateur),
zavedeny a studovany K. Kuratowskym [15]; 1ze z ného odvoditi
nasledujici vétu, kterd v tomto tvaru nebyla publikovina:

Aby rozloZitelné kontinuum C bylo dplnym ireducibilnim fezem
roviny (spolenou hranici vdech komponent E, — C), je nutné
o statt, aby C = A + B, kde A a B jsou vlastni subkontinua C

neroztinagjict rovinu, jejiché prifez AB mend souvisly a kierd jsou

sreducibilni .mezi kazdym pdrem bodw, zvolenym wve dvou rizniych
komponentdch AB.

Podminka je nuind. P¥edns, jeZito C jest Uplny ireducibilni Yez, jeho
vlastni subkontinua 4 a B neroztinaji rovinu. Za druhé AB neni souvislé
podle obecné vty Z. Janiszewského (moderni dikaz této véty najde se
. na pf. u K. Kuratowského, Fundam. Math. XIV, str. 304—310), kterd
pravi, Ze, kdy# Z4dné z obou kontinui 4 a B neroztind rovinu, soutet 4 + B
ji rozting tehdy a jen tehdy, kdyz AB neni souvislé. Za tfeti, kdyby tfeba 4
bylo reducibilnt mezi pe P a qe@, kde P a Q jsou dvé rizné komponenty
AB, existovalo by wvlastni subkontinuum L ( 4, pe L, ge¢ L a soulin LB

nebyl by souvisly. Viastnt subkontinuum L + B ( C by pak, znovu podle

Janiszewského véty, bylo Fezem roviny proti predpokladu.

Podminka staél. Za naSich pfedpokladi o 4 a B mnoZstvi 4 — B
a B — A jsou totiZ souvisld podle jedné véty K. Kuratowského a S. Stra-
szewicze (Fundam. Math. XII, str. 153), takZe [15, str. 220, korolir I}
existuje normidlnt separdtor (séparateur normé) mezi A — B a B — 4, ktery
[15, str. 225] protne vSecky komponenty E, — C. Tedy [15, str. 223, th. VI]
C jest ireducibilni ¥ez mezi kaZdym parem bodd zvolenym ve dvou raznych
komponentich B, — C, tedy C jest Gplny ireducibilni ez, j. b. d. ‘
- Otdzka byla studovina i kvantitativné (v. 29): mnoZstvi
AB a E,— C maji stejny polet komponent. V piikladé C, se ty
 komponenty 4B redukuji na body dotyku horni a dolni poloviny.

Je pozoruhodné, Ze v prostoru E; nejen pfedchozi véty neplati,
nybrz v E; existuji spole¢né hranice n > 2 oblasti (i 4piné ireduci-
‘bilni fezy), které jsou spojitymi obrazy tGseky. Dosti jednoduchy
takovy- priklad- sestrojil K. Borsuk ve svém sdéleni O jednom
peanovském kontinuu na II. sjezdu polskych matematikt ve Wilng
1931 [vyjde tiskem; sr. C. R. 194, str. 951, pozn. ¢) a Fundam.
Math. XIX, str. 221, pozn. 4)]. ‘
- 12. V uvedené vété K. Kuratowského a W. A. Wilsona
‘vrcholi vmitini charakterisace ireducibilnich ¥ezli roviny (zejména

-z ni nésleduje jejich fopologickd invariance). Naproti tomu studium . -

jejich’ vlastnosti vnéjdich tvori ¥iroké neprobadané pole. UZ pii
pohledu na naSe piiklady se strany oblast{ jimi ohranidenych
vznikaji mnohé otdzky, které, jako tfeba otdzka pristupnosti
zminénd na str. 320, vedou k fad$ problémi, dileZitych na p¥. pro

AT
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teorii konformniho zobrazeni. Staéi se zminiti o souvislosti s teorii

prvokonct, (Primenden) C. Carathéodoryho (sr. P. Urysohn; 26).

Nage piiklady spoleénych hranic # > 2 rovinnych oblasti jevi

pozoruhodné vlastnosti, pozorujeme-li strukturu jimi realisovanych
prvokonci. Takto vznikajfcf obeeny problém ziistdva viak otevien -
pro nové badini. -

III. Kontinuum, jehoZ kaZdé subkontinuum je nerozlozitelné. ‘Ap]'i,-
- kace a problémy. Véta Mazurkiewiczova. Role spojitfeh trans-
' formaci. Zavér. :

13. Definovali jsme dosud své piiklady nerozloZitelnych
kontinui (tfeba kontinuum K; se dvéma poédteénimi body, obr. 3)
zpisobem jaksi primgym a teprve dodateénd jsme v nich nagli
jakousi ¢4ru, jejimZ uzavienym obalem je celé kontinuum. Mohli
jsme také definovati napfed onu &iru a pak kontinuum jako jeji
uzavieny obal nebo jako limitni mnoZstvi jejich aproximaci;
dtkazy byly by trochu delsi. Avsak, a to je velmi dileZit4 metoda
v topologii, mohli jsme také definovati totéz kontinuum K, jako
privez posloupnosti nejjednodus§ich obrazcd, totiZ polygonilnich
ploch (stale tenéich) a odvoditi vlastnosti K; z této definice. Touto
konstruktivni metodou [nazval jsem ji mefodow pdst (méthode des
bandes)] budeme se nynf podrobnéji obirati. Povede nis k velmi
zvld¥tnimu p¥ikladu, totiz ke kontinuu K, dédiéné nerozloitelnému
(jehoZ kazdé subkontinuum je nerozlozitelné), které tedy zejména
neobsahuje #ddny jednoduchy oblouk.

Polozme K; na jednotkovy &tverec @, tak, aby mnoZstvi N,
padlo do diagonély [(0, 1), (1, 0)] a nahradme kaZdou polokruZnici
z Ky lomenou &arou sloZenou ze dvou rovnobéZek s osami. Topo-
logicky nic se nezmé&ni: bude to stile kontinuum K, ale pozorujeme
ve Gtverci @, fadu pasi tendich a tenéich, které aproximuji K,

.a jejichz prifezem je K, (v.obr.7 a 8 v textu a obr. III ve Fundam.
Math. III, str. 270).. o

Pokusme se blize definovati prechod od pasu By, ktery je nto®
aproximaci, k pdsu By, do B, vepsanému. Za tim Géelem oznaéme
R, &tvercovou sit (s délkou stran 5—), kterou vytinaji piimky
z=k.5"ay=k.57 (k=0 +1,42,...). Dva ¢étvercez R,
.nazveme prilehlé (adjacents), kdyZ maji spolednou privé jednu
stranu. Nynf kazdy péas B, skldd4 se z konedné fady Cy, Oy, . . ., On
&tvercl z Ry, z nichz kaZdy je piilehly k pFedchézejicimu a k né-
sledujicfmu, ale uZ k.?4dnému jinému; dokonce dva &tverce pasu
jsou disjunktni, kdykoli rozdil indexd .prevySuje 2. Nazveme
pFickou (cloison) pasu B, kazdou spolednou stranu dvou sousednich
Stvercll; pevné zvolenow stranu &tverce Oy, resp. Cm, kterd nenf
ptidkou, nazveme poédteins a koncovou zdkladnou pasu’(base initiale

22*
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et finale). Na kazdé z obou zakladen zvolme jeden krajni bod,
ktery nazveme resp. poldteinim a koncovym bodem pasu (point
initial, point final). Zejména kdyz péas se skladd z jediného &tverce,
muZeme zvoliti zdkladny libovolné, podatedni a koncovy bod
zvolime vSak vidy mezi sebou riizné.

Kazdy pés je tedy polygonalni plocha, jejiz obvod (v p¥ipa-
dech, které jediné nis zajimaji) rozpadd se po odstranéni obou
zdkladen ve dvé lomené 3ary, které nazveme stranami pasu. Tato
konstruktivni metoda je ovSem propracovana ve viech podrobno-
stech a ve vSech moZnych eventualitach (v. 6); zde se omezim na,
nédzorny nastin vedoucich myslenek.

Obr. 7. Obr. 8

Nyni do pasu B, zavedme, vychézejice z jeho podateéniho bodu,
pas 6tverch sité R,y1 (tedy p&tkrat mensich), ktery se tahne podél
té strany pasu Bj, na které lezi podateéni bod. Postupujice takto
podél fetené strany smérem ke koncové zakladné, zastavme se,
nez se té zikladny dotkneme, tedy v predposlednim &tverci z Rpi1
a vracejme se po prostiedni ¥adé étvercl z R,y uvniti B, rovno-
béZné s cestou jiz prob&hnutou. Po této prostiedni Yadé putujme
nyni zpét k podateéni zdkladné, ale nez se ji dotkneme, tedy zase
v piredposlednim &tverciz Rn4+1, obratme se k té strané pasu By,
na které je koncovy bod, a podél této strany putujme aZ ke konco-
vému bodu, kde se zastavime. Ctverce z Ryt1, jimiz ]sme dohro-.
mady prosh tvoli novy pas vepsany do B,, ktery oznaéime f(B,).
Obrazce 7 a 8 znazornu]i pripady Bn = @ a By = £(@,); v obecném
piipad& pribéh pasu f(B,) je zcela obdobny. Vidime, Ze pas £(B,)

1° je pétkrat uZii nez By;
20 je jeho prichodnim pdsem (bande de passage), t. j. ]eho
zékladny leZi na piisluinych zékladndch pasu By;
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3° tvori dvoyz oscilaci mezi obéma zdkladnami pisu B, nebo
spise ,,skoro* mezi t&€mito zédkladnami.

Vlastnost 3° je podstatnd. Zaruduje, Ze

4° v blizkosti (< 5—) kazdého &tverce (nebo bodu) C; z 1(By)
existuje jiny Stverec ' (nebo bod) C; z 1(B,) takovy, Ze kaZdé kon-
tinuum M ¢ £(B,), které je spojuje, vnikne do &tverce zvolendho
mezi obéma krajnimi étverci daného pasu B,.

Nazveme kusem (portion) pisu B, kazdy pis W ¢ B,. Necht §
je - libovolné zvolené mnoZstvi tuselek sitdé R, a necht § =
={Fi, Fs, ..., Fg} (1, <t <...<1z) je fada, ve které &leny
F;, a F;, jsou resp. politetni a koncové zdkladna B,, kdeito
ostatni ¢leny jsou ty a jen ty ptitky pasu B,, které leZi na n&které
asetee z 8. MnoZstvi § urduje tedy» jakési rozdélem’. pésu B, v kusy
Py, ..., Py, totiz v dasteéné pasy vidy ,,mezi’ pdrem sousednich
Gsedek systému §. Tyto tsedky zvolme za zédkladny p¥isluiného
kusu a provedme na ka?dy kus operaci f. Obdriime. mnoZstvi

(Bn, S) Zf P;). Ukéze se, Ze se to d4 provésti tak, Ze £(Bn, S) je

zase Pas _sxte Ry +1; dokonce mizeme vidy vyjiti od poditeéniho
bodu pisu B,.
V dusledku toho pas f(B,, S) mé zase vlastnosti 1° a 20 pasu
1(B,). Ostatné operace f(B,) je zvlditnim piipadem § = {Fy,, Fy}
©operace: {(By, S). Jinak je tomu s vlastnosti 3°: pas f(Bn, 8) netvoii
uz oscilace v celém pisu B, nybrz fadu oscilaci men¥ amplitudy
v jednotlivych kusech B,. Mista t&chto oscilaci zavisi na volbé S.
© 14. Necht nyni B, = @, je jednotkovy &tverec; zakladny necht
jsou vodorovné, a potéteéni a koncovy bod necht jsou resp. 0,1)
a (1, 0). Necht {Sn} je nekoneénd posloupnost mnozstvi, jejiz kazdy
clen 8 je libovolny systém ftsetek sité R,. Pro n =1, 2, 3,

necht Qn = £(@n—1, Sn=;). Poloime K = T @n.

. n . <

Jako prifez klesajici posloupnosti pasi (tedy kontinui),
obsahujfeich bod (0, 1) a body osy X, takto definované mnoZstvi K
je kontinuum, které obsahuje bod (0, 1) a protind osu X. Dalsf
vlastnosti K zavisi na volb& posloupnosti {S.}. Tato zévislost
je vyjidiena vétou, kterou v brzku vyslovime a v niZ se soustte-
duje cely topologlckjr obsah metody péast.

Nazveme kazdé kontinuum L ¢ K prichodnim kontmuem

(continu de passage), kdy% L = [ Bn, kde By je kus Q_,,.a; By je

. n -
prichodni pis pasu B,. Snadno se dokaZe, ze takové L protne obé
zékladny ka?dého B,. Zejména je kontinuem prichodnim K = HQ,.
‘samo a vlastnost 40 v tomto pnpade déva:
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5 v blizkosti kazdého pe K existuje ge K tak, Ze kaZdé

kontinuum M C K, které obsahuje p i g, protne kteroukoli (pfedem -

zvolenou) z obou zédkladen @,.
.Odtud se odvod{ dvé& daldi vlastnosti:

6° kdyZ dvé& prichodni kontinua se protnou, jejich soutet: je
zase prichodni kontinuum;

70 kasdé kontinuum M C K obsahu]e nekoneénou posloup-

nost {Ls} prichodnich kontinuf takovou, Ze pro kaZdou nekoneénou
posloupnost {Ly,} vybranou z {L,} jest M = Z'L,,L ‘

Plati pak véta:
Je-li L = | [Bn-prichodni kontinuum a je-li Bny1 = £(Bn) pro

n
nekoneéné mmnoho indexi n, pak L je merozloZitelné kontinuum.

Podle vlastnosti (2) na str. 314 stadi dokdzati, Ze ka¥dé vlastnt sub-
kontinuum M ( L je kontinuem zhuiténi pro L; t. j. Ze k danému p ¢ M
a k danému o > 0 existuje ge L — M, o(p, q) < o. Nyni ze 2° plyne, Ze

pro ka¥dé n dosti veliké a takové, %e B, , = f(B,), jest 5~ "D <ca M

neprotne jeden z obou krajnich &tverci O’e vésu B, ., tedy ani piislugny )

krajni Stverec kteréhokoli B,,, m > n.*) Podle 4 v B,, existuje &tverec C;
takovy, %e o(p, 0,) £ 5™ a %o kaidé subkontinuum K spojujicei p s C;

protne C,. JeZto L jako prichodni kontinuum protne kaZdy étverec kaZdého .

B,, stadi tedy zvolitilibovoln& g e L . C;, nadei g e L — M, ¢(p, ¢) < 5" <.
Z pravé dokdzané véty nésleduje znimy ndm fakt, Ze konti-
nuum K; je nerozloZitelné, nebot u K, jest Bp+1 = £(Bn) pro kaZdén.
~ 15. Abychom obdrZeli d&di¥né nerozlozitelné kontinuum Ks,
stadi, jak zjistime, definovati posloupnost {S,} takovym zpusobem
aby mezi kaZdym pirem zékladen a p¥itek kaZdého pisu @, ne-
konedn& mnohokrit se provedla operace . Takovou posloupnost {Sa}

mizZeme si opatiiti po dastech induktivné ziroven s pomocnou .

posloupnosti {u,} pfirozenych &isel. PoloZme u; =1 a S, = obéma.

zékladndm @,. Za predpokladu Ze pii urditém n byla jiz defino-

véna viecka &fsla % pro i < n a viecky systémy Tsetek Sj pro

7< Un, Sestavme si vdecky pdry slozené ze zédkladen nebo pncek -

- pasu Qu, = £(Qu,—1, Su,—1) v konetnou posloupnost {o} a ozname Ny,
podet téch part. PoloZme pak %ni1 = un + Nu & Sy, +i = i*™ piru
posloupnosti {¢}. Tim jsou definoviny dalsi &leny Sup+15 Sup+2: - - -

-» Suy ., posloupnosti {S,}. Takto postupujice, definujeme postupné

éelou posloupnost {Sn}

*) Zyolme bod @ &L — M; nech'B n jo takové, Ze 5" < g(u; My. .

a B, .= i(B,). Pak &tverec pasu B, 1> v némi lei a, je disjunktni s'M,

kg:ito podle 2° by jej M protalo, kdyby protalo oba krajni &tverce tohoto
pésu.

T
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Snadno se ukédze, ze takto definované kontinuum K; = HQ”
! n
m4é nasledujici topologické vlastnosti:

80 Kazdé prichodni kontinuum L C Kz je nerozloZitelné. '
Vskutku necht L = H > kde B, je prachodni pés pro B,_,.Z popsané

definice posloupnosti { } nésleduje, Ze pro nekoneénd mnoho hodnot #,
totiz vzdy pro jedno n v mezich u; < n < u;;, jest S, = ob¥ma zédkladndm
B,, tedy B 1 = =1(B,,), z &ehoZ plyne nerozloZitelnost L podle véty na str. 00.

90 Je-li ddno libovolné kontinuum M C Ks, kaZdé prichodni
subkontinuum L C M, kieré je 5= M, je #idké v M.
Méme ukézati, Yo M ¢ M — L. Podle 7° existuje posloupnost { }

pm’lchodmch kontinui takova, ¥e M —ZL"Ic pro ka¥dou Estetnou posloup-

nost {L } Existuje- htedynekonecnem.noho hodnot ng takovych, zeL L=
=0, jest Z‘L 5 C M —1L, tedy ZL —M C M —L. Kdyby vsa,k pro

vsecka. dostl vehka n bylo L, . L + 0 pak by také pro vSecka dosti veliké n
bylo L L 4 L,.*) Ale nerovnost L, . L % 0 implikuje podle 6% %e L 4 L,

je prtchodni kontmuum tedy nerozlozwelné tak¥e by z nerovmosti L =(=
% L + L, nésledovalo, %o kontinuum L je ¥idké v L + L,, tim spiSe
v M > L + L, tak¥e i v tomto piipadd M ( M—EL.

10% Aby libovolné kontinuum H ¢ K; obsahovalo pmckodm
kontinuum L C Ks, k tomu stali, aby H protalo L, nebylo véak édsti L.

Méme ukézati, Y6 H = H + L. Podle 9° L je kontinuum zhufténi pro
H+ L, t j. (H +L)—L H +'L, z teho% podle identity (H + L)—
— L = H — L nésleduje H — L = H + L, tak¥e ve formuli obecné platné
- pro uzaviend mnoZstvi H—LCHCCH + L znameni ( lze nahradltl
znamenim =, coZ prévé dévd H=H + L
. Tyto t¥i vlastnosti 8—10° kontmua K, stad, abycho‘m do-
kézali, Ze kaZdé kontinuum M ¢ K, je nerozlozztelne’ t. j., Ze kazdé
vlastni subkortinwum H kontinua M j je ¥dké v M. Vskutku necht

podle 7° M = Z‘Ln, kde L, jsou prichodni kontinua, tedy podle 8°

kontinua nerozloz1telna Necht predné H je Cdsti mékterého Ly.
Jezto vime, Ze L, je nerozloZitelné, potfebujeme  se zabyvati.
pouze pnpadem L, &= M. Aviak podle 9° L, je ¥dké v M, takZe
také H C L, je iidké v M. Kdyz za druhé existuje nekoneind mnoho
hodnot ‘ny takovych Z¢e_H.Ly, =0, jest ank CM—H, tedy

*) V. opatném pripadé pro nekonend ranoho hodnot n; by bylo
L=0L-+ L"i, tedy také L =1L+ .'Z‘Lni =L+ ;‘:'Ln,-’ tudiZ podle’ 7°
1 : -

L =L + M = M proti pfedpokladu L % M.
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Z’LnL ¢ M —H, tedy podle 7 M ¢ M — H, tak¥e op&t H je ¥idké .

v M. Avsak tieti pifpad, ve kterém by tedy existovalo nekonedng .
mnoho hodnot n; takovych, Ze H . L,, = 0, aniz H je &asti nékte- ..

rého Lnk, je nemozny. Nebot podle 10° by pak kazdé L”k bylo.. R }
&4sti H, tudiZ i Z'L,.k C H, tedy podle 7° M = ZL"Ic ¢ H proti:

ség

pfedpokladu, Ze H C MaH £ M. Tim je dédiéné nerozloz1te1nost-iﬁ-’§é
kontinua K; odvozena. .

Privé dokizand zdkladni vlastnost kontinua K; méa za du-
sledek Fadu dalsich topologickych vlastnosti této kiivky, jez tvoii
tolikéZ FeSeni problémi, difve v literatufe poloZenych. Jsou podrob-
né analysoviny v pojednan{ 6; sr. téz 28. V 6, str. 276 nalezne se
také obrazec zndzortiujici éty¥i prvé aproximace (pasy) kontinua K. -

Uvedli jsme jiZ, Ze tato kfivka neobsahuje zejména Zadny.
oblouk; neobsahu]e ani Zddného mnoZstvi ireducibilng souvislého' .
mezi za,dmjm pirem svych bodd. Naproti tomu obsahuje K; -
nespodetny systém (s kardinilnim é&islem kontinua) disjunktnich*) - -«
nerozloZitelnych kontinui a také - nespoletny klesajiei systém
(s tymz kardindlnim &fslem) nerozloZitelnych kontinui, z nichz kazdé . * -
~je kontinuem zhufténi viech predchozich (a tim spiSe obsahuje

klesajici transfinitni posloupnosti nerozloZitelnych kdntinui libo-
volné predepsaneho dobfe uspofddaného spoetného typu). Ad lezi

v roving, jevi se takto kiivka K; z nejobecn&j§tho geometrického
hlediska ]ako nejkomplikovanéj$s ze viech dosud individuelné zndmiyjch
_a studovanych geometrickiych obrazct,.. Zaroveii do jisté miry opravuje

a rozSifuje obvyklou pfedstavu kfivky (v. niZe str. 333). .

Kiivky K bylo nékohkrat zajimavym zptsobem uZito. Na pr B
G. Nobeling [23] z ni odvodil existenci diskontinuitntho mnoz-
stvi G5 dimense 0 v roving, které m3 spole¢né body s kazdym jedno-
duch)’rm obloukem. S ni souvisi viak i dile¥ité problémy, jejichz
Eesem se dosud nepodanlo, jako nisledujici problém P. Alexan- .

rova:

Problém V. Existuji dédi¢né nerozloZitelns, kontmua dimense -+
n>1?

16. Z jinych topologickych otdzek souvisicich se studiem
kiivky K; jest uvésti pfedeviim ty, jeZ jsou spojeny s nisledujicim
problémem, pochizejicim od Z. Janiszewského: .

Problém VI. Jest jednoduchy oblouk jediné kontinuum, které -
je jednojednoznadnym a oboustranng spojitym obrazem kasdého . -

(neredukujictho se na bod) sveho subkontmua.? A ‘

*) A% celd rovina obsahuje jen spoéemé systémy ,,tnod“ (topologlckych
obrazci litery Y) mezi sébou disjunktnich. V. R.'L- Moore, Fundam.
Math. XTIT, str. 261—263. °
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UkéZe se ihned, Ze takové kontinuum musi byti ireducibilnf
mezi dvéma body, dile, Ze neni-li dédiéné rozloZitelné, jest dédiéng
nerozloZitelné (nebot’ to jsou vesmés topologicky invariantni vlast-
" nosti). Jezto kontinuum K; mé tyto vlastnosti a je individuelnd
definovano, bylo by dobfe vySetiiti, neddva-li pravé odpovéd na
Janiszewského problém. Ze by tomu tak mohlo byti, tomu
nasvédéuje okolnost, Ze, podle definice Kj, stejné operace £(B, S) se
tu opakujf vSude a ve vSech svych aproximacich: je tedy mozné
otekavati, Ze kaZdé subkontinuum vznikne privé tak jako celek
a Ze tedy se topologicky nemtZe od celku lifiti.

Aviak prekdzkou tomuto vySetfovini je ta okolnost, %e me-
zndme obecna kriteria, kterd by dovolovala z chovdnt aproximujicich
polygond, souditi o homeomorfismu (topologickém typu) aproximova-
nych vtvart. Nalezeni takovych kriterii by nejvys pravd&podobné
hralo velkou roli v topologii a mélo by &etné aplikace. Je to podle
mého minéni jeden z nejobecnéjiich a z nejslibnéjsich problémd,
na ktery bych zde chtél zvli§té diraznd upozorniti. Nejen K;
nebo Kj, nybrz i Gsedka di se vyjadfiti jako prafez klesajici po-
sloupnosti priichodnich pdsi (v tomto pfipad® byly by to stéle
tendi obdélniky) a ve vSech p¥ipadech viecky pasy nasich posloup-
nosti jsou mezi sebou homeomorfni. Rozdil mezi K; nebo K,
a Usetkou pochdzi tedy od toho, v jaké poloze leZi jeden pds ve
druhém. V tomto sméru je mi zndm pouze velmi specidlni (ne-
publikovany) vysledek od N. Aronszajna a mimoto shledal jsem
v literatufe jedinou praci [4], kterd vi8ak déva kriteria velmi
obecnd a velmi slaba. ,

17. Dalsi problém souvisici s K; je zcela jiné povahy: b&zi
. 0 ,,vzacnost® takovych kiivek mezi jinymi kontinui. BéZny nizor -
vidi v téchto ttvarech jakési pathologické monstrum a v&fi, Ze
,,v b&Zném matematickém Zivoté“ z ¥i8e viech rovinnych kontinui
nejéast&j§i jsou obrazce, jako jednoduché oblouky nebo kiivky
s koneénym nebo nejvys spodetnym mnoZstvim bodd rozvétveni
atp. Naproti tomu atvary, jako jsou nerozloZitelnd nebo dokonce
dédiéné& nerozloZitelnd kontinua, zdaji se ndleZeti ke ,,vzdcnostem*.

" Nyni mnoZstvi v8ech (i jednobodovych) subkontinui &tverce
- 'd4 se uvaZovati (a to zcela piirozenym zpusobem) jako metricky
kompaktni prostor. Za tim G&elem stadi na p¥. podle F. Hausdorffa
rozuméti vzdilenosti dvou subkontinui 4 a B vé&tsi z obou &isel
01, 02, kde g, je hornf hranice vzdalenosti g(a,-B) a g, je horni
hranice vzdalenosti o(b, 4) (a & 4, b e B). Otazka -po ,,vzdcnosti“
nebo ,,roz§ffenosti‘‘ topologického druhu dé se pak v jistém smyslu
" matematicky precisovati: miiZeme se na pi. ptéti, zda v takto
zavedeném prostoru :P mnozstvi U viech dédiéné nerozloZitelnych
kontinu{ je snad ¥{dké nebo husté, a nastane-li druhy piipad, jakd
je jeho kategorie v Baireové& smyslu. Odpovéd je prekvapujici -
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a velmi pouéné: S. Mazurkiewicz ukézal [22], Ze netoliko U j ]e v
v P husté, nybrz i ze P— U je mnoZstvi Fq prvé kategorie v P,.
Dé&diéng nerozlozitelnd kontinua JSOLI tedy v tomto smyslu v pro- ]
storu P nekoneéné méng& vzicnd nez vSecka ostatni kontmua, -
dohromady. .
‘ Dtikaz spodiva v. tom, %e ka#dému kontinuu C ¢ P— U mu-’
Zeme pru‘adltl kladné clslo AC), totiZ maximum Hausdorffovy
,,vzdilenosti®’ dvou subkontinui, ve které lze rozloZiti kazdé rozlo- - '
#iteIné subkontinuum kontinua C.Da se pak ukézati, Ze mnoZstvi D,
viech kontinui C e P.— U, pro kters je 1(C) > n—1j je v P uzaviend "
a mimoto v P #idk, ‘nebot kazdé C & D, dé se aprox1movat1 po-
sloupnosti {4} ]ednoduchych oblouku takovych, Ze A(4y) < nl.

Mnozstw P —U, které zre]me splyva se ZD”’ je tedy Fgq prvé
3 . n—
kategorie v P. : ul: . :

Jezto pfi dikaze se nikde neopirdme o. existenci dedlcné ne-
rozlozitelného- kontmua,, je tim (nep¥imo) podén. dikaz existence
takovych kontinuf, i kdyby Zédné z nich (jako na pf. K,) nebylo -
individuelné definovéno.

Tato topologicks metoda existence ruzn)’rch matematickych
Utvard (mnoZstvi, funkei atp.) dikazem, Ze'mnoZstvi takovych
Gtvard je druhé kategorie, tedy jist§ neprazdne zasluhuje zvlastni
pozornost vzhledem ke stile Eetnéj$im jejim aplikacim v réznych
vétvich matematiky, které byly v poslednf dobé provedeny, a to
zejména v teorii funkei a funkénich prostor (sr. na p¥. neddvné -
price S. Saksa, On the functions of Besicowitch . Fundam. -
Math. XIX, str. 211—219, a V. Jarnika, Uber die szferenzwr-
barkeit stetiger Funktionen (vyjde ve Fundam. Math. XXI).

. Tato metoda &asto vede k vysledkum zcela nepfedvidanym. -
Ukazuje se, Ze v matematice jako v p¥{rods — jak poznamenal -
slavny biolog J. Loeb — &asto to, co povaZujeme za pravidlo, je ve '
skuteonostz jen sndze pozorovam pristupnd vyjimka. '
* - 18. Na konec chci se zminiti o roli nerozloZitelnych kontinufi
ve velmi obecnych topologickych problémech tykajicich se spojgi-
tyych transformaci. Podle tradi¢niho minéni, velmi roziifeného mezi
topology . a viibec mezi matematiky, predmetem topologie je
studium t&ch vlastnost{ mnoZstvi, které jsou invariantni vzhledem
k jednojednoznatnym a ohoustranng spojitym transformacim.
Ale pred nékolika lety jsme si uv&domili, Ze je naprosto nutné
studovati v topologii soustavng invarianty zcela obecnych spojitych
transform‘am, a baddni o.t&chto otdzkich provadsji se planovité
v naSem semindfi (sr. na pf. pojedndnt Z. Waraszkiewicze: Sur
une famille indénontbrable de courbes planes, dont aucune n'est-une -
zma,ge continue d’aucune autre, Fundam. Math XVIII, str. 118———137
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a 309—311; N. Aronszajn, Sur les invariants des transformations
continues, Fundam. Math. XIX, str. 92—142).

Z praci H. Hahna a 8. Mazurkiewicze o kontinuich lokdlné
souvislych spoptych obrazech tselky), Ze vlastnost kontinua, ke
kazdému paru svych bodi obsahovati spojujici je 7ednoduchy
. oblouk (Bogenverkniipfbarkeit, arcwise connectedness) jest invariant
spojitych transformaci. Zcela neddvno Mazurkiewicz a j4 jsme
vySetfovali, zda totéZ plati o obecn&j§{ vlastnosti, kters vznikne,
kdy? zde jednoduchy oblouk nahradime -ireducibilnim kontinuem,
rozloZitelnym linedrné ve vrstvy K. Kuratowského (v. vyse,
str. 316) Odpovéd je zdpornd (vyjde ve Fundam. Math. }&\I) :
pravé vzhledem na vyskytovini se nerozloz1telnych vrstev v ta-
kovych kontinuich. Ale nésledujici problém je nefeSen:

Problém VII. Jest invariantni vzhledem ke spojitym transfor-
macim vlastnost kontinua, obsahovati pro kazdy par svych bodi
dédiéné rozloZitelné kontinuum ireducibilni mezi témito body?

Jinj otevend otdzka zd4 se zvladté dilezitd a obtizna. Vime,
Ze ka?dé uzaviené mnoZstvi (zejména kaidé kontinuum) je Spo-
jitym obrazem Cantorova 0-rozmérného dokonalého mmozstvi
(t. j. mnozstvi oznaleného C, na str. 312). MnoZstvi Oo ]e tedy
vzhledem ke spojitym transformacim wuniversdini wuzavieny model
viech uzavienych mnozstvi. A tu je nefeSen nasledu]mx problem
od H. Hahna:

Problém VIII. Existuje kontinuum H, které by bylo univer-
salnim modelem viech kontinui (jehoZ. spoptjrm obrazem by bylo
kazdé kontinuum)?

Dokézéno je predns, Ze, ex1stu1e-h takové kontinuum, existuje
také mezi krivkami, t. j. l-rozmérnymi kontinui (v. S. Mazur-
kiewicz, Comptes-Rendus du I Congrés des Math. des Pays
Slaves, Varsava 1929, .str. 66—67 a Sur les images continues des
continus, Fundam. Math. XVII, str. 330). Za druhé H musi obsaho-
vati nerozloiteln4 kontmua, ]ezto podle predpokladu existuje spo-
jité funkece f takova, ze f(H) = K,. Nebot vlastnost mnoZstvi M,
byti kontinuem majicim za spojity obraz p¥i pevné transformaci £
nerozloZitelné kontinuum [f(M) = K)], je vlastnost induktivnt ve
smyslu L. E. J. Brouwera, takie z jeho redukéni véty (v. na pi.
K. Kuratowski, Fundam. Math. III, str. 88) nésleduje ihned,
Ze M obsahuje subkontinuum N sreducibilni vzhledem k této
vlastnosti. NV je vSak' nerqzloZitelné, nebot jinak by existovala
neprizdns vlastni subkontinua 4 a B kontinua N takovi, Ze
N = A + B, nagez by bylo K = f(N) = £(4) + {(B), kde f(A)
a f(B) by byla neprazdna kontinua, jez by podle ireducibility N
byla riznd od K, cof odporuje nerozlozitelnesti kontinua K.
To je ]edma dosud znémé redukce problému: méme zde priklad,
jak pojem nerozloz1telneho kontinua se vnucuje a vniké do Gsudku.
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Ve své predné,sce Neuere Methoden und Probleme der Geometrze -
v plendrnim sezeni posledniho mezindrodniho kongresu matema.txku
v Curychu 1932 (I. svazek, str. 314—315) pravi K. Menger: "~

»Singularita tvori tedy pozadi, pred nims teprve vynikne v prw« “ﬁ
vém svétle pozoruhodnost obecnych pmmdel jako vibec mnozmove,,s
singularity nikterak nejsou zajimavé pouze samy pro sebe, nybrz
predevé1m proto, Ze davaji poznatl ]ak nezmérné obsa,hly a pozoru-
hodny jest obor utvard, v némz mnoZinovd geometrie zavddi porddek -
a formuluje obecné plainé zdkony. Vyloubenim zddnlivé patologickych:
dtvars, uniknou jisté zdravé zdkony. Bylo by to, ]ako by nékdo chtél :
z teorie &isel vymytltl transcendentni metody

N
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*
Rapport sur la théorie des continus indécomposables.'
(Extrait de l'article précédent.)

Un exposé intuitif des plus importants résultats jusqu’ici
connus sur le réle, la structure et les propriétés topologiques des
continus indécomposables. On y trouve aussi une bibliographie
ainsi que 1’énoncé de quelques résultats récents et de problémes
irrésolus.
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