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Uvod do vektorové analyse.

Napsal fed. Ant. Libicky.
(Pokradovani.)

Pole dyadické.

Nez pojedndme o poli dyadickém obdobné jako jsme po-
jednali o poli skalirnim a vektorovém, probéieme ponékud ob-
8irn&ji theorii dyadickych mnohotlenti (dyadics), ptihlizejice
k pouziti jejimu v mathematické fysice *).

*) Jaumann ve spise : »Die Grundlagen der Bewegungslehre« (pag. 28)
rozeznivd dvoji druh dyad a tudiz i dyadickych mnohoélenti. Pro prvni
- druh plati rovnice (202), totiz

ab.r=a (b.r);

takovou dyadu zove Jaumann skaldrni a oznaluje ji a 3 b. Podobné lze za-
vésti jing druh dyad té vlastnosti, Ze skaldrni souéin takové dyady s vek-
torem r rovnd se vektoridlnimu soudinu a x [b x r]; to jest Jaumannova
dyada rotorickd, jez se dle neho oznaduje a xb Zskladni rovnice pro oba
tyto druhy dyad jsou tudiz

(a;b).r=a.r), (148»)

[axb] r —aX[bXr]; (1492)

obdobné plati, klademe-li v sou¢inech na levé strané vektor r jako Cinitel
na prvni misto, rovnice (20%), kterou nyni piseme ve tvaru
r.(a;by=(.a)b (148p)
a rovnice ji podobna
r.[laxb]=[rX a]Xb. (149p)
Skalarni a rotorické dyady téchie dvou vektord a a b souvisi spolu
vztahem, ktery vyvodime takto:
Dle vzorce (16a) plati
[@aXb]Xxr=@.rb—(b.r)a= (r a)b—a(b.r), (9)
a podobné
[bXr]Xa=(M.a)r—(@x.a)b=r(.a)—(r.a)b
[rXa]Xb=(@.b)a—(@.b)r=(b.r)a~—(b.a)r

prote =a(M.r)—r(.a)

[aXb]Xr-l-[er]Xa+[rXa]><b_.0 (150)
Z tohoto vzorce vychézi
[aXDb]Xr=—[bXr]Xa—[rXa]Xb=aX[bX r]— [rXa]lXDb
&ili uzZijeme-li na pravé strané oznageni Jaumannova (1492) a (149b)
[a x b] x r=[a>5b].r—r.[a 3<b].
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Souéiny dvou dyad. Zavedme nejprve definice pro
soucéiny dvou dyad, a to pro soudiny skaldrni i vektoridlni.

Skaldrni soufin dvou dyad ab a ed jest dyada, jejiz
pfednim ¢lenem jest pfedni ¢len dyady prvni a a zadnim ¢le-
nem zadni ¢len dyady drubhé d; tato dyada jest ndsobena ska-
ldrnim soulinem zadnfho ¢lenu prvni dyady b a ptedniho tlenu
drubé dyady e. Lze tudiZ psdti

) ab.ed = (b . e) ad, (153)
anebo zachovdvajice abecedni pofddek
ab.ed=a.c)d
Podobné definujeme vektoridlni soudin dvou dyad vzorcem
abXed=al[bXe]dq, (164)

kde na pravé strané vyskytuje se soutin tii vektori a, b X ¢, d,
ktery zoveme friadou *).

Ale 11—3—7:‘,9 uvedenou rovnici (¢) lze dle (148b) a (148a) téZ psati
[AaXDb]Xr=r.(a;b)— (a;b).r;

tudiz plati

. r.(a;b)—(a;b).l'::[a.xb].r—r.[aa(b] (151#)

aneb
r.[axb]—(;b).r=[axDb]l.r—r(a;b) (151b)

Jako dyady mohou i dyadické mnohocleny byti dvoji: skalirni a
rotorické; obecné tvary jejich jsou:
D=asb+csd+esf,
'In'=a>‘<b + c>‘<d+e>’<f,'

jezto kazdy mnohotlen o libovolném pottu sditancii prevésti lze na tvar
troj¢lenu.
O téchto mnohoclenech plati podobné rovnice )ako o dyadickych
soudinech skaldrnich a rotorlcchh
totiz .
.lb!—'l}!.r—_—([)r.r_r.fbr (1522)

aneb
br — s . p=ID" .7 — 1. D, (152Y)

*) Triady pi%eme ve formé& abe, tedy bez zivorek, abychom je roze-
znali od skaldrniho soudinu tfi vektord (abe), coz jest jak zndmo vyraz
[aXDb].e. Podobné neni tFeba klisti dyadické soutiny ab do zivorek, jak
bylo psdno v§se na nékolika mistech tohoto pojednini; laskavy &tenaf
provede si snadno pfisludnou opravu.
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Jako z dyad tvofeny byly mnohotleny dyadxcké tak
i z triad vznikaji mnohotleny triadické tvaru

. alblc1 + a,b,¢, + azh,e; 4. ..
aneb, zavedeme-li-zékladni jednotkové vektory,
@y dil 4 aypeiij + . . . + azn]ll + .
Jest dilezitou vlastnosti dyady ab, Ze prevadi vektor r
v jiny a (b . r) (dle vzorce 20°); podobné& skaldrni soudin dvou
dyad ab . ed piedstavuje dvojndsobnou transformaci vektorid r,
jimiZ soudin ten skaldrné jest ndsoben. Nebot (ab . ed) . r &li
(b.e¢) ad . r rovnd se dle 20* vektoru (b . ¢) a (d . r). Polozi-
me-li v tomto vyraze, ktery miZeme téZ psiti ve tvaru

ab.e)(d.r1), za a(b.c) soutin ab . ¢,
obdrzime
(ab.ed). r—ab.c(d.r),

cd.r)=ecd.r _
konetné (ab.ed).r=ab. (ed. ). (1552)

Z toho vychdzi: Budiz r vektor, vedeny z potdtku O
k libovolnému bodu P v prostoru; i jest ed . r jiny vektor
' = OP’. Soutinem ed vyjidfena jest tudiZz transformace pro-
storu, kterou viechny body P piechdzeji v body P’. Vektor r’
pfevadi se soutinem ab v tieti vektor r”” = OP” tak, Z%e bod P’
zaujme polohu P”. Soulinem ab . ed piedstavuje se tudiz dvoj-
n4sobnd transformace prostoru, p¥i niz body P prevddéji se do
polohy P”.

Vzorec (155%) poutuje nas téZ o tom, Ze skaldrni souéin
dvou dyad a vektoru jest associativnf. Véta ta plati vSak jen
v t&ch pfipadech, kdyZ vektor r stoji v t&chto soutinech bud
po obou dyaddch nebo pfed nimi; neni sprivnd, je-li vektor r
jako &initel mezi obéma dyadami. Neplati totiZz rovnost soudini
(@ab.r).ed aab. (r.ed). Nebot dle rovnic (20)

@b.r).ed=a®.r).ed=((M.r).(a.cd
=m.r)(a.e)d

¢ili, ponévadz

kdezto

b.(. g:d).:.a.b .r.¢c)d=ab.d(r.c)=a(.d)(r.e);
tudiz obdrZime pro oba uvedené soutiny rizné vektory.
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Také skaldrni soutiny tii dyad jsou associativni; jest totiz
(ab . ed) . ef = ab . (cd . ef). (156%)
Nebof levou stranu této rovnice lze pséti
(ab.ed).ef=(Mb.e)ad . ef=(b.e¢)(d. e) af;
pravd strana jejif rovnd se téze dyadé, jezto
b.(cd.ef)—=ab.(d.eef=(d. e)ab.cf
=(d.e)(b.e)af
Prejdéme nyni od dyad k mnohoélenim dyadickym; obecny
tvar jejich jest, jak zpdmo,
\ 0= a,b, + a2b2 + asb;, +
Jak jsme jiz v oddile o soutinech dyadickych ukézali, 1ze
kaZzdy takovy mnohollen pfevésti na tvar trojélenu
® — al + bm -+ e¢n,
pii temZ obecné ani piedni ¢leny a, b, ¢, ani zadni ¢leny I, m, n
nejsou konplandrni, t. j. k jedné roviné rovnobézné.

Kazdy takovy mnohotlen lze poklddati (podobné jako jedno-
duchou dyadu) za jakysi operator, jimZ se prevddi libovolny
vektor r v jiny uréity vektor v prostoru, ktery vyjadfujeme bud
soutinem @ . r aneb r . @; oznafime-li novy vektor v neb V’,
obdrzime v=@ .r neb vv=r . Q.

Vektor v neb v’ takto definovany jest linedrni fumkci
vektoru r. Nalezli jsme pro prvni z nich vyraz (56)

V=0 .1 = (0,7 + a0y + a,32) i + (@g,% + a5,y + ay32) }
+ (@3:% + a3y + a532) K,

r =i+ yj+ k&

D = a,,ii + a,,ij + a,;3ik
4 agJi 4 ag0jj + ayjk
+ ag, ki + a,,kj+ 23, kk.
Nebude nesnadno nalézti podobny vyraz pro soutin r . @, totiz
=T. 0 = (2,2 4 a3,y + ,,2) i 4 (21,2 + a0y + a59) ],
+ (213% + a5y + a332) k.

jestlize

a

10
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Zavedeme-li mnohotlen ®@¢ sdrufeny k @, dany vzorcem

Do = ay,ii + ay,i] + a5ik
+ a12ji. + ajj + apjk
+ a;.Ki + ay3Kj + a;3KK,

. Jest patrnd
V=¢.r,

tudiz
r.o—=d¢.r. (157)

Ukdzeme snadno, Ze linedrni funkce vektorovd @ .r urcena jest
zndme-li hodnotu jeji pro t¥i vektory a, b, e, které nejsou kon-
planirni. Nebot libovolny vektor r miZeme vidy vyjddfiti vyrazem

za -+ yb -+ zc¢; ’
jsou-li tudiz ddny souliny @ . a, @.b, @ . ¢, zndme také @ . r.

Ve zvldStnim pifpad® lze dyadicky mmnohotlen vyjddfiti ve
formé dvojtlenu, jestlize totiz bud predni ileny a, b, ¢ nebo
zadni ¢leny I, m, n v trojélenu al 4+ bm -+ en jsou konpla-
nérni. Kdyby na p#. a, b, ¢ byly konplandrnf, mohli bychom

Kkldsti
to1 a = zb + ye¢,
proteZ

= (@b+ye) I+ bm -+ en=>b (zI + m)+ ¢ (yI 4+ n),
misto &ehoZ lze psdti kratleji
® = bo + ep.

O takovém mnohotlenu dyadickém, ktery jsme pojmenovali
plandrnim, bylo povédéno v oddile o soudinech tif a &tyt vektord,
¢ praefaktorem

postfaktorem {’
piednich ¢lend b a ¢
zadnich ¢lend o a p
jeho. Pravime také, Ze plandrny mnohotlen méd jeden stuperi
nullity. ’

V dyadickém mnohotlenu obecného tvaru

@ = al 4 bm -+ cn

mohou byfti bud piedni Eleny a, b, ¢, nebo zadnf Eleny I, m, n
téz kqllinedmi, t. j. téhoZz b&hu; tento zvl4stnf mnohoélen 1ze

Ze soutin jeho s libovolnym vektorem, v némz jes

jest novy vektor, poloZeny v roviné



139

vyjddfiti jednoduchou dyadou. V prvém piipadé bude totiz

a—ac a b= be,
tudiz
®=¢ (al + bm + n) =eq;
a podobnd v pifpadd druhém. Jsou to dyadické mnohotleny
linedrni. JeZto dle rovnic (20)
d.r—eq.T=¢(qQ.T)
a
r.o=r.ecq=(.c)q,
miZeme Fici, %e linedrni mnohotlen dyadicky, je-li v soutinu
J praefaktorem |
r | postfaktorem [’
| pfedni
| zadnf

Mnohotleny takové maji dva stupné nullity.

Jestlize dyadicky mnohotlen @ v dalfim zvldStnim p¥i-
padé annulluje vSechny vektory v prostoru r, je-li tudiz pro
kazdé r soutin @ . r =0 a r . ® = 0, pravime, Ze mnohotlen
rovnd -se nulle a pifeme @ — 0. Takovy mnohotlen md &7
stupné nullity.

Tudiz dyada wv, jejiZz jeden &initel roven jest nulle, md
hodnotu 0.

Definujme: Dva dyadické mnoholleny & a ¥ se sobg
rovnaji, plati-li pro kterykoli vektor r bud rovnice

d.r=%.r

aneb (158)
r.o=r. ¥

s vektorem pfevddi tento vektor v jiny,

majici tyz béh jako } ¢len: mnohoélenu.

Stati vSak, kdyz jedna z téchto rovnic jest platna jenom
pro tii vektory a, b, e, které nejsou konplandrni; nebof je-li
vyhovéno rovnicim na pf.

O.a=%.a @.b=¥.b,b.ce=%.c¢,
jest téz sprdvna rovnice
20 .a4yDd.b+20.c=2¥.a4+y¥F.b+ 2P .c¢c

¢ili
@ . (za 4 yb + 2¢) = ¥ . (za + yb + z¢).
. 10*
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Ponévadz
za 4+ yb + ze =,
plati téz
®.r=1".r,
z tehoZz tudiz plyne
O = P,

Co se tyte slozitéj$ich souind neZli jsou @ .r aneb
@ X r (utvofeny na zékladé rovnice (222)), budiz tuto uveden
toliko soulin [@ X r].s, v némZ r a s jsou dva libovolné
vektory; dokdZeme o ném, Ze jest roven @ . [r > s]. Nebot

oXr=(ab, +ab,+...)Xr=ab, Xr
‘ + ab, Xr 4. ..
¢ili dle (222)
®Xr=a [b, Xr]+ a, [b, Xr]+...;
procez
[@Xr].s=a,[b,Xr].s+a,[b,Xr].s4+ ...
Soutiny [b, X r], [b, X r] atd. na pravé stran& jsou vektory;
miZeme tudiZ pouziti rovnice (20%) a psdti
[@Xr].s=a, ([b,Xr].s)+a,((b;Xr].8)+..
Dle rovnice (14) jest viak
[b; Xr].s=b,.[rXs]
atd., protez
[@Xr].s=a, (b,.[rXs])4+a,(b,.[rXs])+ ..
anebo vzhledem k (20?)
[@Xr].s=ab,.[rXs]+ ab,.[rXs]+4 ...
= (a,b, + a,b, +...).[r X 5]

a koneiné
' [@Xr].s=d.[r Xs] (1592)
Podobné se dokdZe vzorec .
s.[rXd]=[sXr]. . (159Y)

Skalédrni souéiny dvou dyadickych mnohoélenii. Od
soutinu dyadického mnohoélenu a vektoru piejdeme k skaldirnfmu
soutinu dvou dyadickych mnohotlend. Je-li

? =ab, + a,b, + asb, 4 .
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r=ocd +cd, + ed;+ ...,
jest vzhledem k platnému zdkonu distributivnimu

?. ¥=(a,b, 4 a,b, +a;b; +...). (¢,d, +¢,d; + ¢;d;+-..)
= a,b, . ¢,d, + a,b, . ¢,d;, + a;b; . ¢;d, + . .. \
+ a,b, . e,d, 4 a,b, . ¢, d, + azb; . e, d, + ... (160%

¢ili
D.F=(b,.¢,)a,d, +(b,-¢)a,d, 4 (b;.c;) a;d, + .

+(b cz)ald + (b, . €y) a,d, 4 (b, . ¢,) a,d, 4 . (160“)
4oL e

Skaldrnf soudin dvou dyadickych mnohotleni jest tedy dyadlckj
mnohotlen.

Netteba zvlasté dokazovati, Ze rovnice (1552), platné pro
dyady, plati téZ pro mnohotleny dyadické; jest tedy

(@.F).r=0.(¥.r). (165Y)

Nejsou vsak sobé rovny soudiny (@.r). % a &.(r.¥).
Zdkonu associativnimu podrobeny jsou skaldrnf souliny dvou
(neb i vice) dyadickych mnohoéllend s vektorem, nalézi-li se
tento ¢initel na jednom nebo na drubém konci soutinu, nebo
nalézaji-li se na obou koncich soulinu ridzné vektory; je-li
vektor r uprostfed vyrazu, nejsou souliny ty associativni a
tfeba ndlezité dbdti zdvorek.
Také platnost rovnice (1562) lze rozsifiti na mnohocleny
dyadické, t. j.
(Q@.%).=0.(r.9), (156")

misto ¢ehoz piseme kratteji @ . ¥ . Q.

Skaldrni soutin tif (mebo i vice) dyadickjch mnohotleni
jest associativni; kterékoli dva ¢initelé lze uzdvorkovati aneb
zdvorky vynechati, aniz cely soutin méni svou hodnotu.

Téz zékonem distributivnim Fidi se skaldrni souliny dya-
dickych mnohotlenii; tudiZ '

. (F+U)=0."+ &. 9,
P+ P). ¢=0.F+ &,
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a

@+ P40 ) T+ +T+. )= O+ . T
Y 70 SR B N RN, T R

Skaldrnf soutin dvou stejnych dyadickych mnohotleni slove
dvojmoci dyadického mnohoélenu; i piSeme

D. D= 0%
podobné jest frojmoc mnohotlenu:
®.0.0=003
a obecné n-td mocnina mnohotlenu:
. 0.D...= 0"
Idemfaktor. Jak bylo jiz difve né&kolikrdte vytteno, jest

zvld§ts didleZity mnohodllen dyadicky, ktery jsme nazvali jednot-
kovgm mnohoéllenem tili idemfaktorem; tvar jeho jest jak znémo,

_ I=ii+ jj + kk,
znalf-li i, j, k t¥i jednotkové vektory, majici béhy os pravo-
Ghlé soustavy soufadnicové.

Dle vzorci (82) mé tento mnohollen vlastnost, Ze, ndsobi-

me-li jim skaldrné (jako praefaktorem'nebo jako postfaktorem)
kterykoli vektor r, obdrzime tyz vektor, ze tedy

I.r=r.I=r.
Vlastnost tuto miZeme rozsifiti na skaldrnf soutiny idem-
faktoru s kterymkoli mnohotlenem dyadickym; plati tudiz

O . I=0 a 1.0=0.

Nasobime-li totiz soulin @ . I skaldrné libovolnym vek-
torem r, obdrZzime dle (155°)

@.0). r=0.(.1);
ale dle (82%) jest I. r=r, tudiz
(2.I).t=9.r.

Vzhledem k vyse uvedené definici o rovnosti dvou dya-
dickych mnohotlenti (158) vychdzi odtud

?.1=0, (162°)
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podobné se dokdze, Ze téz
1.0=20. : (162%)
M4 tedy idemfaktor ve vektorové analysi tyZ vyznam jako
jednotka v obyéejné algebfe; odtud i jméno jeho jednotkovy
mnohotlen. '

Idemfaktor lze vyjddfiti je§té jinymi vektory nezli jsou
i, j a k; za tou pfitinou vyjdéme od rovnice (19), v niz
misto d piSme r, ¢mz obdrzime '

(abe) r = (ber) a 4 (ear) b + (abr) ¢, (@)
kde znadi na pf. (ber) skaldrni souéin tif vektord, totiz soulin
[b X< ¢] . r nebo néktery z podobnych soutind tomuto rovnych
(dle (14)). Klademe-li v soutinech na pravé strané této rovnice

vektory a, b, ¢ na prvni mista (coz jest moZné, jezto (ber)
atd. jsou skaldry), nabudeme

(abe)r=a([bXXe].r)+b([eXa].r)+ ¢([aXDb].r)
¢ili vzhledem k rovnici (20?)
(abe)r=abXe].r+bleXa].r+c[aXDb].r
Zavedme nyni nové tfi vektory, dané vzorci

_bXe ,_exXa ., _axXh .
— (abe) b= (abey © ‘= (abe)’ (163%)

pak piejde posledni rovnice ve
r=aa'.r4+bb—!.r4+cc'.r=(aa' 4+ bb '+ ce?).r.

JelikoZ r —= I . r, obdriime srovndnim pro idemfaktor I
hodnotu

a—l

I—=aa"'-4 bb!'+4 cc'. (1642)

Vypottem zcela podobnym tomuto (nechdme-li v rov-
nici (¢) vektory a, b, ¢ na druhych mistech), nalezneme téz

I=a'a4b'b+4ecte. (164)
’ (Pokratovini.)



		webmaster@dml.cz
	2012-05-15T10:19:15+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




