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pti emz
Ay — A3 = (4, — 4) — (4; — 4,
tedy
S A—A_1—13_0 (mod b).
Lze tedy nalézti celé tislo »” takové, Ze

n((y-—-x)<1

a jezto
n@) =1,
bude, klademe-li
% — ¢4,
n (p — 2 < 1.

Z platnosti Euklidova algorithmu plyne véta:

KaZdé celé éislo z télesa pdtych kofend 2z jednotky lze ’
rozloZiti ,podstatné* jedinym szpisobem v souéin prvocinitelst.
Slovo podstatné znali, Ze nepokldddme za rizné rozklady, pii
nichZ prvotinitelé jsou zaménéni prvoliniteli associovanymi:

(Dokonceni.)

Algebraickd analyse dvojstredového ctyruhelniku.
Napsal Ant. Jefabek.

Uloha 1. Sestrojiti dvojstiedovy étyFihelnik, jsou-li ddny
opsand kruinice K a bod P, jims probihaji dhlopricky.

Rosgbor. Budiz O stfed opsané kruZnice K, jejiz polomér
=7, a OP=1, (obr, 1.)

Protoze dvojsttedovy &tyfdhelnik teprv tiemi podminkami
dostate¢né jest uren, jest nade tloha neurtitd; i lze otekdvati
nekoneéné mnoho takovych &tyfiahelnikd, mezi nimiz se vyskytnou
i deltoid s pravymi tihly i rovnoramenny lichobéénik.

Snadno nahlédneme, Ze v obou t&ch piipadech stFed O'
vepsané kruinice K’ lezf na OP. Jest otdzkou, zdali bude tak
ve viech piipadech. —

Oznatme pismenem P zatim prisetik jedné tblopFitky
ku p¥. dhloptieky BD s ptimkou 00’ a kladme 00' = d a polo-
mér kruénice K' =— p. Vrchol 4 hledaného &¢tyfdhelniku bude na
piimce AOQ', jez jsouc prodlouZena, rozpoluje oblouk BD v bodé
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Ej; podobné vrchol C na piimce CO’, rozpolujici oblouk protéjsi
useée v bodé F. Potom bude EF primérem na tétivé BD
kolmym. '

Je-li << BAD = o, bude <t BCD =2R — «, a potom

< B-AE=<xDAE=_'2‘_,
< BOF =< DOF=R——;

mimo to budou stfedové uhly _
<X BOE =« a < BOF=2R — a.

Maji-li strany &étytahelnfku A BCD dotfkati se kruZnice X',
musi vzddlenost O od stran rovnati se poloméru o; tedy

0'A sin -;— =o, (1)
0'C cos % = : (2)
Dle (1) a (2) jest O'A sin —;— = 0°C cos —g-; a protoZe

0'4:0'C= O0F: O'E, jest t6% O'F sin -—;—- = O'E cos -—;—— a
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(ptihlédneme-li k Atim O'OF a O‘OE)

sin - = \d® & #% + 2dr cos POQ
= cos —g— Va2 + 2 —2dr cos POQ.

Povdiime-li, Ze v Au BOQ pravoihlém O@Q = r cos , jest

cos POQ = _r_c_;)ﬂz_; a tedy
sin? ; ( + 2 )
= cos? - (d2 + r? — cos a)
¢ili
2
2dlr cos az(cos2 + sin? :z )
=@+ r? (cos”—~ — sin? : ),
odkud
2 :
2dr” cos e tco» € =@ +rYcos a,
z tehoz konetnou podminkou dvojstiedového Ctyruhelniku
2dr?

= a2 4 3)

l

Jelikoz v této rovnici OP — 1 zdvisi toliko na d a r, jest
z této rovnice patrno, Ze i druhd dhloptitka AC prochézi bodem P.
Nebot kdybychom piedchdzejici vyvody opakovali za ptedpo-
kladu, Ze P jest prisetikem AC's 00’ dostali bychom pro OF =1
tutéz rovnici (obr. 2.).

Ze (3) vyplyvd

rt— g \lrt— 12
d= >/ ),

protoze OO’ musi byti menif ne% r. —

Zbyvd jesté ustanoviti o.
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Dle (1) jest
0J.OL . « _
O’EI 2 - 9,

¢ili

(r — d) (r + d) sin —;‘—

2
\/d'2 + r? — 2dr oS a

=09

l
a dle (3)

. o
(r?2 — d?) sin 5 e g

V@ d—cosa) V@ F

Z dosavadnfho rozboru vysvits, ze ABCD je dtyrihelnikem

z teCnych, vyhovéno-li podminkdm (3) a (4), jimiZ urtena jest
kruznice vepsand i co do pelohy i co do velikosti.

4)

A K
G
A A
Kl
0’ 0 -
B g / ’
C —]
E
Obr. 3.

Mimo to vyplyvé, Ze vSecky*) hledané &tyiihelniky dvoj-
stfedové maji spolecnou kruZnici vepsanou K’', a Ze spoleénij
stred O’ nachdz{ se na spojnici OP.

Sestrojeni (obr. 3.). Budiz K dani kruZnice o poloméru
ra OP=1. _

Utitime OE | OP a PA ] OP, spojme E s 4, i jest

a) priseéik O stiedem, a je-li O'F | AB,

*) tedy i zminény deltoid s pravymi uhly i rovnoramenny lichobéznik,
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b) O'F polomérem o kruinice K', vepsané viem dvojstre-
dovym &tyFdhelnikim, jez vepsdny jsou K.

¢) Nyni jest toliko vésti bodem P (obr. 1.) tétivu libo-
volnou BD, postaviti kolmy primér EF i spojiti body E, F
se sttedem O’ a spojnice prodlouziti do 4 a C; i jest ABCD
¢tyfihelnik zddany.

Diéikaz. a) (obr. 3.)
OP_ _OA_OA.0E_0B.0OD.

00T O0ET gf &g
z toho
l—d_ r*—as . _2dr
d _d“+r’_ —dr 4 2’

odkud jednoznatné uréeno jest
r?—r Vot_ﬁ

!
(protoZe d musi byti mensi nez ), souhlasfc s podminkou (3.
b) (obr. 3.)
72 — d2

’ ’ —_— » ’ ’ —_— .
0'A.O'E= 0'B.0’'D, tedy o.A_-———Vm,

protoze O’A jest hlopfitkou itverce O'FAG, jest
r? — d?

V& T+

00 =

OF.\2=
a konetné dle (4.)

2 2
, r¢t—d

V@t
¢) (obr, 1) V pravoihlém ,\ BOQ jest OQ = r cos e
a protoze dle a)

0.

2dr?
0P= d——g—_‘—:;‘—g—,
jest
@4 rHcosc
cos POQ = 2dr )
anebo

2dr cos POQ = (d® + r*®) cos .



200

V A OOE jest pak
O'E = \(d* + r%) — (d* + 7?) cos &« = \/(d® + %) (1 — cos )

= sin T;— 2(d?® + r2).
Odtud ‘ ) )
04— 0T.0L
_sin—2-\/2 @+ 9
a protoZe dle d)
2 __ J2
"‘lg‘;dg =0, jest 0'A = e o

anebo 0’4 sin —;— — o, coZ znamend, Ze vzddlenost stran AB

a AD od O’ rovnd se poloméru g, protoZe dle sestrojenf

<):EAB=%=<):EAD.

Podobné obricenim rozboru se dokdze, Ze
o

0'C cos T =0

tili Ze i spojnice BC a CD jsou tecnymi kruinice K'.

Diisledek I.

Kruinice K a K’ maji pro priseéik whlopridek P dvoj-
stiredovyjch Ctytihelniki spolecnou poldru. :

Diikaz. Body P, O’, O le#f na jedné pfimce. Budiz p
vzdélenost pdlu P (obr. 3.) od jeho poldry vzhledem ke kruinici
K, a p’ vzddlenost téhoZz od poldry vzhledem ku K'. 1 jest

PA* 12

p=-f =

PO l

., _PA" _0A" —P0"_o*— (I—d)®

P="por =" pP0r — i—ad

' _rt42dl —dt—2r
—T 20 —a ’
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protoze
_ 20% = r? — 2dl .+ d%f).
Snadno 1ze dokazati, Ze p = p’.
Dle (3.) jest totiz
' a __d* -4 r*?
T= g
Odedtenim ¢lend p¥ednich od zadnich
l—d__r*—ad*,
I = 2
zéménou vnéjsich ¢lentd
r2 r2 — g2
1T 20 —a)
odettenim ! na obou stranich

r?— 1% r?4 2dl —d? — 20 .. .
= TU—a) , Gl p=p"

Pozndmka. Protoze (dle zndmé véty) ve &tyithelniku
kruZnicf vepsaném prisetik vnitinich uhloptitek jest pélem vnéjsi
uhlopiitky, miZeme té%z Fici:
praseéiku vnitinich dhlopFicek ¢ vzhledem ke kruZnici opsané
1 vepsané.

Diisledek Il

Uhlopricky étyrihelniku dvojstiedového a spojnice pro-
téj3ich dotyényjch bodsi protinaji se v téms bodé jediném P.

Diikaz. Prodlouzime-li (obr. 4.) dle poslednf pozndmky ob8
dvojice prot&jsich stran dvojstiedového &tyrahelniku, uréf ndm
prisetiky t&ch dvojic vnéjsi ahlopfitku L a tim zdroveii poldru
bodu P (jakozto priseciku vnitfnich dhlopfitek) vzhledem ku K.
Ale tdz vnéjsi uhlopiitka L jest téz poldrou bodu P vzhledem
ke K, t. j. { Z%} jakozto tétivy tecnyjch { j;” Z(é' }, ve-
denych z bod& poldry, protinaji se taktéz v bods P.

+) PA®= BP, PD (obr. 3.); ponévadz pak 0’4 =y¢ V2, jest
9% —(l—d)2=(r—I)(r +1), anebo 2% + 2dl — d? = r2,
14
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Jsou tedy prisecik whlopricek a prisedik spojnic protéjsich

dotyéniyjch bodi ve .dvojstfedovém étykihelniku bodem totoZngm.

Uloha IL. Sestrojiti dvojstredovyj étyFihelnik, jsou-li ddny
vepsand kruinice K' a prisecik 1hlopFiéek P (obr. 4.).

B

Ve
.-76 '
./}' fof,
c ol A
v’
D
Obr. 4.

Rozbor. Bod P jest, jak dok4zino, priseéfkem spojnic
prot&jSich dotyénych bodd. Sttedovy thel HO'G = 2R — o,
protoze O'G | AB a O'H | AD; podobné sttedovy <t NO'M
= 2R — y. — Protoze o« + y = 2R, jest

< HO'G + <t NO'M = 4R — (@ + 7) = 2R.
Potom arc GH ~ arc MN rovnd se polokruZnici; a proto souéet
obvodovyjch Ghld nad oblouky GH a MN rovnd se whlu pra-
vému ; tudiz < HPG, maje vrchol uvnitf K* a rovnaje se tedy
jejich souétu, jest taktéz pravy. — MiZeme ¥ici: Spojnice pro-
téjdich bodd dotyingch ve dvojstredovém (tyiuhelniku stoji na
sobé kolmo.

Sestrojent.

a) (obr. 4.) Bodem P vedme v kruhu K* kterékoliv dvé
tétivy na sobé kolmé. V koncovych bodech sestrojme teéné ku
K' az k prisetikim 4, B, C, D; ijest ABCD &tyiihelnik Zidany.

b) Kdybychom méli sestrojiti pouze krunici K, vyloutili
bychom ze (3.) a (4.) polomér #; tfm bychom dospsli ku (5.),
pisice misto /... (! 4- d) a dle toho bychom sestrojili 00’ (= d).

d 0? '

N 0% — ree ' ®.)
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Vztytime (obr. 5b.) PH | PO’ az k prisetiku s kruZnici
K’, vedeme HM|| PO’ a O'M|| PH, spojime M s L; s bodu
P spustime PN | ML i vedeme QO||ML; O pak jest hle-
danym stfedem kruZnice K. Polomér » ziskdme jako pieponu
pravoithlého trojihelniku, jehoz odvésné jsou ML a OP.
Diikaz. a) Jest dokdzati, Ze <t BAD + << DCB=2R
(obr. 4.).
Oznatme <t BAD = «, <t DCB = y. Pak jest
<< HNG =1 < HO'G =} (2R - a);
<NGM=31<< NO'M=1 2R —y);

tudiz < HNG 4 < NGM = 2R — 1 (« + 7).

Aviak v pravoihlém A NPG jest << HNG 4 << NGM
= R, tudiz dle poslednifho vztahu B = 2R — % (« 4 ), odkud
konetné o« + y = 2R.

H

N
Q K!

P 0" 0

Obr. 5.

b) PH' = o* — U'%; tedy O'M’ = o* — I’* (obr, 5.).
V pravodhlém A PQO jest 0'0: 0'P=0Q": PQ Pro-
toze A\ PQO o0 A\ MO'L, jest téz
0Q: PQ= O0'L: O0O'M.

Odtud
00:0P=0L": OM &li 0'0: 1V = ¢%: (o* — I'").
Dle (5.) 0'0 = d.

Mimo to

ML — O'M' + O'L'= 0% — I'2 N 20t — lra;

OP*= (I' 4 d)~

Tudfz
ML® + OP? = 2% + 2U'd + d® = 20® + 2dl — d* = r*®
(srov. 1).

14+
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