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Pfiloha k Gasopisu pro péstovani mathematiky a fysiky.

O posledni vété Fermatové pro n= 5.
Napsal Dr. K. Rychlik.

1.
V nésledujicim poddme §(11"1k=atz posledni véty Fermatovy
pro » = 5 na zdkladé theorie télesa pdtych kofenid z jednotky.
Abychom toto t&leso mohli definovati, uvaZujme rovnici
2z —1=0. 1)
Rovnice tato rozpadd se v oboru ¢&fsel raciondlnych, nebof
2 —1l=(@—1)@* 4222242+ 1)
Koieny od 1 riizné rovnice (1) vyhovuji tedy této rovnici:
242242424+ 1=0. (2)
Regenf rovnice (2) providi se postupnjm Fefenim dvou

rovnic kvadratickych.

Polozime-li .
1

obdrzime pro y kvadratickou rovnici
y*+y—1=0. 4

O kotenech rovnice (2) lze dokdzati:

Oznatfme-li ¢ jeden z kotenl rovnice (2), budou ostatnf
gﬁ’ gs’ 4‘4.

Kofeny rovnice té nejsou ani raciondlné, ani nevyhovujf
rovnici stupné druhého neb tietiho s raciondlnymi koefficienty:
rovnice (2) jest irreducibilni.

*) Clinek tento jest pokradovanim &lanku: »O posledni véts Fermatove
pro n=4a pro n =3< minulého &isla >Pfilohy« a predpoklidd znalost
§ 1., tastetné i § 2. a 4.
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Absolutnf hodnota (modul) kofend rovnice (2) jest rovna 1.
Kofeny ¢ a &* resp. £% a &3 jsou ¢isla komplexni sdruZend.
Z rovnic (1) a (2) plynou ihned vztahy:
£=1, ®)
1+864+84+8+4+8=0 (6)
a rovnéz

B —1l=@—-—D@E—-9@—15 (w—éa)(ﬂv— £ (D
42t 2tz + 1=@—§)@—E)(@—-8) =—E). 8)
Cfsla tvaru
a=a 4 bf + c&® + d&3, 9)
kdeZz a, b, ¢, d jsou Ctisla raciondlnd, tvorf téleso R (), zvané
télesem pdtych kofend z jednotky.

Ze soutet a rozdil dvou &sel tvaru (9) jest téhoz tvaru,
jest pimo patrno; o soutinu to plyne z té okolnosti, Ze kady
polynom v § s raciondlnymi koefficienty lze na zdkladé vztahu (6)
pievésti na polynom stupné tfetiho.

Abychom to dokézali i o podflu, vysvétlime nejprve pojem
¢fsel sdruzenych a pojem normy.

Klademe-li v ¢fsle
@ =a+ bt + ct® + dg3
misto ¢ ostatni kofeny rovnice (2), totiz £2, ¢3, &4, obdrzime

¢isla

o = a4 b5 + cf* + d,

" =a -+ b8 4+ ¢ + d&i,

d’'=a + bg-t + c;a + d§2’
kterd jsou s ¢fslem « sdruZend (konjugovans). Soutin téchto
&yt sdruZenych spolu &fsel bude jisté &fslo racionslné a to na-
z§vé se normou &fsla e«

n(“) — aala"alll
Ponévadz § a §* resp. &% a §® jsou ¢fisla komplexni sdru-
Zend, budou i @ a &” resp. «’ a «” tisla komplexni sdruZend.
Nésobme spolu nejprve ee’”. Dostaneme
—a"+b"+0”+d’+(§+§“)(ab+bc+cd)
+ €* + £ (ac + bd + da).
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Uzijme relace
1=— ¢+ — ¢+ 89,
plynouci z (6).
Pak bude
" = — (4 &) (a? 4+ 02+ ¢+ d* — ab — be — cd)
— (€ 469 (a® + b* + ¢* + d@* — ac — bd — da)

= — 48— E+q
oznatime-li vyrazy v zavorkdch resp. p a gq.
Pro vyrazy ty lze psdti

=@+ @®—0)"+ (c—ad)°+a®+ a*
=@—c)*+0—a*+@d—a)?+ b4 %

neboli

tedy
20+ q)=5(@*+b*+c*+d*) — (a+ b+ c+ d)2 (10)
Podobné nalezneme pro soudin

' ==+ —E+ g
a konetné
n () = 3pq — p* — ¢* = 5pqg — (p + ¢)*
/ 2 2 ’
_(p+a) _ (p—q)_
=(24) A an
ae!”’ a ¢’e” jako soutiny komplexné sdruzenych &isel jsou

Usla kladnéd. Bude tedy i »(e) racionalné, kladné &fslo.

Z posledniho vyrazu v (11) pro » («) plyne

p +qY’
n@= (25
a jezto dle (10)
2(p + 9) =5+ b* 4 ¢* 4 dY),

bude |
' n(e) = 3—2 (@ + "+ et +dyt  (12)
O normé plati vzorce snadno dokdzatelné
n(af) =mn(®) n(B) (13)
2)\=2.
”( ﬂ)_' n(g) a9

13*
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Abychom podil dvou ¢ifisel z télesa R () uvedli na tvar
(9), ndsobme ve zlomku
B

o
titatele i Jmenovatele tisly sdruzenym1 S @, totiz o', o, &
Tak dostaneme

ﬁ ﬂ ll’ II 4

e n(a)

a toto ¢islo lze snadno pfevésti na tvar (9), uvdzime-li Ze n(a)
jest &fslo raciondlni.

Cislo z télesa R (£), psané ve tvaru (9), miZe byti rovno
nulle jen kdyZ e =b=—=c¢=4d = 0. To plyne z irreducibility
rovnice (2). ‘

Jsou-li pi ¢&isle

ea=a -+ b§ 4 &% 4 dt3
a, b, ¢, d raciondlnd (fsla celistvd, nazyvd se o celym &islem
télesa R(§). Tato celd (isla reprodukuji se stitdnim, od&itdnfm
a nisobenim.

Na zdkladé. vztahu (6) lze pséti ¢isla z télesa R ({) téz
ve tvaru
= Af{ 4+ B§* 4 C¢* + Dr*, (15)
kdez 4, B, C, D jsou ¢&isla raciondlnd. Cfslo psané v tomto
tvarn miZe byti = 0, jen kdyz A = B = C = D = 0 a bude
celé, budou-li 4, B, C, D raciondlnd &fsla celd.
Koteny rovnice kvadratické (4) budou

e+ =t+e

R L e

Cisla tvaru A 4 B (¢ 4 ¢*) tvoii téleso kvadratické, které
oznatime R (§ 4+ £*). Ponévadz tislo ¢ 4 &* jakoito soudet dvou
komplexnich &fsel sdruZenych jest tislo realné budou viechna
Usla tdlesa R (¢ + “) reiln4.

Naopak lze tvrditi:

Kazdé realné tislo z télesa R () ndlezf t8lesu E (¢4 ¢*)
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Pifme « = A¢ 4 Bt® + Cg3 4 Dt Je-li o slo reélné,
bude rovno &islu komplexné sdruzenému '

@ = Ag* 4 BL® 4 C¢® + D,
+A=D, B=C,

z ¢ehoZ plyne

tak Ze . _
e=A¢+¢)+ B+ =—B+(4—-DB) ¢+,

z tehoZ jest patrno, coZ bylo tvrzeno.
¢ jest kofenem rovnice kvadratické

24— =C+ 8
neboli
2 — (¢ +EYz+1=0,

jejiz koefficienty jsou ¢isla z tdlesa R (§ -+ &%).

Téleso R (§) jest relativné kvadratické vzhledem k télesu
R(E + t%).

Zavedme pojem délitelnosti pro celd &fsla z télesa R ().
To provedeme jako pii &islech raciondlnych.

Celé &fslo « jest délitelno celym &slem &, je-li —‘;— opét

tislo celé. .

Je-li &slo « celé, jsou i &fsla s nim sdruZend celd. Z toho
plyne, Ze norma n (&) jest ¢fslem e« délitelnd.

Ze vzorce (13) plyne ihned:

Je-li celé tislo « délitelno celym Eislem §, jest n () déli-
telno » ().

Jednotkami budeme nazyvati ¢fsla celd &, kterd jsou déli-
teli ¢sla 1. Budou tedy jednotky obsaZeny ve viech tfslech
celych. PonévadZ jednotka & jest obsaZena v 1, bude # (¢) ob-
sazeno v # (1) = 1, z tehoz plyne, uvdiime-li, Ze norma jest
celym fslem kladnym, Ze n (¢) = 1. :

Ale i opak plati: je-li pro celé &islo ¢ »(¢) = 1, jest-s
Jjednotkou. Prevratnd hodnota jednotky jest opét jednotkou. Je-li

tslo ¢ i jeho pievratni hodnota —;— tislem celym, jest ¢islo to

jednotkou. :
Jest pfimo patrno, %e v télese naSem jsou predeviim
jednotkami + 1, 4+ ¢ k=1, 2, 3, 4. Oproti t&lesim difve
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uvazovanym shleddme vi8ak ten rozdil, Ze v nich .byl- potet
jednotek konetny, kdezto, jak pOZdé_)l uvxdime, v télese pébych
kotentl z jednotky jest jednotek nekone?nd mnoho.

Cisla, jichz podil jest jednotkou, nazjvaji se associovanymi.
Ponévadz jest nekoneén& mnoho jednotek, bude také nekonetné
mnoho spolu associovanych tisel.

Celé &islo = z télesa. pdtych kofent z jednotky nazyvd se
prvocislem, mé-li pouze délitele 1, na éisla s témito ¢isly asso-
ciovand.

Také v télese pétych kofeni z Jednotky plati véta o0 jedno-
znatné rozlozitelnosti v prvotinitele. Diikaz provedeme opét po-
moci Euklidova algorithmu. DokéZeme si nejprve vétu:

Jsou-li «, B dvé libovolnd (Cisla z télesa pdtyjch kovend
2z jednotky, lze nalézti v télese tom celé Cislo x té vlastnosti, Ze

n (e — px) < n (B). (16)
Aby tomu tak bylo, bude musiti byti '
n (& — (%) '
n(B)

neboli . (N
n = x) <1
7 .

<1,

Proto dokdzeme:
Je-li u libovolné éislo 2 té’lesa patych kofentit 2 jednotky,
lze naleztz v télese tom celé &islo x» té vlastnostz Ze

n(pu—=x <<l amn
- Zndzornéme ¢fsla t8lesa R (§) ve tvaru -
e =a, + a;§ + a,f* + ¢,§* + a,£4, (18)

kdez . a,, a,, a,, a5, a, jsou tsla' racionalnd. Zndzornénf toto
oviem neni jednoznatné. Vzhledem k relaci (6) lze k &islim a
piitisti ke vSem totéZ éislo raclonﬁlne _ Zvolme si tedy tisla a

tak, aby _ .

a +a + a + as— + a’4 =0. (19)
Nenf-li tomu jiz tak pfi éisle e, docﬂime toho tim, Ze. pfitteme
ke viem &islim a vyraz

__ G “+a, + ai’-"'»',—.as‘-‘*‘- a,.

5
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Ptejme se, jaké musf byti tislo a, aby lislo @ ve tvaru (18)
bylo tislem celym' télesa R(¢). Pisme

o= (a, — a;) + (@ — a)§ + (a-- — a4) C’ + (ag — a,) &>
I vidime, Ze musi byti

Gy — Gy, @y — A4, Qg — Gy B3 — 04
¢isla celd. _

Utvofime-li soutet téchto tisel, shleddéme vzhledem k relaci

(19), ze musi byti ba, celé &islo 4,. Pak budou nutné také
ba, = 4,, ba, = 4,, da, = 4,, ba, = 4, Usla celd a déle
bude nutno, aby

Ay =A = A, = A4, = A, (mod b).
Jest tedy dfslo

Aot Ab ot A+ 4+ A @0)

kdez
A+A + 4, + 4, +A4—0 (21)
¢islem celym, plati-li . '
Ay=A4, = A, = A, = A, (mod b).
Polozme

p= my + mlé + mz»i)2 + maga + 7.77’4?" (22)

kdez m jsou raciondlnd &fsla. Kladmé..

mi=Ar+ 7, k=0, 1, 2, 3, 4, (23)
kdez A, jsou celd lisla a 7, pravé zlomky kladné, pro ndz tedy
, 0=n<l (24)
Ponévadz jest
my + my + my + my 4+ m, =0 - (29)
a 4, jsou celd &isla, bude . ‘
s=r0+r1+r2+r3+r4 - (26)

celé &fslo a vzhledem k nerovnostem (24) rovno bud O, neb
1, 2, 3, 4. Piredpoklidejme nejprve, Ze

s=0.
I musi byti vzhledem k (24)

Tro==1r =rg=ry=1r, =0.
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Bude tedy
A, + A, + -A~z§g 4 438 + A8
5 ’

‘u.—_

p= Ao —_ A4 + (Ax —AJC + (Az —A4)§2+ (As — A4)§"
= 3 - .

Kladme

Ao '—A4 —_ Ax — A.;__ - A4 T
=g —t=a+tae F=b+b P =0+t

kde? a, b, ;, d jsou celd Usla a a, b, ¢, d zlomky o absolutnf
hodnoté = —- 2 , tedy rovné 0, + ; , + 5 . Bude tudiz
2
lal o) 1e) 1d]= - @1)
Polozme L _ B
*=a -+ b5 + c&* 4 dg3.
n(p — %) =n(a + bf + c£* + di°)
a dle vzorce (12)
n(p— ) S 22 (@0 4 00 ot 4 a0
tedy na zdkladé (27)

25 2 3 2 2 2 3 2 2\2 16
e—0=5((5) +F) +E) +E) )25
a tedy skutetnd

I bude

nle —x) <l
Obratme se nynf k piipadu

s=1,2 3, 4

Ponévadz
my 4+ my + my + my + m =0,
bude ,
A+ 4, + 4, + 4, + 4, +5=0 (28)

a tedy

(4, —A4)+(A1 —A)+ Ay —A)+ (4 — 4)+s=
(mod 5). (29)
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Ozna¢me
A’D’ ;'l’ 1'2‘ Z’J

tisla o nejmensi absolutni hodnoté, s nimiZ jsou resp.
Ao - Au Al —-A4, Az - A,;, Aa "‘A4
kongruentni dle modulu 5. I bude
|4 | = 2, k=0,1,2,3. (30)
Tu mohou nastati dva ptipady: Bud jest jedno z &isel 4 =0,
neb jsou dvé z nich sobé rovmna. (Kdyby byla vesmés riiznd,
musilo by byti
Aoy Ay Ay g = — 1, 1, — 2, 2;
pak by bylo
A + 24+ A+ A =0,

tedy na zdkladé (29)

s=0 (mod 5),
coz jest proti predpokladu.)

Piedpoklddejme tedy nejprve, Ze jest jedno z tfsel
Aoy Ay Ay, 4y = 0O,

na pr.
A =0.
Kladme
My — my _ — m —my My —m, —
—1——5~——3::a+a, 15 t=b40, —2——5——'5.-:..c+c,
m;—m, _ —
5 =d +d,

kdez a, b, ¢, d jsou celd ¥sla a a, b, ¢, d zlomky absolatni
hodnotou é%ﬂ

Polozime-li
x=a + bf + cf* + d¢?,

bude
p—x=a -+ b+ c&* + dg3,
pii demz )
1 1 1
< < <
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Aviak .
Z+c=m’;m"—_—A 4+

a pondvadz na zdkladd 2, = O jest % celé ifslo, a na

zdkladé nerovnostf, plynoucich z (24)
0=r<l 0=r<],

plati

o — 74 i

5 |3

bude

c= 4, — 4,

b
c= Dl
1

a tedy el << <=5 (32)

Bude tudiz
n(p — %) =mn( -+ bf + c&* + d&’
a dle vzorce (12)

n (u -x)__16 (@® + b2 4 ¢% + d%)?
a na zdklad® nerovnosti (31) a (32)
: 250,12 1.2, ,1,% 79
nk-A=Tg (( )+ (z)+ (5) +(3) ) é(80)
a tedy skutetné

np—x <l :
Piipad, kdy dvé z &isel Ay, 4,, 4., 2, jsou si rovna, na pf.
Ay = A,
pfevedeme na predesly tim, Ze ndsobime p jistou mocnosti ¢,
~zde pfimo &.
Bude totiz
pt = my + m -+ m1§2 + my§® 4 mylt -
”g_( 4 —m3)+(mo—m3)§+(m1 — ma)§’+(m2—mal_§_3
S 5

L omg —my Au"r"z—Aa—A"s
- b - b ’
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pti temz
Ay — A3 = (4, — 4) — (4; — 4,
tedy
S A—A_1—13_0 (mod b).
Lze tedy nalézti celé tislo »" takové, Ze

n((y-—-x)<1

a jezto
n@) =1,
bude, klademe-li
% — «%'¢4,
n (p — 2 < 1.

Z platnosti Euklidova algorithmu plyne véta:

KaZdé celé éislo z télesa pdtych kofend 2z jednotky lze ’
rozloZiti ,podstatné® jedinym szpisobem v souéin prvocinitelst.
Slovo podstatné znali, Ze nepokldddme za rizné rozklady, pii
nichZ prvotinitelé jsou zaménéni prvoliniteli associovanymi:

(Dokondeni.)

Algebraickd analyse dvojstredového ctyruhelniku.
Napsal Ant. Jefabek.

Uloha 1. Sestrojiti dvojstiedovy étyFihelnik, jsou-li ddny
opsand kruinice K a bod P, jims probihaji dhlopricky.

Rosgbor. Budiz O stfed opsané kruZnice K, jejiz polomér
=7, a OP=1. (obr, 1.)

Protoze dvojsttedovy Cttyfdhelnik teprv tfemi podminkami
dostate¢né jest uren, jest nade tloha neurtitd; i lze otekdvati
nekone¢né mnoho takovych ¢tyfiahelnikd, mezi nimiZ se vyskytnou
i deltoid s pravymi tihly i rovnoramenny lichobéénik.

Snadno nahlédneme, Ze v obou t&ch piipadech stFed O'
vepsané kruinice K’ lezf na OP. Jest otdzkou, zdali bude tak
ve viech piipadech. —

Oznatme pismenem P zatim prisetik jedné tblopFitky
ku p¥. dhloptieky BD s ptimkou 00’ a kladme 00' = d a polo-
mér kruénice K' — p. Vrchol 4 hledaného ¢tyfihelniku bude na
piimce AOQ', jez jsouc prodlouZena, rozpoluje oblouk BD v bodé
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