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Rovnice tato ukazuje, Ze jest velmi piiblizng R = ».
Mdme tedy vétu: Pohybuje-li se téleso nebeské geocentricky v nej-
vétsim kruhu, jest jeho vaddlenost od Slunce velmi piiblitné rovna
veddlenosti Zemé od Slunce. A naopak: .Je-lv vaddlenost télesa
od Slunce rovna vzddlenosti Zemé od Slunce, pohybuje se téleso
geocentricky v nejvétsim kruhu.

Véta tato jest doplikem véty Lambertovy. Na poméry ty
upozornil hlavné E. Weiss ve Vidni v pojedndni: ,Uber die
Bestimmung der Bahn eines Himmelskirpers aus drei Beo-
bachtungen“.

Je-li » >R, poznd se okamzité ihned pomoci trojuhelntku
rovinného mezi sluncem (8), Zemf (Z) a Télesem (P). Je-li
ithel ¥ mezi smérem k Télesu a prodlouzenym smérem k SZ
u Zemé 7 mensim nez 90° jest patrné » > R; thel g jest urten
rovnici :

cos g = —cos f cos (A — @),

kdeZ B jest geocentrickd Sfika, A geocentrickd délka télesa a @ jest
délkou Slunce. Je-li cos (A — @) zdpornym, tedy 4 -— & > 90°,
musi » > R.

0 metrickych relacich transversal.
Napsal
Miloslav PeliSek,
professor v Praze.

" (Dokongent.)
Vedeme-li pifcku, jez uzavird s pfeponou pravouhlého troj-
Ghelnika tdhel 45° a protind odvésny a vysku v bodech z, ¥, 2,
platf pro jeji libovolny bod o
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(60) o0z = ox (cos p — sin ) cos u + oy (cos w + sin w) sin g,
a ddme-li hodu o splynouti s bodem z

2 1+t to u

(61) 1—-t2u & -

Polozime-li dhel w =45, obdriime rovnoramenny pravo-
whly trojihelnik. Protneme-li tento libovolnou piitkou, jeZ svird
s pteponou thel @ a protind ramena a vysku v bodech x, y, z,
obdrzime pro libovolny bod o této pricky

(62) 03:2}”(1 tgw)—}- Y1 4 tg o).

Splyne-li na této pifcce o se z, jest pak

vz _ 14-tgw
yz 1 —tgae’

(63)

Vedeme-li zvldsté ptftku pod tihlem 30°, obdrzime

1 —\ 14 V3
64) — Foy LT |
( 07 =o0x. - 5
a
(63) @ _ 1413
¥z 1—13

%

Mé&jme nynf koneéné na zieteli kollinedrnou kuZelosecku
k dané kruznici, urtenou tecnami fa, f& s body dotyku a, b a
bodem ¢ (obr. 7.). Pro tuto kuZelosetku jsme odvodili relace
127) a (30). Jest patrno, kdybychom posinovali libovolné zvo-
lenou ubéznou ptimku F tak. aby zistala stdle rovnobéznou ku
ab, ze obdrizime libovolnou kuZelosed ku jakozto kollinedrny obraz
dané KkruZnice.

Taktéz jest patrno, ze obdrzfme na téchto kuZclosetkdch
libovolné body, déme-li bodu ¢ na kruznici viechny mozné po-
lohy ; pfece by vSak bylo predtasné tvrditi, ze zminéné relace
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(27) neb (30) plati obecnd, ponévadZ md bod f vaci oné kol-
linedrni kuZelosetce zvldstn{ polohu. Zvldstnost této polohy spo-
¢ivd v té okolnosti, ze, vedeme-li z bodu f kolmici fd na po-
laru ab bodu f, protind tato kolmice kuZzelosetku v takovém
bodé ¢, Ze nazirime tetivu ab z tohoto bodu ¢ pod pravym
tihlem.

Vlastnost tato dostaéi, abychom vyhledali geometrické
misto bodu f, pro které plati hotejsi relace.

Piedpokladejme prozatim, Ze jest ona kollinedrni kuzelo-
setka k ellipsa s poloosami @, b (obr. 9.); jeji rovnice jest tudiz

2 v

Otd¢i-1li se pravy thel kol libovolného bodu ¢ na % jakozto
vrcholu, vytvolf, jak zndmo prasetiky jeho ramen na k& kvadra-
tickou involuci. Stied ¢, této involuce jest patrng predné
na normdle v bodé ¢, jejiz rovnice jest, znamenaji-li z,, y,
koordindty bodu ¢:

a’x,y — b%y, & = (a* — b¥x,y,

Jsou-li ramena onoho pravého thlu rovnobéZnd k osdm,
jest patrno, Ze jest za druhé stted oné involuce na pruméru, jenZ
spojuje prisetiky téchto ramen s ellipsou; priamér ten jest pa-
trné soumérny k priméru sc daného bodu vzhledem k osdm
kuzelosetky. Z toho ndsleduje, ze koordinaty &, # tohoto stfedu
involuce ¢, hovéti musi rovnici:

. Y %

Eliminujeme-li z piedchdzejfcfch tif rovnic x, g, obdr-
Zfme rovnici pro misto &, v8ech stfedi takovych involue, pro-
béhne-li dany bod ¢ danou ellipsou k. Rovnice tato jest

§ UN _
az (ai:w + b (a® — b9 —
W@

Misto %, jest fedy podobnd a souosd ellipsa ku £, jejiZ

poloosy «, 3 se rovnajf

L.
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_a(a>—=b?)
— Tat b

__b(a*—b*

B = T h

Vrcholy této ellipsy obdrzime patrné, vedeme-li vrcholy
dané ellipsy piimky, jez sviraji s osou uhly 45°; spojfme-li
priseciky téchto piimek a dané ellipsy, obdriime pifmky kolmé
k osdm k a prisetiky téchto kolmic s osami jsou vrcholy ellipsy
k,, kdeZto ony kolmice jsou vrcholové tetny &,.

Poldrnf kiivka %, této ellipsy %, vzhledem k dané ellipse
k jest, jak zndmo, zase kuZelosetka. Vrcholy jeji jsou patrné
poly vrcholovych teten ku k,, jez jsou soucasné polary téchto
hledanych vreholii vzhledem ku %.

Rovnice tetny ku %, ve vrcholu velké osy jest

_a(e*—b)

a0
kdezto rovnice poldry hledaného vrcholu, jehoZ soutadnice budtez
2, 0, jest:

z.z
Eliminacf a z obou rovnic obdrZfme vyraz pro a,,, jenZ
se patrné rovnd poloose ellipsy %,. BudteZ jeji poloosy A, B;
pak jest
_a@48) L b(@4b)
= TeTw 0 PETeTy
ze kterych vyrazi jde na jevo, Ze i k, jest ellipsa s dFfvé&jsimi
souosd a podobna.
Vyjddifme-li v poslednich vyrazech naopak a, b jakoZto
funkce veli¢in A, B, obdrZime:

_AQA'—-B)

2 __ P2
W _ B(A’—BY

p— 2\ ]

72—}—132 ’ o= A"—{-—B“ )

z tehoz jde na jevo, Ze mezi ellipsami £, a £ panuje tiZ sou-
vislost, jako mezi ellipsami & a k,; jinymi slovy, % jest misto
stfedii involue, jez vytvotf ramena pravého dhlu na k,, otddi-li
se tento kol vrcholu na %,; dle vySe uvedeného platf téi zde,
ze stfed involuce ¢, piisluSny néjakému bodu f na k,, jest na
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priméru soumérném ku priméru sf vzhledem k spoleénym osdm
vSech tii ellips. Normdla v bodé f prochazi tedy bodem ¢ a jest
téx kolmd ku poldte ab bodu f vzhledem ku %.

Méme tudiZz ndsledujici vysledek:

»Volime-li na % bod ¢ a vyhleddme-li na &, bod c,, jeni
lezf tak, Ze poloméry sc, se¢, jsou soumérné k osim; vedeme-li
v bodé ¢, teénu ku %,, jez protind & v bodech «, b, ndsleduje
predné, Ze jest tihel achb pravym; oznatime-li ddle f prisetik
ptimky sc, s k,, jest f pol pifmky ab co poliry vzhledem ku
k, a tetna v f ku k&, jest rovnobéznd k tecné ab; spojime-li ko-
neéné ¢ a f, jest tato ptimka normdlou v bodé f ku %, a tedy
té% kolmd ku ab.“ ‘

Misto bodd f, pro néz plati relace (27) neb (30), jest tedy
kuZelosecka oné kollinedrné kuzelosecce podobnd a s ni souosd ;
jsou-li osy kollinedrné kuZelosecky a, &, jsou osy hledané kuze-
losecky .
' a(a® 4 b2 b (a® + b?)

az__bz—’ a?z — bz

Jelikoz souvisi dand kuzelosecka % s k, ptesné tak, jako
k, s k, daji se patrné osy kuZelosetky %, téz sestrojiti ndsle-
dujfcim zplsobem: ‘

Vedeme ve -vrcholech dané kuzelosetky % vrcholové tetny
a piimky, jez sviraji s osami dhly 45°; prisetfky téchto
ptfmek s % promitnéme ze stfedu s na vrcholové telny; pak
obdrzfine na téchto patrné tsetky, o které jsou poloosy k&, vétsi
neZ poloosy k. Vyhledanymi body na vrcholovych teéndch tieba
jen vésti primky pod thlem 45" k osdm, jeZ protinaji osy v hle-
danych vrcholech kuzelosetky k,.

Zopakujme koneiny vysledek:

Vedeme-li libovolnou piicku P, jez protind teény fa, fb
ellipsy £ a kolmici fc k poléte ab v bodech =z, y. 2, pak plati
pro libovolny bod o této piicky relace:

cos (@ + u) sinv+ cos (@ —v) sinp
sin (w 4+ v) cos @ ’

or=or. sin (u + v) cos @
pFi ¢emZ jsou g a v ahly, jeZ sviraji tetny fa a fb s piimkou
fe a o tuhel, ktery svird pifcka P s poldrou ab.
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Predchdzejici rovnice predstavovaly stdle ellipsu; zavede-
me-li v8ak ¢ misto b, obdrzime hyperbolu H s témitéz osami.
Pro tuto obdrzfme osy obdobné hyperboly H,:

a (a* 1 b?) b (a4 Y L
primy I B = T _pe (= \/— 1)

jez jsou tedy totoZné s osami ellipsy &,.
Osy obdobné hyperboly H, jsou ddny vyrazy: .

__a(a®—b? b (a® — b?)
A==ogm  B=—gp

jez jsou tedy totozné s osami ellipsy &.

Jelikoz jsou hyperboly H, H,, H, podobné a souosé, musi
miti téZ spoletné¢ asymptoty.

Hyperboly H, H,, H, jsou tedy v ndsledujicf souvislosti :

,Volime-li na H bod ¢ (obrazec si &¢tendt doplit laskave,
a vyhledime na H, bod ¢, jenZ le# soumérné tak, Ze po-
loméry se, se, jsou soumérné k osim hyperbol; vedeme-li
v bodé ¢, tetnu ku H,, jez protind H v bodech a, b, pak
ndsleduje piedné, Zze jest tdhel ach pravym; oznatime-li ddle
S prisecik ptimky se, s H,, jest f pol pifimky ab jakoito
poliry vzhledem ku H a tetna v f ku H, jest rovnobéind
k tecné ab; spojlme-li koneiné ¢ a f, jest tato piimka nor-
mdlou v bodé f ku H, a tedy téz kolmd ku ab.“

Vedeme-li nyni libovolnou pticku P, jeZz protind teény fua,
J7b a kolmici fe ku poliie ab v bodech z, y, 2, plati pro libo-
volny bod o této piicky relace:

cos (o + p) sin v cos (& — ) sin ¢

02 = 0% . — -
sin (g - v) cos @ sin (¢ +v)cos @

pti ¢emz znamenajf w; v Ghly, jez tvoi{ tetny fa, fb s kolmici
J¢ na poliaru ab, a @ thel, jejz svird ptitka P s poldrou abd.
Pro parabolu P (obr. 10.) se stanou hofej$i vyrazy neur-
¢itymi, jest v8ak jasné, Ze i u paraboly jakoZto mezného piipadu
ziistavd v platnosti konstrukee s pfimkami pod Ghlem 45°; ddle
jest patrno, Ze spojnice priseciki téchto pfimek a paraboly pro-
tind osu v bod&, jenZ jest od vrcholu dané paraboly vzdédlen
o dvojndsobny parametr. Ponévadz jsou podobné paraboly vlastné
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shodné, obdrzime ohdobné paraboly P,, P,, poSineme-li parabolu
P rovnobéZné k jeji ose a dvojndsobny parametr dovniti a na
vnéjsi stranu.

Obz- 10

" Mdme tedy vétu: .

»Posineme-li parabolu P (obr. 10.) o dvojndsobny parametr
ve sméru osy na vnitinf a vn&js§{ stranu do poloh P, a P,
vedeme-li' pak z libovolného bodu f paraboly P, teény fa, fb
ku parabole P, jest poléra ab bodu f vzhledem ku P soucasné
tetnou ku P,, a bod dotyku ¢, této tetny jest na rovnobéice
k ose parabol vedené bodem f; spustime-li ddle s bodu f kol-
mici- fd na poldru ab a protind-li ona kolmice parabolu P
v bodé ¢, jest tihel ach pravy.“ Oznatime-li ddle w, v dhly, jez
tvolf seéna fe S teCnami fa, fb, ddle « tihel polary abd s tetivou
ac a vedeme-li konetné libovolnou transversilu T, jeZ protind
fa, fb a setnu fe v bodech z, g, 7 je v platnosti pro libo-
volny bod o této libovolné transversily relace (27)
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cos (o . cos (0 — v Y
oz:ox-—(———‘——@sm?a-{—oy——(——)cosza
COS & . COS €0S @ . COSV

aneb téZ relace (30)

cos (0 — v) sin g
sin (uw +v)cos@

cos (@ + w) sin p
“sin (4 4 v) cos @

05 = + oy

Ku konci dluzno poukdzati k tomu, Ze pro @ — o piejde
relace (27) v prvotni rvelaci Hamiltonovu ve pifpadé ellipsy,
hyperboly i paraboly, z ¢ehoZ by se dala zase odvoditi celd fada
podrobnéjsich vztahi.

i
N o
Obu 1. /\
: y N4 %/
. Y
<&

®

Uspoiddejme nyni centrdlni kollineaci, kterou transformu-
jeme obrazec 1. tak (obr. 11.), aby tetiva ac byla osou kollineace
C, a bod b stiedem kollineace, kdezto libovolnd pifmka F rovno-
béznd ku ac md byti piimkou ubéznou.
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Budiz f prisetik pFimky F s tecnou kruznice v bodé b,
pak jest patrné f dbéinik tansformovanych teden v bodech «,
b jakoz i rovnobéZné setny bodem ¢, kdezto kruznice sama se
transformovala v kuzelosetku urtenou te¢nami fa, fb s body
dotyku «a, b jakoz i bodem c.

Vedme nyni libovolnym bodem o na ose kollineace ac li-
bovolnou piftku P, jez protind netransformované teény bodd
a, b jakoz i rovnobéznou setnu bodem ¢ v bodech x,, ¥, 2, a
GbéZnou pimku v bodd o\, a svird s osou kollineace jakoZ
i s ibdZnou ptimkou thel @,. Piitka ta se transformuje ve piimku
P, jez prochdzi bodem o a protind transformované tedny a seénu
v bodech x, y, z a uzavird s osou kollineace tuhel w. Budte
ddle g, v dhly, jez svird transformovand setna s tecnami fa,
Sb a konené a uhel, jejz svird tetiva ac s polirou ab.

Z podobnosti trojihelnfki zox, ~ xbo, ndsleduje:

oz, __ bo,
xo ~ 2o,

V trojihelniku bfo, jest vsak

© V trojihelniku o, fx jest ddle:

0,f . cos (& — p—w)
cos (@ — ot —v —a)’

xo, =

Dosadfme-li tyto hodnoty, obdrzime:

or, coSe.cos(e¢—pu—v—aw
ox ~ cos (@, —&)cos (¢ —p—v)’

Podobné obdrzime z obrazce po krdtkych redukeich:

oyl_bos(a—ca) . 0% __ c0Swcos (@ —v—w)

oy —cos(m, —a) ¥ 0z cos (@, — «) €08 (& — v) "
Dosadime-li hodnoty ty do relace Hamiltonovy
02, = o, sina - 0y, cos’,

obdrzime, ndsobfme-li soucasné Cinitelem cos (w, — «),
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cos (@ —v)cos (¢ —p —v —a) .,
05 = 0x . —— o L SIN° @
cos (e —uw — v) cos (¢ - v — @)

¢0s (¢ — v) ¢os (¢ — @)

" cos . cos (¢ — v — @)

(66)
. cos’e .

+ oy

- Rovnice ta plati zase ovSem prozatim jen pro priseéik o
piimky P s osou kollineace ac. Vedeme-li transversilu P bodem
f, splynou s tfmto bodem prisetiky z, y, 7, takZe obdrzime re-
laci prostou délek, panujici jen mezi intervenujicimi Ghly:

_ cos(e—w)cos (¢, — u—v— @)
T cos(e— u—v)cos (@ — v —m)
¢os (@ — v) cos (¢ — w)
cose . cos (¢ — v — @)

. Sin*a
(67)

Lcosla.

Volime-li na piimce P libovolny bod o', di se podobné
jako pro relaci (27) dokdzati, Ze plati relace (66) pro kazdy
bod piimky P. ‘

Neptihlizejme prozatim ku kollinedrné kuzelosecce & sta-
novené teénami fa, fb s body dotyku a, b jakoZ i bodem e,
nybrz k dané kruZnici, vzhledem ku které maji viechny v rov-
nici (66) se vyskytujici veliiny svij uréity vyznam.

Mdme pak zvSeobecnéni Hamiltonovy poutky v tomto
sméru :

Vedeme-li v libovolném bodé & kruznice te¢nu, libovolnym
bodem f této teiny seCnu, jez prochdzf diametrdlnfm bodem «
bodu b a kone¢né timZe bodem f libovolnou setnu, jez protind
kruZnici v bodé ¢; oznaéime-li « hel tetivy ac s primérem ab,
dile @, v Ghly setny fe¢ s piimkami fb, fa; vedeme-li konetné
libovolnou pricku P, jez protind piimky fa, fb, f¢ v bodech
%, y, 2 a svird s tetivou ac thel w, jest pro libovolny JQ]I
bod o v platnosti relace (66).

T4z relace ma patrng platnost, sestrojime-li na odvésné ab
pravouhlého trojihelnika abf jakozto priméru kruznici; vedeme-li
protilehlym vrcholem f libovolnou sednu, jeZ protind kruZnici
na odvrdcené strané v bodé c; protneme-li kone&né piimky fa,
b, fe libovolnou piitkou v bodech z, y, 2

Prodlouzime-li tetivu ac, az protne v e teénu bodu b, ob-
drzfme riznostranny trojuhelnik, na jehoz vySce jakoZto priméru
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jest sestrojena kruZnice, a pro tento trojihelnik md relace (66)
téz platnost.

Z toho plynou ndsledujicf Cetné vztahy:

Opigeme-li v libovolném trojihelniku abc (obr. 12.), jehoz
ihly oznatime «, $, p, na vySce ad jakoZto priméru kruZnici, jez
proting strany ac, ab v bodech ¢, f; uzavird-li ddle pritka be

se stranami ab, bc thly p, v a vedeme-li koneéné libovolnou
transversdlu P, jeZ protind piimky bda, bc¢, be v bodech z, y, 2
a svird se stranou ac thel o, plati pro libovolny bod o této
pi{mky ndsledujic{ relace:
_,p St Y)sin@—w)
@) R=% snasmp v @) 7
sin v) sin ®
oy, S0+ Y)sinQ 4 o)

in 2,
Sy sm@pLviw
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Mezi intervenujfcimi dhly panuje v8ak pro libovolné
relace:
1= sin (y -+ v) sin (¢ — @)
, T sine.sin(y4v+ o)’
(69) sin (7 + v) sin (y + o)
+siny.sin Y+v+o)

Splyne-li o se #, obdrzime relaci:

cos?y

. sin%y .

Zr __sine.sin(y + o) bty

(70) 2y~ siny.sin (¢ — @)’ &

PoloZime-li @ = 90 — p, vedeme-li tedy transversilu rovno-
bézné ku vySce ad, obdriime:

sin (py + v) cos 8
sin « . cos v

(7 sin (v + v) .
+— oYy . mé—; simy.

. cos®y

02 =

Splyne-li zvldsté transversdla s vyskou ad a bod o s bodem
h, obdrifme:

(12) ha _ sine Y

m—cosﬂsin;'tg?'

Polozime-li & = 90%, vedeme-li tedy transversilu kolmo
ku strané ac, obdrZime:

0z = 0x . cotg a tg (y + v) cos?yp

(73) -+ oy cotg p . tg (y + v) sin?y .
Splyne-li v8ak o se 2, obdriime:
E2
(74) Zq:tga Ltg .
Patrné platf téz;
. el .
(74a) T = tg . tgw.

Polozfme-li @ = o0, vedeme-li tedy transversdlu rovnobé-
Znou se stranou ac aneb s ni splyvajici, obdriime v tomto
poslednim pifpadé:

12
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(75) 0e = oa ¢0s*y + oc sin?p,

jest zde tedy v platnosti jednoduchd relace Hamiltonova ; sply-
ne-li zvld§té o s. e, obdrzime:

ea

(76) e W
podobné plati téz
a .
(762) }% = tg* 4.

Polozime-li @ = 180 — B, vedeme-li tedy transversilu rovno-
bezné ku piimee ef, aneb ddme-li ji hned s touto splynouti,
obdrZime pro libovolny bod o pifmky ef:
Sinp s  ,
sin « . sin (y — )

—I' ok . ?m (7’ — ﬂ) sin (¥ + V)

siny . sin (y — u)

e = of .

(70

. sin*y
aneb, splyne-li 0 s e:
¢f __ sineasin(y —p)
(78) ek cos? '
Polozime-li “@ = a« — 90° splyne-li tedy transversdla
s ptimkou df, obdrzime pro libovolny bod o této piimky:
g, SB@+Y)
Ul—of'sina.cos(ﬁ—-v)'

+od sin (y 4+ v) cos B

siny . cos (B — v)

cos* p
(79)
.sin* p.

Splyne-li v8ak o s I, obdrzime:

b _sna.cosB .,

ld — siny )
Oznatime-li m prisetik primek be a c¢f, dile n prisecik
‘pimek be¢ a am, konetné ¢ uhel mac; splyne-li transversdla
s ptimkou an, obdrzfme:

ma __sin «. sin (y +- )
mn~ siny.sin(e—g)’

(80)

tg* .
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Podobné shleddme pouhou transmutaci :

ma  sine.sin(y + o ,
nTn —_— —Sy—‘—() . tg' ﬁ.
sin 3 sin @

Z téchto rovnic ndsleduje po jistych redukeich:

si_nﬁtg'-’y—}—sinycosatg”ﬂ

cotg o = sin « sin p tg® B

jakoz i

ma
) T 2 2
(81) o = Bty
PoloZime-li v predchdzejicich relacich 8 =y, obdrzime
vztahy platné pro rovnoramenny trojuhelnik, z nichZ uvedeny
budtez pouze ndsledujici:

(82) =g,

(89 ==t
(85) = o ofle,
(86) ;CJ; — 9sin?p,  atd.

Polozime-li v ptedchdzejicich relacich § = 60° obdrzime
vztahy platné pro rovwostranny trojihelnik, z nichz uvedeny
budte pouze nasledujici, vesmés raciondlni:

ha
el
ea

(89) —~=3

12%
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(90) “W=8: ar=ri,

91) —z%:oo, ef || be
‘ if _ 3

93) Jh __eh 3

W——m:z a:td.

Polozfme-li v relacich (68)—(81) « = 90°, pii temz jest
soutasné y = 90 — B, obdrzime vaztahy platné pro pravedhly
trojihelnik, z nichZ budtez uvedeny pouze ndsledujicf:

ha __ 1
(95) %:oo; ab || de,
(96) “ - ootgrs jakor i L% =tg?p,
ec b f
©7) T —tgp— 1,
._Z‘Z. —t2 3 d " d
(98) g =88 rdllac atd.

Polozime-li v predchdzejicich relacich 8 = 45°% obdrZime
relace platné pro pravoidhly rovmoramenny trojahelnik, na pt.:

. ha
ea
(100) == 1,
(101) %— =1 atd.

Obratme nyni sviij zietel ku kollinedrni kuzeloseéce dané
kruZnice (obr. 11.) stanovené tetnami fa, fb s body dotyku a,
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b jakoZz i bodem e¢. Jest zase patrno, Ze vhodnou volbou iibéZné
piimky F midzZeme docfliti libovolné kuzelosetky a vhodnou
volbou bodu ¢ na dané kruznici libovolného bodu na oné ku-
7eloseCce; prece v8ak mneni relace (66) v platnosti vieobecné,
nybrz jest vazdna na ony zvldstni polohy bodu f, pro které jest
jeho poldira kolmd k tetné fb, tedy normdlou oné kuZelosetky.

Misto bodd f sezndme ndsledujici{ uvahou:

Pohybuje-li se bod & na kuZelosecce, zahaluje norméla ab
v tomto bodé evolutu oné kuZelosetky a pol f této normdly opi-
suje poldrn{ kiivku této evoluty vzhledem k dané kuZelosedce.

BudteZ z,, ¥, koordinaty bodu & oné kollineirné kuzelo-
secky; je-li tato ellipsa, jest jeji rovnice

B
() wE T =1
pak jest, znaci-li x, ¥ béZné soufadnice rovnice normdly v tomto

bodé :

2
a’y,

() Y—Y%=p5, (x— z,)
1

a rovnice poldry pro pol, jehoZ soutadnice jsou &, y, vzhledem
ku k:

) z/—fzz—wii(m—f).

Ponévadz md byti tato polira totoZnou s onou normdlou,
jsou podmineéné rovnice:

2 b2§
() @h 2%
( ) ble a“y
a?y] _ b?sk‘t

(e) — +y = at? + 7.

Eliminujeme-li z rovnic («), (J) a (&) soutadnice z,, y;,
obdrZfme rovnici poldrn{ kfivky evoluty ellipsy vzhledem k této
ellipse: h

(a*y® + 0%6%)* . (a™® -+ b°E%) = a'h* (a® — B%)* £*9.
Rovnici poldrnf kiivky evoluty hyperboly vzhledem k této
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hyperbole obdrzime z ptedchdzejicf, piSeme-li b misto b a tedy
— b* misto + b* a naopak -+ b% misto — b2

Vedeme-li tedy z libovolného bodu f téchto kiivek obé
tetny a libovolnou seénu k zdkladni kuZelosetce a protneme tyto
tii piimky libovolnou transversdlou, jest pro libovolny bod této
transversdly v platnosti relace (66). Pro rtzné zvldstni polohy
bodu f nabyli bychom zase riizné podrobnéjsf vztahy a taktés
pro rizné zvldstni polohy oné transversdly ; je-li na pi. @ —o,
je-li tedy transversdla rovnob&Znd k polaFe ab aneb splyvd-li
s nf, jest pro kazdy jejf bod v platnosti prvotni relace Hamil-
tonova (1), tim#% jsme obdrzeli dalsi zajfmavy piipad jeji plat-
nosti vzhledem k libovolné kuZelosedce.

* *
*

Uspotddejme centrdlnf kollineaci, kterou transformujeme
obrazec prvnf, ndsledujicim zpisobem :
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Budiz zase (obr. 13.) £, dand kruznice, b,a jeji prameér
a ad jejl tetiva, jez svird s timto primérem tihel «; vedme
v bodech a a b, tetny a bodem d rovnob&Znou secénu. Trans-
formujme obrazec ten pomoci centrdlné kollineace, jejiZ osa
jest tetiva ad a jejiz stied ¢ jest libovolny bod priméru b,a, a
jejiz absznd ptimka T jest libovolnd rovnobézka ku ad.

Vedeme-li bodem ¢ rovnobézku k danym telndm, jést jejf
prisetik f s ib&Znou ptimkou prisecik transformovanych tecen.
Vedeme-li ddle bodem ¢ kolmici cp k ubéZné primce, jest pa-
trné prisecfk & pfimky dg s primkou cb, transformace bodu
b, ; transformuje se tudiz dand kruZnice v kuZelosetku £ uréenou
te¢nami fu, fb s body dotyku «, b jakoZ i bodem d. DBudi
ddle P, libovolnd trasversdla P, jez protind tecny ad v bodé o,
svird s nf dhel @, a protind tetuy v bodech a, b jakoz
i rovnobéznou setnu bhodem d v bodech z,, ¥, 2,. Vedme bo-
dem ¢ rovnobézku em ku P,; pak jest om transformovand trans-
versila P, jez protind tecny a setnu kuzelosetky v bodech x,
¥, & a svird s tetivou ad uhel . Oznatme ¢ uhel.tetivy ad
s tenou fb, ddle w, v dhly teten fa, fb se setnou fd a ko-
neéné ¢ = u -+ v; pak ndsleduje z obrazce po nckolika re-
dukefch:

0-?1___%_ -cOSlx__ Sin(“+v+()—l——ﬁ?—)
ox ~ am ~ cos (¢—a,) "  sin(u v+ o)
0y, _em __ cose  sin(e 4 @)

oy “ym  cos(e—w,) sing

07, __om _ _Cos« sin (v + ¢ + o)

0z am” cos(e —w,) sin(v+ )

Dosadime-li tyto hodnoty do relace Hamiltonovy (1), ob-
drzfme, krétivSe:

sin (v + ¢) sin (p + ¢ + ®)

sin (» -+ ¢ + ) sin (¢ - )

sin (v - o) sin (¢ + @)

-f—og/. sin(v 4 ¢ +w)sing

Relace ta plati oviem prozatfm, nalézd-li se o na tetivé
ad; vedeme-li v8ak transversilu of, obdrZime:

02 = ox . .sin*e

(102)

cos? o,
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_ Sin (1’+9l§1n—qf+ ¢ to .sina
(103) Tsin(w 4+ o+ o) sin(p +e)°
: sin (v + o) sin (g + ®)

sin(v + 0 + o) sing

Pomoci této relace dd se, jako difve, dokdzati, Ze (102)
plat{ pro libovolny bod o piitky P.

Z relace (103) ndsleduje zase, Ze thel « jest funkef ostat-
nfch uhli:

.cos’a

sin? @ — Sin(@ te)siny L, sine.sin(p—w)

sin (v + @) sing’ S T T sin(v 4-@)sing
Dosadime-li tyto hodnoty do (102), obdrZime :

_ sin (¢ + ¢ + @) sin »
02 =0x . — .
sin (¥ + ¢ + @) sin @
(104) . .
+ oy sin (¢ + @) sin (p — v)
"sin(»+ 9o+ w)sing
Tato velice vSeobecnd rovnice plat{ téZ patrné pro libo-
volny trojuhelnik aef, jehoz thel p¥i vrcholu f jest ¢ a jehoz
rameno fe tvorf se zdkladnou ae tGhel ¢, vedeme-li tim vrcholem
piitku fd, jez svird s ramenem fe Ghel v a koneiné libovolnou
transversdlu P, jeZz svird se zdkladnou trojuhelnika thel a,
protind ramena fa, fb a piftku fd v bodech z, y, #z a sice jest
v platnosti tato relace pro libovelny bod o piiéky P.

Relace ta jest patrné zase bohatym zdrojem metrickych
vlastnosti trojihelnikd, jeZ bychom zase obdrZeli pro rizné hod-
noty v rovnici oné se vyskytujfeich dhli a pro rizné polohy
transversily P jakoZ i pro rézné polohy bodu o na této trans-
versile.

Pomfjejice t&chto specidlnich p¥fpadd, vrafme se zase ke
kollinedrné kuzelosetce %, uréené tecnami fa, fb s body dotyku
a, b jakoz i bodem d; jelikoZ jest a funkef ostatnich Ghld, jest
patrno, Ze nepanuje vztah (102) neb (104) vSeobecné. Vhodnou
volbou kollineaénfho stiedu ¢ a ubé’né pifmky F, miiZeme ob-
drZeti co kollinedrnou libovolnou kuZelosetku a na nf libovolny
bod; aviak f md k nf pak zvl4Stnf polohu.

Misto abychom vyhledali geometrické misto bodid f, pro
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které plati relace (102) neb (104), coZz by se stalo podobné
jako v obou predchdzejicich pifpadech, mizeme, k vili zméné
pohliZeti téZ na véc s ndsledujiciho stanoviska:

Budtez (obr. 14.) fa, fb teény kuZelosecky s body dotyku
a, b; tim jest stanoven svazek podvojné 'se dotykajicich kuzelo-
secek; pro kazdou kuZelosecku tohoto svazku se dd vyhledati
jediny bod p, pro né&jz maji platnost zminéné relace.

Ulohou jest vyhledati geometrické misto téchto bodii; po-
dobnou ulohu jsme mohli ovSem téz teSiti v obou predchdzejicich
piipadech.

Vedeme-li bodem a libovolnou tetivu ap jakoZto osu kolli-
neace a bodem f rovnobéZnou ubéznou pifmku fo, jakoz i kol-
mici fc na poldru ab bodu f a konetné stiedem kollineace ¢ kol-
mici cp na tbéZnou piimku fo; pak protind piimka @b onu
tetivu v Zddaném bodé p. Misto bodd ¢ jest kruznice na prii-
méru fe. Svazek paprski f(p...) jest shodny se svazkem
a(p ...) jakoz i se svazkem ¢ (¢ ...). Kazdému paprsku svazku
a piisludi tedy jediny paprsek svazku b; svazky a(p...),
b(p...) vytvoiuji hledanou kfivku, jejiz rovnici lze snadno
urtiti nédsledujicim zplisobem:

Oznaéme :

cab=m, ac=m, ¢f=2r

a volme ac za osu usetek X, bod a za po(fitek pak jest, ozna-
- Cuje-li 4 trig. tangentu uhlu, jejZ svird primka ap s osou ac,
rovnice piimky ap

(o) Y =,
“kdeZto ‘rovnice pﬂmk}’ Jo jest

® . y —t— 2r = A (x — 'm),
-a rovnice pi‘imky ch , ,

) . .y.__:.,_“.;}l_ (@ — m).

M4 tedy prisetik ¢ ndsledujici koordinaty:

2 x_m12+2rl+7_n_
WETiEd AT I
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a jest tedy rovnice pifmky b = bp

e e
(0) L 2 T mA* - 2rh4-m

Eliminujeme-li z rovnic («) a (0) veli¢inu 4, obdrzime rov-
nici hledané kiivky

2ra® - (m —n) 2% + 2rxy* 4+ (i — n) y* = 2mrad,

Jest tedy hledand krivka tretiho stupné, coz by se dale
téZ ukdzati ryze geometricky.

Tato kiivka mda v bodé a zvratny bod, prochdzi bodem b,
dotykajic se zde pitimky &f Kiivka prochdzi téZz prisecikem
primky af s kruznici na priméru ¢f, tvofic zde obratnfk. Dalsi
bod této kfivky obdrZime, vedeme-li bodem & tetnu dd ke kruz-
nici 0 priméru ¢f a bodem a rovnobéZku ae ku ptimee fd;
prisetik ¢ téchto dvou pifmek jest bod kiivky a be jest jeho
teéna. Primka bf uddvd smér asymptoty kiivky.

Uréeme na zdkladé kinematickych tivah normdlu a tecnu
v onom libovolném bodé p a pak zejmena asymptotu, coz vede
ke konstrukcim velmi jednoduchym a zajimavym. ‘

Predeviim uvaZme, Ze priseiik x paprski ap, @c napliluje
kruznici na priméru ac.

Trojuhelnik gap, jehoz strany i Ghly jsou proménlivé, opi-
suje-li p zddanou kiivku, méni vSak svdj tvar a velikost tak,
7e jeho strany prochézeji stile tfemi pevnymi body a Ze mimo
to dva jeho vrcholy @ a a opisuji urtité kruznice. Podminky
tyto stat¢i, abychom vyhledali normdlu ku ktivce, kterou opisuje
treti vrchol p. : : _

Vedme bodem ¢ kolmici @z a poloméry bodd = a ¢, jez
protinaji tuto kolmici v bodech y a 2. Ototime-li ez kolem oka-
mZzitého stredu y o thel d®, opfSe x na své kruZnici drdhu
dx= ryd®:; soutasné se viak ototi cp o tyz thel d® a otoleni
toto 1ze vykonati téz kolem okamzitého stiedu z, takze ¢ vykond
na své kruzmici drahu do = gz. d6.

Mdme tedy pro pomér vykonanych drah rovnici
de __axy

@ dp ~ gz’
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Pozndmka. Jelikoz musime predpoklddati o Gsetkdch xe, co,
Ze jsou tuhé a tedy neproménné délky, zapadne bod ¢ pi1 otdéenf
kolem okamzitého stiedu y, nebéreme-li zietele na nekoneéné malé
velitiny vyS§tho stupné, do nekoneiné blizké polohy ¢’ na zg,
a rovnéz tak zapadne bod ¢ pfi otdcen{ kolem okamzitého stiedu
z do polohy ¢” na xg, takze

c'¢” = (cy * cz) dO

znamend prodlouZeni neb zkrdceni pfimky g, piejde-li do sou-
mezné polohy.

Kolmice v bodech «, ¢ ku strandm trojihelnika ax, cx
protinaji primér bodu z v témZe bodé y, kolmice v bodé &
ku po protinejz primér bodu ¢ v bode® w. Hledand normdla
v bodé p protinejZ kolmice v bodech a, b vztytené ku strandm
az, bp, v bodech u, v; pak miZeme psiti, podobné jako («),
nésledujic{ rovnice: ‘

dp _ ou
dp __pu
@ iz = ay

Nédsobenfm téchto ti{ rovnic («), (), (»), obdrZime podmi-
neénou rovnici pro normdlu v bodé p:

2
(d) pe _ 97
v Qu

Na zdkladé rovnice (0) vyhledéme bod g pomoci ndsledu-
jicich linedrnich konstrukei:

Budiz v prisetfk kolmice ay s kolmicf du; vedme 2¢ rovno-
béZné ku bv, az protind v v bodé ¢; vedme ddle # rovno-
bézné ku op, a% protind pv v bodé »; konecné vedme.ru rovno-
bézné& ku bdv, aZ protind ay v bodé w; pak jest pu Zddand nor-
mdla, jeZz protind dv v bodé w.

Skuteiné jest pak

95 _ 9t _pr _pu
ou" v v py’
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Zapadne-li p do nekoneéna, stanou se hoiejS{ vyrazy ne-
uréitymi. Vedeme-li v8ak v bodé p teCnu, jez protini kolmice
ap, bv v bodech m, », obdrifme z pravouhlych trojihelniki
upa ~o mpa:
pu = a2
="
a rovnéz tak z pravoihlych trojihelnikd pvd ~o pbn:

_pb.pn
w= nh

Rovnice (&) se dd tedy pretvofit v ndsledujici:

pe _ pa.pm. bn
(¢) o
pv pb.pn.am
Zapadne-li p do nekonetna, jest
lim 2% = Jim 2% =
pv am~ am
Jak jiz bylo zminéno, jest nekonetné vzddleny bod vySe-
ttované ktivky prisecik piimky bf a rovnobéZné piimky vedené
bodem a. V tomto pfifpadé zapadne ¢ do prisetiku ¢’ piimky
Of a kruznice na priméru c¢f; bod z zapadne do bodu 2 jenZ
jest diametrdlnim k bodu ¢’; bod » zapadne do préseciku w’
pimky @'z’ a kolmice bodem b ku bg’. Jest tedy pro asym-
ptotu v platnosti rovnice
7 bn _ bn' _ g7

am ™~ am’ T Qw’

PonévadZz jsou vSak pifmky a oo, b oo rovnobéiné, jsou
tedy téZ kolmice k nim mezi sebou rovnob&iné, a prisecik «
asymptoty s pfimkou ad musi tuto déliti v témZe poméru am’ : bn’.

Vedeme-li tedy bodem ¢’ rovnobézku ¢’ ku ab, jez pro-
tind af v bodé B, jest B bodem hledané asymptoty, kterou ob-
drzime, vedeme-li bodem B rovnob&zku fa ku bf.

Skutetné jest pak

v _9f _fB_ba _bw
ow @b fa aa” an’
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Po této odchylce od vlastniho thema rekapitulujme doci-
lené vysledky.

Tetnami fa, fb (obr. 14.) s body dotyku «, b jest stanoven
svazek kuZelosetek, jeZz se vesmés vzdjemné dotykaji v bodech
a, b, a kazdym bodem p vvhledané kiivky tiettho stupne jest
urtena jedind kuZelosetka onoho svazku. Je-li ¢ uhel teten fa,
fb, a svird-li setna pf této kuZelosetky s te¢nami fu ihly u,
v; svird-li ddle tetiva ap s teénou fb dhel ¢, s poldrou ab
v§ak thel «; vedeme-li konecéné libovolnou transversilu P, jez
svird s tetivou ap thel @ a protind tetny fa, fb jako# i se¢nu
Jp Vv bodech z, y, 2, jest pak pro libovolny bod o této trans-
versaly v platnosti bud relace

08 = ox . S0 @ +e)sin(g + 0+ o) . sin* «
G sin (v +- ¢ + @) . sin (¢ + ¢)
(102) . .
Soy. sin (v + o) sin (¢ + ®)
sin (v 4 ¢ + @) sin g

aneb téz relace

. COS*e

0 — oz sin (¢ + ¢ + w) sin v
(104) — 7 'sin(v + ¢+ w)sing
: + o sin (¢ -+ o) sin (¢ — v)
" sin(v4-9+wsing

Z relaci téch bychom zase obdrzeli mnohé podrobnéjsi
vztahy, kdybychom dali zvldStni hodnoty Ghlim v relacich onéch
se vyskytujicich, jakoZ i zvldStni polohy transversile P a na nf
bodu o.

Zv14stné nutno vytknouti onen pripad, Ze transversila P
jest rovnobéznd k tetivé ap, aneb Ze s nf splyvd; pak jest o =o
a relace (102) piejde ihned v jednoduchow relaci Hamiltonovu.

Je-li naopak ddna libovolnd transversila T, existuje
v onom svazku podvojné se dotykajicich kuZelosecek jen jedind,
vzhledem ku které plati jednoduchd Hamiltonova relace, totiz
kuzelosetka urcend priiseéikem p tetivy ap rovnobéiné k trans-
versdle T s onou kiivkou tfetfho stupné.
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