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Odvození vzorce pro součet kladných 
a celistvých mocnin čísel přirozené řady ve 

formě nezávislé. 
Píše 

Vilém Jung, 
professor státní průmysl, školy v Praze. 

Na základě binomické poučky, vyjádřené vzorcem 

P-I-I 
{X — l)*»+l zz £ (— 1)* (p + 1), **+--*, 

fc=0 

při čemž 
ÍC0 _ 1, (p + 1)0 = (p + l ) p + 1 _ 1, 

platí pro » _ 1,2, 3 , . . . n identické rovnice: 

QP+I —1P+1 _(p+l).lP +(p+i)aip-i _ . . . 
+ ( _ 1 ) P ( Í > + 1 ) I H + ( _ 1 ) P + I I O 

1P+I — 2 P + I _ ( p + i ) , 2 P + ( 2 , + I ) Í ! 2 P - 1 — . . . 
+ ( - l ) ^ ( p + l ) 1 2 1 + ( _ l ) P + i 2 0 

2P+1 _ 3 " + 1 -(p+1), . 3* +(í> + l)23»'-1 — : . . 
+ (_l)P( 1 , + l ) i 3 i + ( _ i j P + i 3 ° 

3,,+! __4ř,+i _ ( p + i ) i 4 p + ( p + i)a4P-i "' _ . . . 
+ (-l)p (p + l)x 41 + ( _ 1 ) P H 4 » 

(n—2)P+» = ( » - 1 ) P + 1 — (p+1), («—1)P + (p-r-l\,(n—IV"1 — . . . 
+ ( - i ) p ( i ' + i ) i ( » - i ) 1 + ( - i ) p + 1 ( » - l ) 0 

(»—1)P+X— WP+1 - ( p + 1 ) , WP + (p + l ) 2 » p _ 1 — . . . 
+ ( — l ^ ď + l ) ! " 1 +(—1)P+1W°. 

Sečtením těchto rovnic obdržíme identickou rovnici: 
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o=HH-I - (p+i),. y hp+o,+i)a_ *p-i_(p+i)35] ***-* 
A _ l k—l i f e = l 

+.. .+(- iy-Hp+D 2 _ * a + ( - -)* (P+i)i_ *' 
j f c _ l A J = 1 

+ ( - 1 ) » > + I _ * 0 . 
i f c = l 

Pro p = 0, 1, 2, 3 , . . . obdržíme úplnou soustavu line
te n n n >» 

arných rovnic ohledně V fc°, >] &1, __ *2> __ *3> _ j * 4 , " # 

1 1 1 1 1 

totiž: 
n 

_ * » + 0 + 0 + 0 + O = w 
1 

-J*« + (2)1_*1+ 0 + 0 + 0 =»2 

1 1 

_ * « - ( 3 ) . _ * l + ( 3 ) - _ ' * ! , + 0 + 0 = « 3 

1 1 1 

-_*U+(4), S*1-^)- _* a + (4)a S*3+ ° =HÍ 

1 1 1 1 

2*u-(&)i S ^ + Í B ) , s**-(B), y;*a+(5)4 _**=»*. 
i i i i i 

Determinant soustavy 
J=í. (2). . (3) 2. (4)8. (5)4 = 1 . 2 . 3 . 4 . 5 = 5! 

Platí tedy 
1, 0, 0, 0, » 

- 1 , (-)x, 0, 0, n" 
l ,-(3)x, (3)2, 0, «3 

- 1 , (4) 1 ,-(4) ! , (4)s, »« 
l , - ( 5 ) p (B)„ —(6)„ »5 

S**= 5! 



Na př.: 

£,¥•-», 
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1, и 
-1,»2 

2! 
»2 -f-» 

2 
»' , » 

~2~+Y 

1, 0, » 
1, 2, »-
1 , - 3 , и3 

3! 
2rø3-f 3»2-f» »' » 

"6" 

71 

_ > • = • 

1, 0, 0, n 
1, 2, 0, »2 

1 , - 3 , 3, »3 

1, 4,-6, »4 

4! 
_ 6 »4 - f 12 »3 + 6 »2 

~ " 24 

ł< = . 

»4 , »3 . »2 

X + X + T' 
0, 0, 0, » 
2, 0, 0, и2 

— 3, 3, 0, »3 

4,— 6, 4, »4 

— 5, 10, — 10, »5 

5! 

1 . 2 . 3 . 4w6 -f 1 .2 .3.10»4-f 40»3— 4» 
1 . 2 . 3 . 4 . 5 

»5 , »4 . »s » 

T + T + ~ ~ ~ Ж 
13 
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1. 0. 0, 0, 0, n 
- 1, 2, 0, 0, 

1, - 3, 3, 0, 
0, n* 
0, ns 

- 1 , 4 , - 6, 4, 
1, — 5, 10, — 10, 

0, n* 
5, w5 

- 1, 6, — 15, 20, — •15, и6 

6! 

_ ии 

- 6 + n
ь . 5»4 и2 

T + TҒ ~ 12 ' 

Patrno, jak by se počítal vzorec V k** pro libovolné kladné 

a celistvé _p. 
n 

Dále vidíme, že jest V fc^ celistvou racionální funkcí ve-
Jc=l 

n k=l 

ličiny n stupně (p -f- l)ho, a sice V S* = V _1* »*. 

i 
fc=p+l 

1 Zajímavo jest, že _lp+i = — ; — r , Ai_, = — ? 
p -f-1 z 

«' 1 
nebot ^ + 1 - - ^ - ^ r = 7 + T ' 

A - ( P - 1 ) ' [ - ( P + 1)-] _ ( p - l ) ! ( i > 4 - l ) i > 
^ p - (p + l j ! ' " (p + i )11 .2~~ 

_ _ _ _ _ _ _ 
- 2 ( j p + l)I 

J_ 
2 

Z, posledního vzorce obdržíme příslušným dělením 

X> 
*rrl 

^ P + i 

Z tohoto pak plyne 

lim-

I | -"•/> _ | - " J P — 1 [ 

JP + 1 ' » *" »2 ' " ' 

2*. 
* = r l 

W P F 1 ľ+i 
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o~ o o 

o o o 
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I i. 
í? 

SЦ 

I I 
т * i 

т-( * тH 

I i + 
I ^ i 

C —|— 

rí-Ž Г.îíГříЄ. 

I I I 
Si, ,Si , Sk, 

I л + 
т т т 

SЦ S-, S Ł І 

fь - i-

I . .+ 
d ð Э 

<-5* ťN 

i. i 
I i + 

I <-§+ 
SS, Sì,'Sц 

1 + 
sц-

* 

II Wf 
н 

ř-Łž 

'Wií 

т—I 

1 ̂ + 

ф 
д 

~ rŽ * 

o 
r Д 
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znamená-li a* subdeterminant, příslušející prvku (—l)?>-m^1wm. 
Z předu již bylo dokázáno, že obecně platí 

i_ 
_ Ң - T ' " p _ 2 •—p-ţ-l — „ | f ' Ap — 

Dále se dá dokázati, že 

(2) _W(_-1) = (-1)'+1 " % " - Br , 

(3) -4p_2, = o, 

pro r>o, při čemž Br značí mía Bernoidliova. 
Potom možno psáti: 

A _ = l " l 

+ -_§-• £.3 «P-6 — - | -_- J54 WÍ>-7 + . . . 
O o 

Abychom to dokázali, stanovme ze vzorce (1) hodnotu 

pro fc>0, totiž: Ą dp—k 
lp-*-l_Г+î)T 

ap-k __ (p — * — 1)! 
( p - t + l ^ . L Í p - i + l V - * , 0, O, 0 
(p—*+2) J,_*_ 1,(p-*+2) p_„,(p—*+2)._*+ 1 > . . 0, 0 

(P—1)P-*-I, (P—1)P-*, (P—1)P-*+I, --(P—l)---i o 
(p)p_*_l, (p)p_*, (PV-JH-I. • • • • (P)p-2, (P)p-l 
(P+l)p-*-l, (Pfl)p-*, ( P + l ) - - t + l . • • (P + l)p-2,(P + l)p-l 

Vyjmeme-li patřičným způsobem společné činitele v pří
slušných řádcích a sloupcích, obdržíme: 

A _ Í P - * - l ) . (p-fc+1) 1... (p-2) 1 ( p - 1 ) ! p ! (p+1)! 
p - * — ( » + l ) ! * 2 ! 3 ! . . . (*—1) !* ! (*+1) ! (*+2) ! 

21~3! . . . (*—!) 1*1 
(p--*_-l)! (,,__*)! ( p - J + i ) ! . . . ( ť _ 2 ) ! ( p - 1 ) ! *+ 1 ' 

zuačí-li 
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•dь+i = 

L (2)., 
1, (3)„ 

0, 
(3)2, 

0, 
0, 

0 
0 

1, (*)l, (*)., (*)*-!, 0 
1, (*+!)„ (*+-)_, (*+l)»-i, (*+l)* 

1, (fc+2),, (* + 2)2, (* + 2)___, (fc + 2), 

pro * > o . 

Zkrátíme-li co možná, obdržíme dále 

(5) Л_„: 4ц-i __ (p)* 4.-H 
(p-k)\ (*+1)! (*+2)! ~~ &+1 (ft+2)! 

Prof. Dr. F. J. Studnička ukázal ve svém pojednání: 
„O novém neodvislém vyjádření čísel Bernujských a o vlastnostech 
příslušného determinantu" (v tomto časopise R. XVM č. IIL, 

y. 97.—101.), že platí: 

(6) вr = (-iy + 1 . 
(2r + l ) ! 

(7) _ V H = 0 

pro r>o, značí-li Br čísla Bernoulliova a 

Д>.= 

1, (2)i, 
1, (3)и 

0, 
(3)_, 

o, 
o, 

0 
0 

1, (m - 1)19 (m — 1)2, . . . (m — l)m_2, 0 
1, (m)1? (m)2, . . . (m)«-_2, (m)m^i 
li . ( w + l)v (m + l)a> . . . (m -f 1)^-2, (m + l)m-_ 

Na základě tom obdržíme konečně ze vzorce (5), položí-
me-li h = 2r—1, 

Л — (ř»)*-l 
Ap—(2c—1) — 2r (2r+l)l 

a položíme-li k = 2r, . 

(—lYн føV-: 
2r - A 

__ (_>)*• 
-»-_• — 2 y + 1 (2r + 2)| ---.W-rO 

pro r > 0 . 



m 
Vzorec (4) uvádí také Dr. Benedikt Sporer ve svém spisku: 

„Niedere Analysis" (Goschen, Leipzig 1896) pag. 59. 

Nedokázal jej však deduktivně, nýbrž pouze uměle sestrojil 
na základě analogie podle vzorců speciálních pro 2 Je, 2 Je2, 
2h\ -Sfc4, , k nimž dospěl na základě vyšších řad arith-
metických. 

Bernoulliova čísla lze bud přímo nezávisle počítati dle 
vzorce (6), při čemž se může s prospěchem užiti subtraktivní 
transformace příslušného determinantu, anebo možno si pomocí 
vzorce (4) zjednati pro tato čísla rekurrentní formule. 

Z tohoto vzorce plyne totiž pro n = 1, 
i 

J ] ICP = 1P = 1, 
* = i 

takže 

1 _|_ (P)l_ o ІP)s и | (p\ 

Dosadíme-li do (8) postupně za p — 2, 4, 6, 8,..., obdržíme 
dostatečný počet linearných rovnic k určení čísel B. 

Ke konci uvádím hodnoty několika prvních čísel Bernoul-
liových, jak je uvádí Dr. B. Sporer ve zmíněném spisku 

» - 1 » - ! " " » - ! B - 1 R - A fí - 6 9 1 

-"i — « ' -°2 — on ' Ds - AO » •"* — an ' -°s'— «« » ^e — 6 2~~30' 8 ~ 4 2 ' 4 — 30' 5 — 66' 6~ 2730 

B —_L « — _ § _ ! R _ 43867 _ 174611 
-*T — 6 ' 8 ~ 510 ' 9 _ 798 ' 1 0 — 330 ' • • « * 
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