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Krivka y’ = »"
Emanuel Klier, Plzeii.

Uvodem pripomeiime nékteré vztahy. Plirozeny logaritmus
komplexniho &irla z = gei? = geiv+2a) = o [cos (p + 2tm) 4
+ isin (p + 2in)] je
logz=1log o+ i(p+ 2x), logg=Ilog|z|, t=0,41,1+2...
Proo=1a g+ 2n=2xresp. ¢+ 2n= (24 1) = je

log (4+ 1) = 2lni, log(—1)= (214 1)m
a log kladného & zdporného é&isla redlného x je tudiz
log z = log | | + k=i,

 kladné

.2l 0 5
kde k= 21 pro x zéporné’ 1=0.1.+2...

Piipometime je$t& definiéni rovnici
2 = ¢log?,
Abychom nep¥ehlédli Zidné okolnosti, kterd vede k mnoho-
znadnosti logaritmu, piSme pro redlnd z =% 0. y +0
z=glz|, y=alyl, o*=¢g'=1
pii demZ oznadme
2l

. . 2mm
log &y =i = (g4 |y J08 & =hmi= 0" 4y
prose =T |-

Definice kiivky y¥ = 2. K¥ivkou o této rovnici budeme na-
zyvat onu mnoZinu bodu realnych, jejichz pravohlé soutadnice
spliiuji tuto rovnici.

Vysledek operaci y¥, 22 nemusi byt realny.!) Obecné bude
komplexni. Pime proto rovnici

y = .
ve tvaru
ezlogz — 5 — elqu+i(w+2pn)’ eVlogy — 5 — gloge+ilp+2gn)
¢ili -
z[log| x| + kyri] = log ¢ + 4 (p + 2p),
yllog |y | + kpmi]l =log e + i (¢ + 2¢7).

1) Ulohou, kdy 2 je reilny vyraz, zabyval se prof. dr. Karel Dusl

ve dlénku: K teorii exponenciéin{ funkce 2 v Casopise p. p. mat. a fys. 54
(1925), &. 3. .

-
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Srovnanim redlnych a imagindrnfch &ist{ dostdvédme
zlog |z | =loge @) akyt = @ + 2pn @)
ylog|y|=loge Yk = @ + 2q7
Vyloudenim ¢ a ¢
zlog|z|=ylogly| (3) br—ky=2mn=p—q (3)
Misto (3) lze téZ psati
lylP =]z (=) 4)
Tyto vysledky dostaneme pfmo touto dvahou: Mi byti
(& | ¥ ¥ = (g, | ). To viak vyZaduje rovnost absolutnich hod-
not a rovnost mocnin jednotky, t. j.
lylP=|2|*=0p, &f=¢g?%=¢llotn

a z toho za pouZiti relaci pro log &2 rovnice (2') a (3').

Nyni miZeme vysloviti definici kFivky y? = z® té% pondkud
jinak: je to mnozina on&ch redlnych bodu (z, y) kiivky (3) (&ili
kiivky (4)), které pfi vhodné volbg celych &isel &, ky, » vyhovuji
rovnici (3'); pfi tom jsou ky, &, » libovolna é&isla celd, vézans
pouze touto podminkou: je-li « kladné (z4porné), je &, sudé (liché);
je-li y kladné (zaporné), je k, sudé (liché). Je to tedy mnozina real-
nych prisediku kiivky (3) (resp. (4)) s pifmkami (3°), pokud oviem
tato rovnice pifmku urduje (vyjimku &nf ptipad &, =k, =n = 0,
o temi pozdsji).

Vy#etfeme nejprve vlastnosti a prabsh kiivky (4).

Parametrické vyjadieni. Hledejme pruseéiky kfivky (4) s pi{m-
kami y = Az (v uvahu piichdzeji pouze hodnoty z 0, y &0
a tedy i A 30— pro = 0 nebo y = 0 nemd totiz logaritmus
v rovnici (3) smyslu); pro 4 =1, t. j. ¥ = x (== 0), je rovnice (3)
vidy splnéna; stadi tedy vySetfovati jesté hodnoty 4, rizné od 0
aod 1l Jest |y|=|4].|z]|; rovnice (3) pak divé

Az flog | A| +log|x|]==xlog| x|
Predpoklidddme-li z od nuly rizné, dostaneme z poslednf rovnice
A 1
(2] =14 adéle |y|=]|A[lz|=]2"" (8
Abychom obdrieli vyrazy pro soufadnice v jednotlivych kvad-
rantech, nésobme posledni rovnice &, resp. &,
A 1
=g [T y=gli[7 ()
takZe pro body v prvém a tfetim kvadrantu plati & = ¢ = £ 1,
t. j. *

i 1
=17 y=+ (2 L=i>0 )
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a pro body ve druhém a &tvrtém kvadrantu pii ey = —e = F 1
A 1
s=F 2, g==+ i L=< (8)

Horni znaménka plat{ pro prvni resp. druhy kvadrant, dolni pro
tieti resp. tvrty kvadrant. Stadi tedy vySetfiti kfivku (5) pro
420, Pro jednoduchost vynechme znameni absolutnich hodnot
(povaZujme z, y, 4 za kladné) a sledujme pouze v prvém kvadrantu
kfivku sloZenou ze dvou vétvi o rovnicich

= 1
x = A4 y = A (9)
z= A_ILH, y= e 9)
&ili Y = a*t* (9
pongvadi v (8) je % =—]4].

Z poslednich rovnic plyne ihned jedna vlastnost kiivky (9”).
Zaménime-li totiz A za 1 zamén{ se v kazdé vitvi « za y a opadnd.

T
Kiivka je tedy soumérnd k piimee y = x. | Zdménd 4 =% =

%)

tge
%9, —i— odpovidi zéména tg ¢ za cotg ¢ = tg (—g-—qa)]

Zv1atni body. Rovnice (9), (9') pozbyvaji vyznamu pro né-
které z hodnot 4 =0, 1, co. Pfisluiné limity muzeme stanoviti
nékteré ptimo a nékteré derivovinim &itateltt a jmenovatela dle i
z rovnic (9) (9') psanych ve tvaru:

log z = ILOEL, log y = %; log 2 = ——llﬂ,
S | = +1
i P (10)
log 1
logy = T 7
Derivovinim dostaneme
limlog # = —lim 4, limlog y = —1lim i‘.
1501 Al A 10°
L o)
lim 1 =1lim 4, lim 1 =lim 7
m ()g x ;_]}nu :_I,leg y 1m l

3) Je zajimavo provést tivahy v systému otodeném o 45°.
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Ostatn{ limity plynou pifmo z (10). Celkem pak mime:

A - 0 1 0

L vétev (lim 2 1 e1==03679 0
im y 0 ! 1 1))

II. vétev flim z 1 1 0

{lim y 0 1 1

Prohlisfme-li tyto hodnoty za ,,pravé hodnoty*, pak nase kiivka
je vSude spojita®) a ob& vétve prechazeji (bez hrotu) v sebe v do-
ty¥nych bodech na osich, jak dale potvrdime.

Telny. 1. Ze vzorci (9) (9') (9”) najdeme logaritmickym deri-
vovanim:

d_x=+xl:F}l+log}.~d_y=l_l:F).j:llogl’
ai— = (1 F a2 di 2 (LF 42
dl_:t1+loga: (12)
de  —1+4logy
a (pokud A # 1 pro prvni vétev)
d 1F At Alogi , ,
£=i 13F}.+loggl‘ (12)

Pii tom plati horn{ znaménka pro prvou vétev (9) a dolni pro
druhou vétev (9').

2. Z posledntho ze vzorci (12) je zfejmo, Ze pro obd vétve je
dy
dz

= o0, Osy jsou tedy spoleénymi te¢nami obou vétvi

pro =1, y =0 lim == = 0 a rovnéZ pro obé& vétve pii =0,
dy
o
a v dotynych bodech ob& vdtve spojité v sebe piechazeji.
3. V bod& (e, e—1) pfijmeme opét limitu za pravou hodnotu
pro prvou vétev
fim % jim 184 =1, (12%)
i AT 1 1 il
—1+ T

y=1Ilm

Pro druhou vétev je v bodé& (1, 1) g—‘: =—1

4. Pro prvni vétev nemiZe nastat pifpad g%= 1, nebot' to

by znamenalo log A = 0. Ale A =1 je na této v&tvi jen v bod&
z =y =-e"!a v tom jsme pfijali za smérnici teny — 1.

3) Viz Ed. Weyr: Diferencidln{ pofet, str. 224.



Na druhé vétvi viak g—:— =1, je-li dle (12')

—1—A42logA=1+4+2+1log2
&ili
2(1+4)_
——ﬁ— lOg A (13)

Poloime A = e—2 a pak (13) znf
& = Cotg £. (14)

Této rovnici vyhovuje dosti pfiblizng & = 1.2 a tedy A, = 0,0907
a z toho #; =1,22 y, = 0,11.

Rovnici (14) vyhovuje viak také 4, =/li' jak se snadno

presvédiime. Je tedy A, = 11,02, 2, = 0,11, g, = 1,22,
5. Volime-li pro druhou vétev x; = e—!, bude dle tieti z rov-
nic (12) dy = 0 a obdobnd pro y, = e—! bude dz = 0, &ili bud

l+%=logl nebo 14 1= —log4.

Opét snadno shleddme, e spliiuje-li prvni rovnici 4, == 3,59,

spliiuje druhou A.=Tll = 0,279. Tomu odpovidajf soufadnice

Y = 4z == 3,591 = 1,32 = z,

V téchto bodech nabyvé y resp. z maxima, jak bychom potvrdili
z druhych derivaci.

Zobrazeni k¥ivky. K sestrojeni bodu kiivky méme jiZ sou-
fadnice a tetny nékolika bodu. Pro dalsf libovolné A poditdme sou-
fadnice z (9), (9') a uZivajfce soumé&rnosti kiivky sestrojime dal¥{
body.

V obrazci je prvni vdtev (9) vyznadena plng, silng, druhs
vétev (9') derchovand (teSka &irka), silnd. V celku podobd se
kiivka elipse o stfedu na ptimce y = x a dotykajici se soufad-
nych os.

Pro srovnin{ je v obrazci zakreslena slabd plné kfivka
ly|=|2z]|* a slabé &erchované |y | = |« |—*%, jimiZ se zabyval
v difve jiz zminéném é&lanku prof. dr. Dusl.

V daldim vritime se op&t k piesnému vyznadovini absolut-
nich hodnot. Dle rovnic (7) (8) dostaneme skutedny pribsh
kfivky v jednotlivfch kvadrantech takto: K prvé vétvi (9) se-
strojfme dle podstku stfedové soumérnou k¥ivku ve tietim kvad-
rantu. Druhou vétev (9') zrcadlime dle ¥ a X a dostaneme kiivky
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ve druhém a ¢tvrtém kvadrantu. V druhém az stvrtém kvadrantu
je vyznagena kfivka silné darkované.

Z kiivek | y | = | « |=* odvodime piisluiné kiivky v ostatnich
kvadrantech jednak zreadlenim horni vétve dle 1" a pak zrcadle-
nim této vétve a plm- vytazené vétve v prvém kvadrvantu dle
osy X. Ve druhém a7 &tvrtém kvadrantu je kiivka slabé ¢irkovana.

Souvislost této kiivky s ndmi uvaZovanou je zfejma, Vede-
me-li pHimku y =a. protme kfivku - % v bodech. jejichz
tsetky z udinfme pofadnicemi nad jednou z usedek 2.

y -0
Phaa N
P -
P . {/’4‘ <
rd \ RN
/ s /
o RN
. / ! \\
R,
I \ o
\,
L h N : o g x
2 RS ’ TS
' \\ H \\
\
e Ny }
. Lok -
“\ H
N ; ]
. A - /
Ny )4 4
¥ /‘;1.
Ay . N
\\\ : // N N
d--

Je zajimavo. Ze piimka vedens pod dhlem malo odlidnym
od — 43° ve vhodné vzdélenosti od potatku protne nadi kfivku
ve ¢tyfech bodech a piimku y = . kterd pfedstavuje nezajimavy
pHpad kiivky g¥ = 2% v patém bodé.

Kfivka y¥ = a%*. Pomoci 1 lze vyjadfit soufadnice bodu*
Avsak rovnice (2') resp. (3') omezuji volbu 4 a tim jsou pifpustny
jen uréité body prostudované kfivky jakoito body mnoiiny
(kfivky) y¥ = 2% Samoziejms y== je jedna vétev spojita.

1. V prvém kvadrantu miZeme zrudit omezovaci vyznam
rovnice (3'). MiZeme voliti &, = £y = n = 0.4) Pak (3') je splnéno
pro jakékoliv 2.y a v prvém kvadrantu je plné silné vytaZend

4) Tim oviem volime z obeend h &né iny kladné jednotky
pouze + 1, t. j. uvaZujeme absolutni hodnoty.

Casopls pro pstovini matematiky a fysiky. D2 D17



daldi spojitd vétev kiivky y¥ = a®. Obeend jsou soufadnice této

vétve iracionilni &isla. AvSak pro 4 =

7 ? i dostdvime pro sou-
Fadnice horlnoty raciondlné

L , E2 7 145 s
L TER -"‘(m) 728

PovaZzujeme-li body na osiich za prvé takové body. pak druhy pir
dostaneme pro j — 1 a hornf znaméuka. resp. j = 2 a dolni zna-
ménka x = {.}; y = 1. . Dal¥ takové body se¢ kupf stile hustéji
po obou stranich bodu (e—1, e=?!) s rostouefm j.

2. Mi-li byt z. jakoito vysledek operaci yv. +# redlné, kladné,
musi byt ¢ = 26z, P’ro hody ve tictim kvadrantu & = 21 4 1.
ks — 2m + 1 a tudiz (2') zn{

2 _ 2 . e+

T Im+1 “TrEm+)
Dle piedeslého vime. %¢ existuji racionilné hodnoty pro x. y
v prvém kvadrantu. Ponévadi ve tfetim kvadrantu je kiivka
stiedové soumérna s kiivkon v prvnim kvadrantu. musf také miti
ve tietim kvadvantu body s raciondlnimi soufadnicemi

jo\ i\ a7

x — (= y=——=] - 7

(; E 1) ==+ 1) )

Yolba j je viak omezena rovnicemi (16). Volime-li j sudé a hornf

znaménka. nebo j liché a dolni znaménka v rovnicich (17), je
rovnicim (16) vyhovéno.

Tim vycerpali jsme racionalné hodnoty z. y v prvém a tictim

kvadrantu pfi 2 = —j:— Pro jind 4 dostivame z, y iraciondlnd.

X (16)

T
3. Volme p = ¢ v rovnicich (2'), t. j. » = 0 ve (3') a dle téke
rovnice je

v 1. kvadrantu pro 2 = ,—f‘
2A+1
2, [ tH A— "‘2—;—
. 241 (18)
3. » n A= 3+ 1
R 27
4 e ~ 2m 4+ 1



Pro amplitudu = je dle (2%)
¢+ 2px kT - yhea (19)

4. Je-li v rovnici () &y (nebo £,) - 0. pak muZe byt  (nebo y)
iraciondIné &fslo i pii# 3= O a pii y (nebo ) racionilném, daném (2°).
Ye drubém kvadrantu muZeme voliti &, 0. Pak a
P

| ] _:_l—l I rovnici (8) je dino 2 & y. Vedeme-li tedy ve drubém

<.

kvadrantu pimku rovnobéZnou s Y ve vzdilenosti T__:—l protne
na# kiivku v bodé, ktery nilezi mnoZiné y¥ — 2%, Dile je die (2')
¢ — — 2gx. tedy z redlné kladné.

Obdobn¢ je tomu ve étvrtém kvadvantu pH & = 0. Musi

2n

b)t Yy - m_ﬁ
v bodé mnoZiny, pro néjz x. A jsou dany rovnici (7).

Pro takové pFimky. rovnobdiné s osami. dostdvime troje
fedeni sphiujici rovnici a® — g¥. a to dvé na kiivee a tietf na
pifmee y = a.

‘. piimka rovnobéina s X protne kiivku opét

Pozndmka. Dle uvedeného je ziejmo. Ze nelze jednati obeenéd
o teéné¢ kiivky y¥ == 2* (krom¢ prvnfho kvadrantu). nebot ne-
existnj{ dva soumezné body. nybrz jen libovoln¢ blizké body
viude husté mnoZiny. piisluiné ruznym vétvim logaritmické
funkce.5)

Piiklady. 1. Volme 2 — 2. t. j. # - 1. y —§. Jak snadno

4 —_— Y_
také pimo potvrdime, je (* )% = (4)'v Pii tom T JT=1.
2.10% 1 . 5 .
Kdybychom volili 42 —= —W—f—Ll (takZe 2 se blizi 2 s libo-
volinou piesnosti volbou dosti velkého 2) existoval by bod ve
tietim (n prvém) kvadrantu. ale nikoliv pro 2 = 2 a také ne pro
A=1. .
2, Pro i.——i lﬂ? existuje bod ve druhém kvadrantu
2 \sudé

2

|

3 — 3 Vg -
ajea —J2 3/=‘;‘V2 a tedy (—2) I2=(é)l“. Rovnost
- 4
absolutnfch hodnot snadno potvrdime. Pro amplitudu méme

%) Viz poznémku ve Whirtakerovd: A (ours of Modern Analysis,
ste. 107 o funkei y = 2*.
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¢ + 27an — ‘E('.’l + l)a= }V:J- 2z a tedy musi byt — (20 +
1

+ 1) =m. Tak na pt. I=0 m=—1, (— U_TE —(+ 1)11‘-

Obdobné bychom nalezli pro bod ve ¢tvitém kvadrantu pii

3
i -—=2z= iv:?, y=—v2.

3. Pro pfiblizné fedeni uzijme diagramu. Volme na pi. z, =
=—12=—4 Dle diagramu je y, = 0.09, Vodorovna vedeni
timto bodem protne v prvém kvadrantu kiivku v bods x, = 0,71
(3 ==0,09) a piimku y =2 v bodé 2, =0.09 =y, Je tedy
priblizng

(— L,2)72 = (0.09)°® = (0.71)07

jak se snadno piesvédéfme. Hodnoty z diagramu odeétené muzeme
podtem déle zjemniti.

Vzdavam srdedny dik p. prof. dr. Jarnikovi za rady a pokyny.
které mi poskytl pfi této prici. N&které avahy jsou pak jeste
podrobnéji vyloZeny a prohloubeny v nasledujicf jeho pozndmce.

Plzett 3. V. 1940.
Kreslll Em. Klier. Archiv JOMF.

Poznimka, Utelem této pozndmky jest, doplniti nkters avahy-.
které v piedeslém &lanku p. ing. Em, Kliera jsou spi¥e jen na-
znadeny. K¥ivka y¥ = 2% je tam definovdna jako mmoZina ondch
redlnych bodu (z, y) (x + 0, y + 0). je% pfi vhodné volbd celych
¢sel k. by splituji rovnici

exloga| +&mi) — gnllog|y|+kemi) (20)
pii demi ky, ky jsou libovolnd celd &isla. spliiujici podminku:

4) je-li # kladné (zdporné), je k, sudé (liché);
( je-li y kladné (zaporné). je k, sudé (liché).

Tuto definici je zfejmé moino piepsati takto: Kfivka ¥ = =

je mnozina on&ch redlnych bodu (x, y) (¢ # 0. y = 0), jeZ pii

vhodné volb& celych ¢&isel &, k.. =, spliljicich podminku (A).
vyvhovuji rovnicfm

zlog|z|=ylog|y, 3

' b — kyy = 2n. (3)

Jedna &ést této kiivky je {rividlni, toti pifimka y = 2 (z niZ je

oviem vylouden bod (0, 0)); nebot rovnice (3). (3') jsou splnény

pro £ = y = 0, ky, = k. # = 0. Reden{ rovnice (3) proved! p. Klier

takto (viz jeho rovnice (7). (8)): V 1. a 3. kvadrantu je Feleni
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rovnice (3) dino parametricky ve tvaru?)
7 1
x= AN y—Adr=_2T0~0 i£1) (7)

kde horni (dolni) znameni odpovidd 1. (3.) kvadrantu. V 2. a 4.
kvadrantu je feSenf rovnice (3) dino parametricky ve tvaru
(v Klierové rovnici (8) pisi — 2 misto 1)
2 1
z=FA 4 y —r AR (> 0). (%)

kde hornf (dolnf) znamenf odpovidd 2. (4.) kvadrantu.?) Jde jesté
o to, které z bodu ktivek (7). (8') hovf té% rovnici (3') pfi vhodné
volbo &isel ky, k. n.

o L V 1. kvadrantu (k. ky sudé) smime voliti &, =ky=n =10
a rovnice (3') je splnéna. Tedy: ona édst h¥ivky ¥ = a®. jel lefi
v 1. kvadrante. je dina rovnicemi (7')%)4).

II. 'V ostatnich kvadrantech je aspoii jedno z &isel &;. &, liché.
tedy == 0 a rovnice (3') po doxazeni z rovnic (7°). (8') znf%)

-
ITh(ky + Aky) — 2n: (21)

i kazdé pifpustné volhé é&sel &), L,. m mé tato rovnice (pro ne-
zndmon 1) nejvyse spotetné mnoho kotenti. V 2.. 3. a 4. beadrantu
obsahuje tedy krivka y¥ = a® jen spodetnow mnoZinu bodu.') Tyto
body leti v¥ak viude husté na kiivkdch (7'), (8')3). nebot rovnice (21)
je splnéna pro n = 0. zvolime-li za 4 libovolny kladny zlomek
A= & ky/ky. kde celd &fsla k). X, jsou vézina jen podminkou (A)
a pro 3 kvadrant jesté podminkou 4 = 1 (viz Klierovy rovnice (18))
(Vysvétleni: kazdé kladné &islo 4 lze vyjadFiti jako limitn vhodné
posloupnosti hodnot 4 pravé popsaného tvaru 2 = 4+ & /k,. Z toho
ihned plyne: kady bod kfivek (7°). (8')3) (odpovidajici zcela &bo-
volné pripustné hodnoté ) je limitou vhodné posloupnosti bodu.
odpovidajicich hodnotém Atvaru 4 &, &, a leficich tedy na kiivee
yw=2a% T. j. katdy bod kiivek (7'), (8')%) ide limitou posloup-
nosti bod#, lezicich na Liirce y¥ — 2% To je obiirny vyklad slov
, viude husté®.) :

III. Které jsou raciondlni body kfivky y¥ = %, t. j. body
8 obéma raciondlnimi soufadnicemi? Jsou-li z. y raciondlni, je
i 24— 4+ y « v rovnicich (7’), (8') raciondlni. Budiz tedy

1) Nehledime-li k bodum pFimky y — 2.

%) Mocniny ¢&isla 4 beru kladng.

3) 8 pfisludnym znamenfm.

4) Poznamenejme, fe p¥i nadi volbé k, = ky = 0 jsou ob¥ strany
10vnice (20) kladné.

5) Misto n piSi po pripadd — n.



i—=pq (pg cela. kladnd. nesoudélnd) (22

a vydetieme piedeviim. kdy Eislo y v rovnicieh (7°) resp. (8) je
raciondlni (potom té% x = _ y 2 bude raciondlni). Zatnéme s 2.
a 4. kvadrantem. Podle (22) a () je

L
P
" (—fl‘)

a toto éislo ma byti raciondlni. Jezto &sla g, p ¢ jsou nesou-
delnd. je k tomu nutno a ~ta¢i. aby bylo p m? 2. g yp¥e
(m, # celi kladnid).®) Kdyby hylo m 1.t j. m =2, bylo hy

p e 1o (” : ") T ... ~p =q. co% neni moZno:

tedy m 1. p L a podobne ¢~ 1. tedy Z—1 a podle (8)
x-—- 4 Loy 1; mimo to viak md byti spinéua rovnice (3'),
t.j. (k4 k) = 2w, cok neni mozno. jeito jedno z Cisel k. ks
je sudé a jedno liché, Kiirke yv - - 4% nemd tedy v 2. a L kradrantu
raciowilnich bodu.

V 1. a 3. kvadrantu je 7+ 1.2) Jezto kiivka »7 a9 picjde
sama v oaebe. vimenim-li o & gy oa tedy 248 1A staéf uvaZovati
0 2~ 1 (oviem do v¥siedku putno pak vedle nalezenych hod-
not i diti i jejich pievratné hodnoty). Budiz tedy % < 1. t.j
p << gq: podle (22). (7) je

_q4
Ly 23
-y (q) (23)

a toto Gislo ma byti raciondlni; jako diive plyne odtud p — @22,
q=b1"P (a. b celd kladnd), a oviem b > a. tedy b = a + 1. Jest
g>p tedy g=p+1,t.j. budto g=p-+ 1 ncho ¢ >p— 1.
Kdyby bylo ¢ > p 4 1. bylo by

g - P> (a— P> b 4 (q—lp) =1 ((1 2 P) nt P2~
SatP (g Pz atP g p prg—p—yg

t. i. ¢ > q. coZ ic nemoino: tedy ¢ p = 1 a v dvabu piichdzeji

pouze hoduoty 2 =—— (p — 1.2....). Potom viak vskutku

(viz (23). (7)) ¢&isla

- €) Ulhiviim tto véty: j“-‘-li a nesoud®Ing s b, p nesowd&ng ~ g (h> 0,

p>0.¢ . 0), jo islo (B) b Laciondni tehdy o jen tehdy, jelip i g h-ton
macninou celého kladného Eisla.
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P »El , . P »
y (])—I) . r Yl (p———_l (24)

jrou racionini. Jde jesté o to. pro které z téchto hodnot 7 Jze vy-
hoveti rovaici (37). V1. kvadeantu lze zvoliti £y, ks a0
arovnice (3) jo spinéna, Vechny raciondlnt hody kiivky v a=

» 1. kradhantu?) jsou diny rornicemi (7')%) pro hodnoty 7 :I‘_I,
1
p+1
A = —— L2,
A P )

Ve 3. kvadeantu je &y 20+ 1 by 2m = 1 a rovniee (3)
mi podle (24) tvar

, ) _r_ Y, 1 » 2 1 2
(” rh l) 20 + T l(.m. - 1) 2n
a jde o to. zda muzeme celd Eisla 4, m voliti tak, aby levd strana
této rovnice byla celé Cislo sudé. Tato levi strana jest

PL2Up N mp)4 1] o=
T e ' =

Je-Ji p liché, je ziejmé &itatel lichy. jmenovatel sudy a vyraz (23)
tedy nemwze byti celé &islo. Je-li viak p sudé, smime voliti

L—m L ((p~ N)ptl—1)

(nehot posledni vyraz je celé ¢islo). Potom vyraz v (23) v hranaté

zivoree bude roven 2/ 1 (p + 1)P*+1 a cely vyraz (23) bude

vekutku roven sudému ¢islu p?. ‘Tedy: Raciondlni body Iifivky

¥ a® v 3 kradrantu jsou ddny') rovricemi (7')%) pro hodnoty
2r 2r +

3 . A -(r L2...) ?

G S )

1V, Levd (a rovnds pravd) strana rovnice (20) nemusi byt
reddnd, i kdyz 2. y jsou redlnd &isla. Oznadéme pismevem M mmno-
7inu ondch redlnych bodu (2. %) (¥ £ 0. y $£0), pro né jest
mozno zvoliti &isla &,. Ly, vyhovujici podminee (A) tak. aby ne-
jenom rovnice (20) byla splnéna. nyhr% aby nad to obé strany této
rovnice byla redalna ¢isla; piti tom body piimky y = & (jeZ lze snadno
diskutovati) nepocitejme do mnoZiny M. K tomu. aby obé strany
rovnice (20) byly realné, je ziejmé nutno a stadi. aby bylo

Iha  a ky b (&b ccli disa). (26)

?) Pornamoncjme, %o pE nndi volbd p=2+ & k,—2 L1
(p . l)"“ vyjdou obe strany rovnice (20) kladné, nebot podic (24) je
kye (» 1).p? a to je sudé Vislo.
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Podle ). 7) leZi vdechny body kricky y* — % < 1. keadraniv a vdechny
raciondini body této kiivky = 3. kvadrantu r mmoiné M. Naopal.
v¥echny body mmoing M. leZici v 3. kradrantu. jsov raciondini;
nehot' v 3. kvadrantu je &, 5= 0. &, = 0 a tedy z rovnic (26) plyne.
e v aky, v ak, jrou raciondlni.

Vysetiujme 2, kvadiant. Body mnoziny M. lezici v 2, kvad-
rantu. jrou hody kiivky (8°) (s hornim znamenim). hovici vedle
toho pii vhodné volbé &isel n.a. b, k. ky rovnicim (37). (26}, Pk
tom nemohou hyti ohé &isla k. &y ruzna od 0. nebot potom
hy podle (26) hyla éista &« ky. y  ajky raciondlni. ale podie 111
neni Zidny hod kiivky ¥  a% v 2. kvadrantu raciondlni. Je#to
v 2 kvadrantu je & - 20 -1 2 0. musi h¥'ti &y = 0 (coZ je do-
voleni  voiba)®):  potom  podminky  (3’). (26) s¢ redukuji na
ey el ke sudér. eoi divi (jezto ma byti a - 0) pod-
minku

2n ! 1.2 27

&x Nt (n. L2030 (27)

Mimo to ma hod (a. y) oviem lezeti na kiivee (8'). Tedy: Body

mnoiny M v 2. kvadrantu json pravé ony body (. y) kiivky (8)

& hornim znamenim), pro jejich= divecku a plati rovnire (27). Body

ve 4. keadrantu dostanu oviem tak. ze ryménim x 2 y. Tim je mno-
zina W aplné pop<ina.?) V. Jarnik.

%) Podminka L, 0 ukazuje, % pravi (@ tedv i levd) strane rovaico
(20) jsou klainé,

?) Podle poziimek $), 7), 8 lze v hodech mnozing M voliti &y, by tak.
aby v rovnici (20) hyln levd i prava strana nejen redlnd. nybri dokonee
kladnd. Pro body plimky # = 2 v 3. kvadrantu neni viak tento vsledek
spravay, Na pf. pro » =y 1 je

208 £l hixiy =J| 3—3hT,

kteryzto vyruz lze sice udiniti 1cdlnym (zvolim &y ddlitelné tiemi). ale
nikoliv Kladn¥m (je%to by, musi beti liché).
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