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GASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY A FYSIKY

CLANKY A REFERATY.

O k¥ivkach konchoidalnich,
Dr. Jan Schuster, Praha.

1. Pfedmét nésledujici price jest uréeni kiivek, ve kterych
tétivy vedené danym bodem (pdlem) maji stalou délku, a pro né-
které udat i zobecnéni afinni a projektivni.

Jako prvni piiklad uvazujme kiivku v Cartesiovych soufad-
nicich tvaru '

Vnt+2 + Vnt1 + v = 0, (1)

kde vz znaéi funkei stupné £, homogenni podle z a .
Protnéme kiivku pfimkou

y = tx, (2)
éim% vznikne rovnice druhého stupné v zx: '

) X2Unt2 4+ TUn+1 + Un = 0,

kde
Vk
Odtud
xl’Z = [— Un+1 :i: Vu2n+1 _— 4unun+2] : 2u11,+2. (4)

Znadime-li b délku tétivy na této pi¥imce a omezenou kiivkou,
dostaneme .

b= (2, — x,) Vl + 2= l/l + 2. Vu2n+1 — 4UnpUn 2  Un+2.
Tato rovnice ukazuje, %e jedna z funkef u jest uréena ostatnimi
dvéma, je-li ddno b, na pf.

b2 :
Un = (u2n+1 — ——— Un+2%)] : dUn e

1+

Vylouéenim uy z rovnice (3) vznikne
2

(2xUn+2 + Un+1)? = [T Un +22
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a odtud zpétnym zavedenim funkei vz obdrzime
(2vn+2 + Vn41)? (22 + ¥?) = b2vn42%

Tato rovnice ukazuje, %e vn4+1 nemtze byt obecné nulou.
Kdyby vskutku vymizela, piesla by rovnice v poubou z? 4 y* =
= }b?, coz je pripad kruZnice jako konchoidy bodu.

Dalsf nejnizsi moZny stupeii je étvrty. V ném se nabizeji dvé
moznosti. Bud

vnie = & (@2 + 37),

(20 (#® + 9°) + Vn41]? = b%2 (2* + y?).

Vn+1 = 200,

pak
Je-li

jde o Pascalovu zavitnici
[2* + 9? + azl® = 1% (a* + ?)

a pro b=2a v kardioidu. Obecnéji muZe byt v,t1=« (cx+dy).
Druhy piipad by byl

x . z 2 x?
Uniz = = Unt1, b o (2 - T 1) (22 +y%) = b,
nebo
(22 + a)* (a2 + y7) = b2,
coz je konchoida p¥imky, &ili Nikomédova konchoida.
Jeji obecnd rovnice vyzaduje

- mx + py
a

Unt2 = Un+1,

tedy
(2mz + 2py + a)? (2% 4 y?) = b% (mx + ny)*
Ze tomu tak je, zjisti se snadno, uréime-li geometrické misto
stiedi stejnych tétiv vedenych z téhoz bodu. Toto uréeno rovhicemi

T+ Ty Untr X Vi
2 2Un+2 2 Unt2

y=1tx, x = podle (4).

Ale odtud méme rovnici .

2Vnt2 + Viy1 = 0.
Kdyz sem zavedeme hodnoty z uvaZovanych piipadd, vidime, Ze
v Pascalové zdvitnici je Hdici k¥ivka
20 (2% + y?) + 20cax = 0,

: 20 (22 + y?) + « (cz + dy) = 0,
tedy kruZnice prochdzejici pélem.

obecnéji
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Ve druhém p¥ipads, jeito se vn41 zkrati, je zédkladem p¥imka
2x +a =0 resp. 2mx + 2py + a = 0. Je-li zdklad parabola
y* = 3ax, je vni2 = Y2, vny1 = ax, a rovnice konchoidy (2y% +
+ ax)? (2% 4 y%) = b%y*, tedy jde jiZ o rovnici stupné 6.

2. Nyni uvazujme tkol obecné&ji. Kiivka ¥idici m&j rovnici

Vnt+k + Untb—1 + ... F+02=0 (5)
a pol bud v poditku. Ukol se stane zcela aritmetickym, kdyz
zavedeme
Uk = Vi AT,

takze

x’“uk + a:"—luk_l + ...+ Uy = 0 (6)
a kdyZ pridruzime k této rovnici novou stupné 2% s kofeny x; + 8,
kde g = 71_3_—72 a b je délka tétiv na paprscich y = ta kiivkou
vytatych.

UkaZme jednoduché pripady. Bud k = 2 a znadme U; koefi-
cienty pfidruZzené rovnice. Pak bude

Us : Uy =—2 (2, + x,) = 2uy : uy,
2 . WP | 2u, .
U,: U, = (2, + x,)% + 2z,2, — 28 =F+?_2ﬁ’
2 2
2ugu. 2u, 2
U, : Uy=—[22:%, (2, + 2,) — 2 (2, + %) f?] = u‘;21_ ’ulzlzg >

N A L Y B
Up: Uy = 28— B 5 + 2P 4 .
Hledan4 rovnice je tedy

o 2y [ty T o] g o[22

Up? Ug Ug? Up?

U? oy [ Uy .
Do g g0 =0
+ ug? p (u22 Usp +#
a po opétném zavedeni funkei v bude po uspofdddni rovnice

2% (Vnt2 + Unt1 + Un)2 — 2B%nt2 (Vnt2 + Vnt1 + Vn) +
+ B2yt — P22 (Vn41% — 4Vni2Vn) = 0.

Kdy% nahradime g hodnotou bz : sz -+ 42, bude
[(Vn+2 + Vnt1 + va) (22 + ¥2) — b2y 4 2] +

b2 (4VnVn+2 — Vn+1?) (22 + ¥?) = 0.

Vidime tedy, %e k dané k¥ivce stupnd n pfidruZend l'ionchoida je
stupng 2 (n + 2), ktery se sniZf jen tehdy, obsahuje-li vns faktor
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2% 4 y?, t. j. jde-li o k¥ivky cirkularni. Na pt. pro kissoidu
z (224 y?) —ay® =0 je vpi2 =0, voy1 = z (2% + ¥?),
Vn = — ay?, ’ :
a piislusnd konchoida
[z (2 + ) — ay’) = b (2 + ¥)
ma stupenl 6 misto 10. P61 je v bodé uvratu kissoidy.
' Bernoulliova lemniskata mé
Vnt2 = (22 + ¥?)?, Vny1 =0, v = — 2a® (2® + ¥?);
jeji pridruZena konchoida je
[(2® + 9)* — 2a° (a® — y?) — b* (a2 + y2)]* = 8a%? (a* — )
(jeji pol je ve dvojném bods).
Pro piipad k = 3 obdrzime pro koeficienty p¥idruzené rovnice
hodnoty:
2u,

US:U6=_'2(x1+x2+x3)=7,_

3

2
Uy: Us = (Z2,)? + 2Zwymy — 32 =% + 2 -2 —3f,
3

Us
Us : Ug = — 2 {Z2)% (%2 + @) + 402,25 — 26°22,} =
_ofmt_ U gnt
2 Ug Ug U + 26 us}’

U,  Ug = (Zx2,)2 + 29&1x2x32921 — 282 (Xx,)? + 4f2xxs —

U2 Uy U Uy?
'—4 2 44:——-1 2._.0_2_2 2.2 4 4
pTaym + 4t = U5+ 2 L0 T — 2k o+ 4B

U,: Ug = —2 [m @3 22,7, — 22 (2,2 + @,%) 23 + fr2w] =
Uy i U= 11 (a} — ) =ZT(’:_,32[“_S_2“0_“2] n
. ;
+ﬁ4[“—1— %:]—ﬂ“-

Zde znadi X soudet &lend utvofenych cyklicky z indext 1,2, 3,
IT znadi soudin podle indexu 1, 2, 3. Hledand rovnice konchoidy
je tedy _ s
” {x2 (1 4 Unse + Vnt1 + ’Un) _p (1 + ?ﬁ_—lﬁ)}z_*_
Un+s

Un+3

C ] o Vnt2 ) V1% — 20,
R 2 k| o I i R kY LS et WA L
: . Un+3 Un+s Un+3
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Unt2\ Un+1 Vn+2\ Un Vn+1
+2(1+4+ 2114+ — ) — |+ 22842 | 1— 22=)| — B8 = 0.
Vn+3 'Un+3+ +'Un+3 Un+3 +a%h Un+3 b
Koeficient ¢lenu 242 d4 se psat:
148 Un vn+1: vn'vn+22 g Unt1 _
Un+3 Un+3 Un+3 Un+3
Vp1\2 Un Un 42
—{1— 4 2 .
( ?)n+3) + vn+3( T Un+3)
Spojeni poslednich tii ¢lent da:
pr| — w1 — 1) gpage(y  Pnta)] 4
Un+3 Un+3

+ 4p2at v_’”_ﬂ_ (2 + 'Un+1) g — — g [:1:2 (1 . '0,;.;.1) . ‘32]2_'_
n+3 v Vn+3
48224 n 9 Un+2 .
ot (o4 —UM)

Kdyz nahradime § jeho hodnotou, nabude rovnice tvaru:

[(vn+3 + Vnt2 + Vnt1 + vn) (22 4 y2) — b2 (Va+3 + Vn+2)? (2% + y2) —
— % [(Vn+3 — Vn41) (2 +Y7) — DPonqs]® +
+ 4b2 (22 4 ¥?) n (20n43 + Vni2) = 0.

Piipad k = 4 vede k nasledujicim vyrazim:

2,
U7 . Us _— '74"
. . \
Us: Uy =220 4 12 4 35— 1ope =20 0 upr
4
2“1 o Us  Us [, Ug L U
— : =—21__¢6f_2——(2—4 1242 46 . 68— =
Us:Us 4 613’“4 u4(u+ ﬂ)+ﬂ ﬂm
— g% + Uy + 6/32 :
Uy?
U, : U, = 2uguy + u22 + 2uguy 2u2u4 -|2— Su,? B* + 6p;
- Uy Uy
. o 2uguy + 2uyu Uglly — Uty gy Ug oy,
—U;:Ug=— Uy’ + 4 Uy p*— u4ﬂ:
Qugty + Uy 12uguy— 2Us? [, | BuUsP— 2Uslly A6
U2 : U8 = u42 : ,u42 ﬁ + u42 ﬁ /3 >



— U, U= —o W Pty £ Oy g, P o Gty

Uy Uy 2 ‘ U, 2
6u; . 4u1u2 o | Fusus + 8u,uy . 8u3
w Pt Pt B+ 2 B
U2 U, 2u U, Uy2 2u3u 6u
U U= 2 g oUs g [ Y2 1 o)
0T8T a2 B U2 +8 U2 + u,,

_‘36(’“_32__2%2)_}_’33'

Rovnice pro tsecky je (po Gpravé a zavedeni funkci v a dosazenim
za f* = bt s (a2 + y): |
[(Vn+s + Vnss + Vni2 + Vni1 + V) (22 + %) — b2 (2vn+4 + Un+s +
+ Vnge — Vng1)?]? (22 + ¥%)% 4 b [B%0nis — (2% + ¥P) (2044 +

+ Vn+3 — Unt2) P — b0 [(Vn4s + Vni2 — Vni1)? — D%0ns® —

— 0% (2% + y?) [Vn+3% — 4VpqoVnsa — OVp 1 10n 44 — 16030n 44+
+ 20n+1Vn+2 — 8VnVns3 + 200412 — 4UnVnt2 + Vni1¥a] +
+ 0% (2 + Y [— Vn+s® — 20n13Vny s + Vnys® + 20nyoUniz —
_ 4v,,+1'vn+4 —|— 2vnvn+4] = 0.

Takovym zpisobem by se dalo pokradovat v tvofeni rovnic kon-
choid kiivek vyssich stupii.

Naznaéme vSak obecnou zakonitost téchto utvard, kterou nam
d4 rovnice (6), kdyZ v ni nahradime proménnou z vehcmou z+ B
resp. x — f.

Tim piejde tato rovnice v

up (x 4+ B + wp—r (@ + B+ ... Fup=0.

KdyZ rozvineme podle binomické poutky tuto rovnici i rovnici
platnou pro — f, obdrzime dvé rovnice jakoito kofenové utvary
téZe rovnice pro konchoidu. Proto hned oddélme &ist odpovidajici
sudym a lichym mocnitelim, takZe po piefadéni podle stejnych
mocnin veliéiny g bude

s s
+ Up—1 (k 9 1) b3 4 up o (k _2- 2) k=5 4., ]
+ 54[’“1: (Z) zk—4 —I— Up—1 (kz 1) =5+ | ] + ...

s (7)o ]

+ B2 [uk (l;) =3 4wy (k -3_ 1) xk—=5 ] 4. } 0.
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Znésobime-li ob& rovnice a nahradime-li f2 hodnotou Zb:fz_é
x
i up funkcemi v,,;, bude Yy

{[mk + it . ] F@;—? [(’;) Unir +

4 (k; 1) Vngi—1 + . - ]
+ (xzi*q’y)g[(’;) Onts + (’““4‘ 1) Vngroat .. .]+ . .}2 (2 + y?)

— b2 {[(llc) Un+k + (k _1_ 1) Vntk—1 + - . -]—i—

+x2_f’:?[(’;) Vnsp - (k; 1) et 4 . . ] + .. .}2 = 0.

Tim jsme piechod ke konchoidé od dané ktivky provedli na cestd
zcela raciondlni. .

3. Roziifme pojem konchoid do oboru geometrie afinni a pro-
jektivni,

Jako ukézku moZnosti takového postupu uvazujme kardioidu,
kterou lze, jak vime, brat za konchoidu kruZnice s pélem na krui-
nici a s pramérem kruZnice jako konstantou.

' Vyjdeme vSak od jiné definice kardioidy. Z pevného bodu
kruZnice, ktery zvolime za poéatek soustavy, vedme tétivu, jejim
sttedem odpovidajici primér zdkladni kruznice, a tento pofitime
po tétivé tak, aby priseéik s tétivou piesel v pdl. Ma-li tétiva
smér «, rozdéli se pramér k ni kolmy (sdruZeny) na dva tseky
@ 4+ a sin &, a po posunu do pélu jsou tyto aseky priavodidi nove
kiivky, p¥i éemZ je poldrni thel ¢ = & + 90° resp. & + 270°. Tedy
plati r = a (1 4 cos @), coz vskutku odpovidad kardioids.

Tato definice umoZiuje piejit ke kardioidé elipsy, a to nejen
pro pél leZici ve vrcholu, ale i pro vrchol leZici v libovolném jejim
bods. Tento tkon lze provésti také pouhym rovnob&Znym promi-
tanim cirkuldrni kardioidy do jiné roviny, kterd s rovinou kardioidy
neni rovnobéznd; jde-li o hyperbolu, je nutny postup uZivajici
sdruZenych priméri.

Jin4 konstrukce by byla tato: Z pélu na kuZeloseéce vedeme
paprsek. Stiedem kiivky vedeme k nému rovnobézku, a v prisetiku
této s kuZelosekou sestrojime k této teénu, jejiZ priseéik s paprs-
kem nale#i hledané kiivce.

Provedme popsany tkon na libovolné kuZelosetce se stfedem
na ose z-ové, jdouci potatkem soufadnic:

5
ocx2+2§xy—[—yy2—|—26x-{-2ﬂ7x—y_—_—0,
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K urdeni tsetky stfedu uvazujme t&tivy rovnob&Zné s osou z.
Pro né je geometrické misto stiedii

0
f—_Py+o
«

Prisedik s osou tsebek ma soufadnice: & = ——2—, n =0 (stied
kiivky).

Libovolné seéna, vedend poéitkem soufadnic, y = ¢z, d4 pro
pruseéik

rx=—20 « + pt

oo + 26t + yt*] °
takie jeji stfed je:
s * + Bt Y VIS e ol -
alx+ 28 + e Y o+ 2pt + 28]

Primér sdruZeny se sednou je spojnice tohoto stiedu se stfedem
kiivky; dostaneme pro. n&j rovnici

__ x+ B S
V=" (x+ 06)'

Priisediky tohoto priméru s kiivkou se snadno urdi, prepiSeme-li
jeji rovnici na tvar: :
20 0

o |2+ —x) + 2By |z + —|) +yy? = 0.
Pak je totiz '
0\2 o -+ Bt o + pt\? 0\* &2
x4+ — —2 z+—)=—.
( i cx) ("‘ ﬁﬁ+yt)+y(ﬁ+yt i
Lev4 strana bude mit ve faktoru &itatele, ktery lze psit:
— afi? + oy — 26% + 26yt + ap?? — ypA2,
tflkie Ize vytknout diskriminant «y — 2, a obdrZime:

8\t (ay— B (& -+ 2Bt + pt7) _
(H?)' B + 70 =

xr =

€

a prisediky maji asetky:

__ 9 (B )?
o= Ty E 6]/zx (oy — B)* (& + 2Bt + y22)’
Tato délka je zéroved délka tsetky bodu hledané kardioidy. TyZ
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bod leZ{ na rovnobgice s primérem, vedené posstkem soutadnic:
o+ pt x.
B+ vt
KdyZ ve jmenovateli pod odmocninou nahradime trojélen
vyrazem o + ft + ¢ (f-+ yt), miZeme zaii psit
('—% + t) (8 + 7).

a stejné ve jmenovateli piedchézejictho &lenu. Tedy obdriime

2 [0 (y — ) — 6] — 5]/—a (y—v) (f+ ) =
ay — p? '

y=—

KdyZz sem dosadime ¢ = ——H z predposledni rovnice, lze
2
zkratit z, nebot 8 4 yt = E,B(f—{-—yoy‘y)’ a obdrzime

[ (2?4 262y + yy?) + 6 (ax + By)]2 = &%« (xa2? + 282y + yy?).
Kdyby byla zakladni kuZelosetka kruZnice, bylo by o = y = 1,
f =0, tedy
[2° + y* + 02]* = 6 (a2 + )
ve shodé s rovnici nahofe uvedenou.
Kdyby byla zikladni rovnice rovnici rovnoosé hyperboly
v 0sové poloze, tedy « = —y = 1, § = 0, byla by hledana k¥ivka
(a2 — y* 4 62)* = & (a2 — p2).
Pii oznadeni x = g sec &, y = p tg o méli bychom o + dsec o =
= 1+ 6.
Pro parabolu by tato definice selhala, protoie by pofinuty
sdruzeny pramér o polovici p¥isludné tétivy padl vidy do hlavni osy.
Ale vyse zminény zptsob vytvoreni pfidruzené k¥ivky dovoluje
dalsf vysledek tim, Ze oba fseky priiméru poSineme do druhého
koncového bodu tétivy, t. j. GseSka bodu kiivky se bude rovnat
primétu celé tétivy do osy tsefek, zvétSsenému o priumét Sasti
sdruZeného priméru, jez lezi mezi tétivou a zdkladni kuZelosetkou.

Tedy je
_ 6 % a+tp ]/ B+ 77
A 7T R (e DY ey YD)

Rovnobézka ke sdruZenému préiméru koncem tétivy mé rovnici

1=l )

+ 7t P
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Vyloudeni parametru ¢ z obou téchto rovnic provedeme zase

postupné:
x =—7?[_—6" ! 35\ T
o
24
6+m(=+%)
+9 26
& (oy — B?) [— y+ t(? + ;)]
Jezto nyni : xx + By -+ 26
t=— 265 °
B +'}’I’/+—a—
obdrzime '
486 442
95 ax? + 2pxy + yy? + 4oz + —‘f; ¥+ —
i bz + vy + 20
26
(B — ap) (x + ;)
B+vt= 385
pr + vy + —f‘—
Po dosazeni bude
286
PR y(ﬂx+7y+~'i—)
r=———— +
486 442
¥ aa? 4 2Bay + vy + 46w+%y+'«x_
© 20\2
-7
+ 4

2
“[“”2 + 2Bey + yy + 40w+ L %]
nebo kdyZ na obou strandch p¥iéteme 2—6, bude d&itatel racionalni
éasti vpravo: %
' 4806 462 2B6
axt + 3y + yy® + 40w + L2y +7—5“?/—‘%y -

&

= (=4 %) o+ by -+ 20
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‘1. v e 2 . s
‘Tedy vidime, Ze &initel z 4 7?, ktery neni &asti kiivce vlastni,
odpadne, a obdr#ime po mensf tpravé

[(xz + 20)2 + 2By (w 4 26) + apy> — & (o + Py + 20)]* =
= 8 [(az + 20)2 + 2By (ax + 2) + yoy?].

Je-li zdkladni k¥ivka kruZnice, « = y = 1, f = 0, zni rovnice:

[z + 20)* 4+ y* — 6 (x + 20)]* = &% [(= + 20)* + ¥?].
Pro rovnoosou hyperbolu méni se znamenf jen u 2.

Je-li zdkladni kiivka parabola, neztrat{ rovnice ptidruzené
kiivky smysl. Nebot pro tento piipad jest s = =0, y = 1. Ale
abychom ziskali jeji rovnici, poloZme nejprve § = 0 a limitujme pro
o« — 0. Tim obdrZime

40% (30x + y?) = &* (402 + y?);
jde tedy o parabolu 3y2 4 86z = 0.

Jako u prede§lé kardioidy, miZeme i zde vztahovat ptidru-

Zenou kiivku na bod na ni leZici, poSineme-li soustavu, a zavedeme-li

novou soufadnici
X =+ Eé
&
Pak je
[62X2 + 2BaXy + ayy? — 6 (xX + By)]* =
= 0% [«*X? + 2xBXy + ayy?].
Vyznam této k¥ivky vynikne hned, kdy# ji pfepiSeme pro kruZnici:
[X2 4 g2 — OXJ* = 8 (X* + 9.
Je to zase kardioida, ale jeji kuspidalni bod je na proté&jsim koneci
zdkladniho préméru.

Vidime tedy, %Ze kdy% vedeme pevnym bodem stiedové
kuZelose 8ky tétivu a sestrojime primér s ni sdruZeny,
vznikne posunutim tohoto do pevného bodu z koncovych
bodd praméru kardioida s bodem dvratu v pevném
bods; je-li kuZelosedka parabolou, piejde kfivka v primku.

Kdyz v8ak poSineme primér do druhého konce
t8tivy, vznikne kardioida, kterd méd v pevném bodé opy-
dejny bod a fivrat je v prot&jiim konci priméru jdouciho
pevnym bodem tétivy. : .

Jde-li v tomto pi{padé o parabolu, probihé oblouk kardioidy
v okoli pevného bodu jako oblouk paraboly. Podrobngji o této
vlastnosti poudi vySetfeni okoli podatku. p

Dan4 zdkladni kuZelosetka md v potatku teénu y w

+x=0:
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a pro studium sousednich bodi zvétime tsedku o e, takZe jde
o piimku z = — —Eﬂ:
Dosadime-li tento vyraz do rovmice kuZelosetky, psané ve

tvaru
a(m+%y)+(;} ﬁ)y2+26(x+ﬁ y)=0,

& &

y + &, kde ¢ je velmi mald veli¢ina.

plyne hned
2
oe? + (y——%) y? 4 20e = 0.

Kdyz bereme ¢ za velidéinu malou prvniho fadu, 1ze xe? zanedbat,
a vidime, Z%e sousedni body odpovidaji pi#iblizné parabolickému
tvaru
26¢
B

-

2 —

Piepiseme-li podobné rovnici kardioidy na tvar
[z + 26 + By)* + (ay — %) y* — 6 (aw + By + 20)]* =
= 0% [(ax + 20 + By)* + (ay — F%) ¥*],
dé substituce oz 4+ By = e ihned:
[(20 + xe)® 4 (oy — B%) y® — 0 (20 + xe)]* =
= 0% [(ae + 20)* + (ay — °) ¥°].
Pii umoctiovani zanedbejme hned 2 proti ¢, takze
[28° + 3 (o — %) + 3xde]? = 02 [46* + (ap — B%) ? -+ 4xde].
Pii dalsf Gpravé je také y2 malé, a lze zanedbat y?, jakoz i y2%, takZe

bude
‘ 40%y? (ovy — f2) + 1200% = 62y2 (axy — B?) + 43
nebo
362y? (ay — B2) + 8xd%e = 0,
coz da .
Y2 =— — _8_ __6L
y* = 3 £ /32'
-

Tedy je zase dvojmoc y? Gmérna veli¢ing ¢, ale pro kardioidu je
koeficient tmérnosti v poméru 4 veétsi, kterdZto vlastnost se tedy
zachovd stejné pifi afinité i kolineaci.

Vedle konstrukce vyloZené pii vypodétu, jeZ je zaloZena na
posouvani sdruZenych primérd, muZeme ve- specidlnim piipads
kardioidy p¥isludné k rovnoosé hyperbole udati tyto zptsoby:
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Z vyrazu vySe uvedeného ¢ = — dsec & 4 & vidime, Ze se-
strojime-li na poldrn{ ose fsetku ¢ o koncovém bod¥ v potatku O
a v jejim konci kolmici a protneme-li tuto libovolnym paprskem z O,
jehoZ odchylka od osy jest «, vznikne na paprsku dsedka 6 sec .
K ni pfitteme a odedteme 4. [Vzniklé body A, B naleZeji Nikome-
dové konchoids, co ukazuje Gzky vztah této kiivky s kardioidou
rovnoosé hyperboly.] Bodem A prolozme kruZnici o stfedu O, a%
protne v M polarni osu a zarovel vztyéme v B kolmici k ose, a%
protne paprsek v N.

Kolmice v M k ose polérni, a rovnobézka k ni v N uréuji bod
kardioidy rovnoosé hyperboly.

Jinou konstrukei obdriime, kdy% rovnici kardioidy rovnoosé
hyperboly

(2* — y? + 02)® = 6% (2* — y?)

napifeme v polarnich soufadnicich 7, p; dostaneme
: (r% cos 2¢ + 76 cos )% = 6%2 cos 2¢
nebo

d cos ¢ é
r=— —— =17, + 7y, .
cos 2¢ Vcos2<p ! :

kdyz zavedeme
__dcosg 0

7= , Ty —= —5——.
' cos2g ? J/cos 2¢

Tyto rovnice zni v pravothlych soufadnicich:

x? — y? = dx, x* — y? = 62

Tedy kardioida rovnoosé hyperboly ma pruvodié rovny
souétu nebo rozdflu pruvodiéd dvou rovnoosych hy-
perbol,kterémajihlavniosuvtéze pfimce. Prvni ma poloosy
rovné 46 a jeden vrchol v poditku soustavy, druhd mé poloosy é
a stfed v poditku soustavy. Tato konstrukce jest Gplnd kopie
kardioidy, p¥i niZz se pFi¢itd polomér kruhu k pravodiéi kruhu
vztaZeného na bod obvodu poloméru poloviéniho.

Nyni definujme kardioidu projektivns.

Déna kuZelosetka k a na nf pevny bod O. Mimo to bud v roviné
pevné pifmka p. Vedme bodem O paprsek g, ktery protne pfimku p
v bodé M, a k bodu M p¥idruzme polaru m vzhledem ke kuZelosecce,
kterd protne paprsek q v N, kuZelose¢ku v bodech S, a T}, a pfim-
ku p v bodé L. Spojme body S; a T s bodem M, a obé tyto spojnice
s a t protnéme p¥mkou OL v bodech 8 a 7'. Otaéi-li se ¢ kolem O,
opisuji 8 a 7' kardioidu s bodem kuspidalnim v O.

Kdybychom viak piimky s a ¢ protali spojnvigi bodu L s dru-
hym prisedikem O paprsku g s kuZelosetkou, obdrzime body S, a T,
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které naplni druhou kardioidu s kuspiddlnim bodem ve druhém
priseéiku s kuZelose¢kou & spojnice bodu O s pélem piimky p.

Tuto konstrukei vyjadiime analyticky.

Kuzelosedku % a poldru p zvolme tak, aby byla p stranou troj-
ahelnfka soufadnic, spojujici vrcholy 1, 2, vrchol 3 bud pél téze
strany vzhledem ke k, a pevnym bodem O na k vedme stranu 32
trojahelnika. Pak lze zvoliti vrchol I na p libovolné. KuZelosecka
méj rovnici:

a bod O m4 soufadnice z:y:2=0:n:p. »
Na strané 12 zvolme bod M (u, », 0) a stanovme priiseéiky jeho

. T Yy v
polary o + pria 0 s kiivkou k. Plyne tedy

T e
coZ dosazeno do rovnice pro k da:

rTiyiz= :vaz:j:ynz:pl/vzmz—l—,uznz.
Prisecik L polary se stranou 12 nebo z = 0 je:
m? n?
riy:z= 7 ok 0

Jeho spojnice s O mé rovnici:

2r MY _2)_

m v + 7 (n p) 0.
Spojnice bodu M s jednim priseéikem jeho polary a kuZelosetky
ma rovnici:

2 (un? + v®*m?) — p (xv — yu) Vv2m2 + p*n2 =0,
Prisedik obou poslednich p¥imek patii hledanému geometrickému
mistu, které vznikne, kdy% se pohybuje bod M po strané 12 zdklad-
niho trojthelnika.

- Dosadime-li tedy

—_ Y _2). 2
#= v \n p| ' m

z prvni rovnice do druhé, coz da:

2Hr_z2V 2o [2 2 (A= (2 —2)
-F[(n_?)”?]"[mﬁ " (" p)] [m+(n ) I
nebo po zkraceni faktoru, ktery nepatii ke hledané kiivce,
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22 y z\2 g2 _ z2 y? yz?
e (=5 ] =[]
Jde tedy vskutku o kiivku stupné étvrtého, a na ni lez{ i bod odpo-
vidajici druhému priseéiku polary bodu M s kuZelosetkou.
AvSak mohli jsme vyjit od bodu O;, ktery lezi na spojnici

vrcholt 2, 3, a na kuZelosedce k. Prongjplatiz : y:2=0:m:—p
a jemu odpovidajici kardioida se d4 napsati:

z2 y 2 2 x2 xZ y2 yz 2
| 5 ] = [
OvSem mohl byt zvolen jiny zptsob avahy.

Budte ddny: kuZelose¢ka k, piimka p a na k bod O. Urdeme pél
piimky p ke k a spojme jej s bodem O. Je-li T' pruseéik spojnice
s piimkou p, zvolme par paprski, které jsou touto spojnici a piim-
kou p oddéleny harmonicky a jejich priseéiky 1, 2 s kuZelosetkou
spojme. Tato strana zdkladniho trojihelnika s protéjiim vrcholem
O = 3 davaji zdkladni trojahelnik (1, 2, 3), pro ktery piimka p je
harmonikalou pélu vzhledem na kuZelosetku k.

Pak mé kuZelosetka rovnici

_m, ", P _
k= i ” + 2 0,
a piimka je:
XY E
mt T 0.
Na piimece p zvolme bod (4, g, »), pro ktery tedy
A U v o
| mTwtp ="
Abychom uSetfili psani, zavedme nové znaky z,y,z na misto
—92-, i/_’ d resp. 4, u, v na misto i, ﬁ, L, takZe piedchozi rovnice
m’ n’ p m’ n’ p
zni jednoduse:
k=yz+2e+2y=0,p=a+y+2=0 A+p+rv=0.
Polara bodu (4, u, ) vzhledem na k je:
A+ ypu +2v = 0.
Tato vytne na p bod L:
x oy __z
u—v v—~i A—p

]

a protne k v bodech urdenych rovnici
Yy — 2yzh 4 2% = 0,
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z Gehoz
,u—V/lz—/w : l—i—V/lZ—,uv 1.
A JZ o

Spoj me bod odpovidajici hornimu znameni s bodem (4, g, »); bude:

T =V F=) ) + 1+ VE ) G — 22) +

+ Ay — px = 0.
Spojme bod L s vrcholem O = 3, coz d4a

x:iy:1z=

e —2)—yp—r)=0. :
Z obou téchto rovnic vyluéme nyni parametry 4, u, v, pro které je
Ad+u+rv=0.
Posledni dvé rovnice daji _
Arprv=—(@+2y): 22+ y):(—2z+ y).
Upravme nyni posledni rovnici, oddélice nejprve ¢leny racionalni:
(ud — A3) z2 — u2vy 4 Awvx +
+ Auy — pPle + V/lz — v [Avx + pvy — A% — p22]=0.
Zjistime snadno, Ze lze rovnici zkratit Vm ; bude
(i — 4) 2+ py — 4212 — @ + Mow + pry — 2z (v* — 23p) = 0.
Odtud

[B(z+y)z+ 2+ y* + 4yl V3 (@ + 2y + 7 +
+ (z—9) (2® —y*) — 2z (52® 4 5y* 4 8xy) = 0.
Tuto rovnici racionalisujeme (je patrno, Ze bychom k téZe rovnici -
dospéli pro dolni znameni hodnot kofentt pro z : y : z nahofe na-
psanych) a srovnime ¢leny rovnice podle mocnin velidiny z;
obdrzime: :
2 [27 (z + 9)* (2% + 2y + y?) — (52% + 5y* + 8ay)?] + 22[9 (= +
+ ) (@ + y? + day) (2* + 2y + y?) + (5% + 5y + Bay) (x —
—y) (@ — )]+ 3 (2 + ¥ + 4awy)? (2 + xy + y?) — (x —y)*.
(22— y2)2 = 0.
Rovnice kiivky se dé zkratit vyrazem 222 4 5zy -+ 242, ktery ne-
znamend k¥ivku, nybrz par pfimek; potom zbude:
22 (x—y)? + 1z (x + y)* + ot + 120%y + 10222 + 12293 + 1 =0;
tuto rovnici lze také psati
[t (z—y) +7(x+ y)PP =
= 4 {12a* + 4623y + T1z2y® + 462y’ + 129* — Tyz (= + 9)%)
Jde tedy zase o rovnici 4. stupné; vidime, Z%e p¥i opsané kuZeloseéce
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zékladnimu trojihelniku zvla&tni stavba rovnice, kters dovoluje
-dalsi Gsudky o vlastnostech k¥ivky, zaniks. Rovnici oviem dluzno
nyni uvést na tvar Zddouci tim, Ze zase nahradime z, y, z velidinami

x y z
" p resp.

4. Kardioidu a Nikomedovu konchoidu méZeme obdrZet jisty-
mi konstrukcemi kruzitkovymi, navzijem obdobnymi, a ziroveii
ziskat timto zphsobem i daldi kiivky.

Uvazujme kruZnici prochézejici poéatkem O, se stiedem na
polarni ose. Jeji rovnice je r = @ cos ¢. Zvolme na ni bod M
a z ného jako stiedu opiSme kruZnici %, polomé&ru MO, kters protne
polérnf osu v bodé N, takie ON = 2a cos? ¢,

OpiSeme-li nyni polomérem ON kruZnici k, z O jako stfedu,
protne tato kruZnici k; ve druhém prasediku L, ktery ndlez{ hle-
danému geometrickému mistu. Konstrukei lze provést pouhym
kruzitkem.

JeZto jest atvar soumérny podle osy OM, jest L NOL =
= X MOL = ¢, tedy polarni dhel y pruvodite R = OL = ON
roven dvojnasobku thlu ¢, t. j. = 2¢, a rovnice kiivky je

R = 2qcos?{y = acosy + a,
coz je rovnice kardioidy.
Derivace podle p divi subnorméilu
Sp=R =—asiny=—2asingpcos p =— Rtge.
Odtud hned vidime, jeZto je X MLO = ¢, Ze spojnice LM, t. j.
polomér pomocné kruznice k¥ body kiivky vedeny, je norméla.
Prodlouzeni délky -LM pYes M o % jeji hodnoty dava st¥ed kfivosti,
nebot polomér kiivosti
o=4%acosp=4%r."

Stejné jsme mohli vyjit od kruZnice poototené o thel B,
r = a cos (B — @), ¢imz by vzniklo geometrické misto
R =acosfcosy + asinfsiny + acos f = acos (8 —y)+a cos f.
Tato rovnice znamens Pascalovu zavitnici.

Obalka kruznic o stiedu M na kruhu 7 = a cos ¢ a procy.éze-
jicich posatkem O je podle predchoziho kardioida, nebot obé kiivky

majf spoleénou tednu v priseku s kruznici B = OL.
Kdyby bod M le%el na Dioklové kissoid$

sin? ¢

cos ¢’

r=a

Casopis pro psstovini{ matematiky a fysiky. D 12 D169



byla by vyli¢enou metodou vytvoiena kiivka
R = 2a sin? ¢p = 2a sin®{y = a — a cos v,

tedy zase kardioida.
: Kdyby viak bod M opisoval kruznici otoéenou o 90°

= @ sin ¢, byla by rovnice pfidruzené kiivky

R = 2a sin ¢ cos ¢ = a sin v,
tedy t4az kruZnice, ale opsand dvakrit, zatim co M opife danou
kruZnici jednou.
Obalku vytvotujicich kruznic
22— y?—ay = ax sin p — ay cos y

dostaneme, vylouéime-li y odtud a z rovnice derivované

0 = ax cos ¢ + ay sin y;
dostaneme
(xz + yz__ ay)z — q2 (xz + yz),’
t. j. kardioidu ‘
r=asiny + a,
jak vyse tvrzeno.
Zvolme za zikladni k¥ivku rovnoosou hyperbolu

z*— y? = ax,
nebo v polarni soustavé _
g 5059,

cos 2¢

Nyni je pfidruZend kiivka
cosfp “ 1+ cosy

R = 2a =
cos 2¢ cos y

= a sec yp + a,

coz znaéi Nikomedovu konchoidu. K uréeni polarni subnormaly
poslouZi rovnice:
S, =R =950% _ p gy _p €Y

cos? cos p 2 cos @

Jezto

— R . —
OMzﬁw, Je Sn = OMtg p.

Sklopi se tedy OM na OL do OL’, bodem L' se vztyéi kolmice

k OL, az _protne polarni osu v bodé T'. Délka ﬁ rovna subnormale
a stadi ji posinouti do bodu O.

Obélka kruZnic, jez maji stied v bodé M a jdou poditkem O
(22 + y? — azx) cos p — ay sin y = ax,
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plyne vyloudenim y z této rovnice a z derivované:

(x> 4 y*— ax)sin p + ay cos p = 0.
Odtud Y

(22 + ) — 20z (* + ) + a%y? = 0.

72— 2ar cos & + a?sin2 ¢ = 0

Polarni tvar

da :
r=acos?d 4 aVcosZﬁ—sinZz?
a znadi k¥ivku, ktera vznikne, kdyZ priivodié kruznice r, = a cos 9
zvétsime nebo zmensime o privodié Bernoulliovy lemniskaty
Ty = aVcos 29, majici hlavni osu v polarni ose, totiz
(2 + y*)* = a® (2> — y?).

Jinak lze vytvorit touz kiivku kruhovou inversi paraboly y2 =
= 2q (xr — 4a), majici v ose pofadnic Fidici pifmku, je-li stied
inverse v podéatku a mocnost inverse a2

Kdyby bod M leZel na hyperbolické kissoids

x(?—y})=ay!=r=a0 ———"—
byla by pfidruZend kiivka

sin? 1 —-cos '
P _ L4 = asec y — a,

R = 2q =
cos 2¢ cos

coz je druhd vétev Nikomedovy konchoidy.
Kdyby bod M opisoval hyperbolu rovnoosou, ototenou o 90°,

t. J. )
a sin ¢
2 2 = = =
x Y Y =T os 2¢°
obdrzeli bychom
sin ¢ cos @
= 2 —_— = t )
E @ cos 2¢ ey

coz je k¥ivka kapa.
Obéalka kru¥nic o sttedu M a prochézejicich bodem O, tedy
majicich rovnici
(2 4 % + ay) cos y —axsiny = ay,
o »
] (2% + 4 + ay)® + a’x® = a’y?,
co% je rovnice téhoZ typu jako prve s vyménénymi sméry soufad-
njeh o8 N
" Je jisté pozoruhodnd zcela obdobnd tdast kruznice a hy,perboly
s jedné strany, a kissoidy cirkularni a hyperbolické s druhé strany
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na vysledcich uZité transforman, ale jeji divod v jednoduché
stavbé poldrnich rovnic téchto k¥ivek je ziejmy hned z nizoru.

Pii tom kruZnice a hyperbola jsou pro vytvoreni kardioidy
a Nikomedovy konchoidy s bodem kuspiddlnim p¥ipady jen vyji-
me¢né. Nebot kdybychom obecnou zavitnici Pascalovu

R =2acosyp + 2b

podrobili zpétné transformaci, vznikne
z(2* + y°) = a (2 — y®) £ b (2* + y?),
jez odpovidé strofoidé, kissoid$ nebo krunici podle hodnoty a zna-
meni veliéiny b. ,
Podobné obecnd Nikomedova konchoida R = 2a sec y -4 2b
vede zpétné na

z (22 —y%) = a (#* + y?) £ b (2> — y?),
coz je hyperbolicky korelat strofoidy a podle hodnoty a znameni b
da ruzné zakladni k¥ivky.

Metoda pravé vyloZzend muzZe dat i slozit&jsi k¥ivky. Bud
déna kruZnice k se stiedem na poldrni ose ve vzdalenosti b od O.
V k vedme prumér kolmy k polarni ose, ktery m4 koncové body
4 a B. Libovolny paprsek p sttedem O vedeny, o tihel ¢ od osy
odchyleny, protne primér AB v bod$ C. Vztyéme v C kolmici
k AB, jez protne kruZnici k£ v bodech E, F, a sestrojme nad pri-
mérem EF kruZnici. Jeji priseky M, a M, s paprskem p naleZeji
hledané kiivce zdkladni.

Jednoduché tvaha o mocnosti bodu C ke kruznici k ukazuje, Ze

CE? = CA . BC.
Ale :

CA=a—btge, BC=a -+ btge,
a proto

CE = Va2 — b2 tg? @ = sec ¢ |/a? cos? ¢ — b? sin? ¢.
M4 tedy geometrické misto bodd M, a M, rovnici:

r = asec ¢ + sec ¢ |/a? cos? g — b?sin? g,

nebo '
| (z— a)? (a* + ) = aa? — by,
Kdyz z M, jako stfedu opifeme kruZnici polomérem M,0, protne
osu z-ovou v bodé N, a kdyZ pak sama protata kruznici poloméru
ON; z bodu O, d4 bod k¥ivky L,, pro ktery plati

R = ON, = 2r cos ¢ = 2a + |2 (a® + b%) + 2 (a® + b?) cos p.

" To je rovnice jedné &asti konchoidy. Druha &ast se obdrZi sestroje-
nim kiivky soumérné k této podle podatku O.
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Tim jsme obdrZeli konchoidu k¥ivky
R = V2 (@% — b%) + 2 (a% + b2) cos
(22 4+ y2) [22 + y2— 2 (a® + b)]2 = 4 (a® + b2)2 22

UvaZujme jiny piipad, kdy kruZnice k¥ nahrazena parem piimek
D1, Pa, jeZ se protinaji na ose z-ové v bodé 4, vzdileném od podatku
0 a, a odchylenych od osy o thly 4+ (90 — B).

Vztyéme v A kolmici k k ose z-ové a protnéme ji v bod¢ B
piimkou g, jeZ svird s osou z-ovou thel ¢ a jde potitkem. V B
k piimce k vztydend kolmice protne p, a p, v bodech C a D resp.
Nad primérem CD opisme kruZnici, jez protne p¥imku ¢ v bodech
M, a M,, nileZejicich zidkladni k¥ivce. Tato m4 rovnici

r=asecoptatgeptgf

nebo

nebo
r =sec ¢ (& + bsin @),
polozime-li b = a tg f. Tato kiivka je bikvadratika
(x—a)? (2 4 y?) = b,

kterd se v piipadé B = 45° t. j. b = a, rozpadd na osu z =0
a na kubiku

o Zl@—a)l

Y 2z —a

Piidruzend konchoida je tedy
R = 2 (a 4 bsin {y).
Cel4 konchoida se obdrii, kdyz k této kiivce sestrojime soumérnou
podle poddtku. Kfivka, z nfz se konchoida nalezend odvodi piiéf-
tanim privodice, je sextika
R = -+ bsin 4y,

patiici mezi riiZicové sextiky [viz G. Loria: Spezielle algebraische
und transzendente Kurven, 1902, str. 305, Tab. XI, obr. 76].

Zajimavé je p¥i tom, Ze také tato sextika da se sestrojit jednak
metodou zde sledovanou, a nad to, Ze lze v8ecky jeji body urdit
pouhym kruZitkem, takZe spadd do oblasti konstrukei Masche-
roniovych, nebot nezbytny bod N mozno uréit jako prisetik dvou
kruZnic z bodu M a z bodu k nému soumerného podle osy x. Pfi
studiu samotné sextiky je pohodln&jii vztahovat ji na vyplikovy
thel 180 — y ve tvaru

R = 2b cos $yp. ‘
Pii kru¥nicové konstrukei vyjdeme od kruznice @2 + y? = b2 Na nf
-zvolime bod M, jemu¥ nélezi polérni Ghel ¢. Z M opiSeme kruZnici

D173



poloméru MO, ktery protne osu z-ovou v N, takie ON = 2b cos ¢.

KruZnice opsana z O polomérem ON protne piedeslou v bodsg, pro
ktery

R = 2b cos ¢ = 2b cos }yp.
Druhéd konstrukece je tato: Useéka stalé délky ¢ = 2b posouvej se
svymi konci 4 a B po soufadnicovych osich. K ni sestrojime podle
osy y soumérnou a na prodlouZeni této promitnéme bod 4 do H;
pak je H bod kiivky.

Svira-li ¢ s osou z-ovou thel ¢, svirda AB s BH thel 2¢p a H m4
soufadnice: :

X = ccos 2¢ cos ¢, y = ¢ sin ¢ + ¢ cos 2¢ sin ¢ = ¢ sin 2¢ cos ¢.
Odtud seétenim &tverci a vyloudenim ¢ dostaneme
(207 4 22 — c?)* (a® + y?) = cla®.

Polérni rovnici muzeme nalézt z horni konstrukee. Ctyiahelnik
AOBH mj pii O a pii H pravé uhly, proto je tétivovy, tedy ahly
ABH a AOH nad spoleénou tétivou AB jsou stejné, rovné 2¢.
Rovnéz nad tétivou OA jsou stejné Ghly OBA a OHA, rovné 90 — ¢.
Zniame tedy v trojahelniku AOH tahly pti O a H, rovné 2¢ a 90 — ¢
resp., tedy zbyva na tieti Ghel také 90 — ¢, a proto je trojahelnik
AOH rovnoramenny, OA = OH = R, tudiZ

R = ccos ¢ = 2b cos Iy,
jak tvrzeno.

Ale kiivku by bylo lze ziskat uzitim nasi kruzitkové konstrukce
na kiivku kapa, r = a tg ¢, jako zakladni k¥ivku, jez by také dala
R = 2r cos ¢ = 2a sin ¢ = 2a sin 4y,

ale tato konstrukece je p¥ili§ sloZita.

Normalu 1ze velmi snadno ziskat tim, Ze trojihelnik pravo-
uhly, sestrojeny z pruvodi¢e a dvojndsobné poldrni subnormaly
jako odvésen m4 stdlou p¥eponu, rovnou konstanté kiivky 2b.

Touz konchoidu uvazované sextiky ziskame touto konstrukei:

Na ose z-0vé zvolme OA = a, z bodu A jako stfedu opi¥me
polomérem b kru¥nici k,. Podobnd nad primérem OA sestrojme
krunici k,. V k, vedme libovolny polomér AP, ktery vytne na k,
bod Q. Spojnici 0Q protnéme v bod& M kolmici PSS, spustenou na

OA sbodu P. Bod M je geometrlcke misto Fidici k¥ivky, jejiz rovnice
se da psat:
: r =-(a——bsm @) sec @,

je-li ¢ = X MOA.
PridruZend kiivka tedy je
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R = 2 (a — bsin {y),
" jak bylo tvrzeno.

Podobné se obdrzi stejny vysledek, kdy% na ose odméiime asek
OA =a, v A vztyéime kolmici jako geometrické misto stieda
kruznic, které se dotykaji v 4 osy tsetek. Zvolme takovy st¥ed S,
vedme kruZnici polomérem S4 a protnéme ji piimkou, jeZ obsahuje
body 8 a O, v bodech M, a M, Tyto zvolme za zikladni body
konstrukce. Pak je

r=O0M, =asec @ + atg g,
z ¢ehoz hned méme
R = 20 + 2asin {y.
Geometrické misto boda M, a M, je strofoida, nebot kdyz v pred-
posledni rovnici zndsobime obé strany é&islem cos ¢, bude
r—a = 4 asin ¢.

Nahradime-li sin ¢ pomérem % a umocnime-li, bude
(@ — a)? (2 + y*) = a2,
Po vyéisleni zrusi se prava strana a rovnici lze zkratit velidinou z.

Pak bude
z(x—a) + (r— 2a) y2 = 0.
Preneseme-li podatek do bodu 4, kladouce x = a 4 &, mime
£+ 8 =(@—8&y,

tedy jest A dvojny bod o smérnicich + 1. L

Dalsi konstrukei obdrzime takto: Na kruZnici K, priméru 04
zvolme bod B, pro ktery thel BOA sluj ¢. Z B polomérem BA
opisme kruZnici k,, jez protne prumér OA v bodé C. Z O jako stfedu
polomérem OC opsané kruZnice k; protne k, v bodé L, pro ktery
jest thel COL = y = 2¢. Déle je OC = OL = R = a (1 — 4 sin? {9p),
nebot v rovnoramenném trojiahelniku CAB jsou thly pii zakladné
90 — 1o, tedy thel pii B je ¢.

Proto mame

R=a(l—2+ 2cos¢p) = 2acos 3y —a.

Jak vidno, lze celou tuto konstrukci zase provést pouhym kru-
Zitkem. . . ..

Mimochodem poznamenejme, Ze prusedik kruZnice ks s pa-
prskem OB da

r=a(l—4sin2p) =a (1 —2 -+ 2cos ¢) = 2a cos ¢ —a,

tedy Pascalovu zavitnici.
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Zdilo by se, Ze pro nasi konstrukei se ukaze piimka Gtvarem
jednoduchym. Ale nikoli.

Vyjdéme od rovnice r = a sec (x — ¢). Bod M na nf lezici da
pfidruzeny bod

cos cos
k= 2acos(zx1¢p) =Za cos (aipw}w) )
Zavedme novou konstantu rovnici @ = b cos «. Tim obdrzime
2 cos & cos $y —b4b cos (« + $v) .
cos (& — 3¥) cos (& — 4v)
V tomto tvaru se nalezend k¥ivka ukazuje konchoidou sextiky
cos (x + 3

R
Jeji rovnice v pravothlych soufadnicich je:
(22 + 9?) [22 + y2? + b%2—2bx]? cos? 20 = [(22 + ¥?) (20— x) — b2x]2.
Ale tuto sextiku samu miZeme odvodit nasi transformaci z hyper-

boly. Vskutku zp&tnym postupem od R k poloméru OM = r bu-
deme mift:

R=0b

cos (x + @)
cos (x — )

T:—%b

sec @.

Zavedme pravouhlé soutfadnice a polozme b = c. Bude

ﬁzwcosa—ysinzx . o
c xcosoc—|—ysinocneb°?+x3/tg0‘ cx — cy tg «.

Tato hyperbola mé asymptoty
r+ytga =2c=b=asecx, x=—c=—}asecau.

Porovnidme-li s danou p¥imkou z cos x -} ¥ sin « = a, vidime, Ze
jedna asymptota je dani primka. Polédrni subnormaila konchoidy
i sextiky pravé studované, jsou stejné dlouhé. Tato tsetka se
snadno sestroji. Vskutku

E__i sin 2« .
. R~ "2 cos (& + 3v) cos (6 — 3y)’
Odtu .

) g _R,__a,secoc 2 sin « cos «

2 cos?(x—y)’
Zavedme jesté pravodi¢ r zakladni pfimky. Tim obdrZime
. 2
Sy = — sin o0
a
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~coZ je vskutku snadno sestrojitelny vyraz. Je dob¥e viimnout si
zvlastnich pifpadd, kdy « = 0° nebo « = 90°. V prvnim pifpads
je pfimka kolm4 k polarni ose, pfidruZens k¥ivka je kruznice polo-
méru rovného dvojnisobné vzdélenosti pH{mky od poditku. Ve
drubhém p¥ipadé je pfimka rovnobé&Zna s polarni osou, r = a cosec ¢,
vysledna kiivka je

o, COSQ o sin p
R = 2a Snp 2a cotg Jy = 2a_—1—cos1p
nebo
R?*— Rcos y = 2aR sin y,
z GehoZz

(@® + y* — 2ay)* = 2® (2* 4 y?).
Tato kiivka se rozpadne na osu y = 0 a na k¥ivku
(#* + y*) y = 4a (2* + y?) — da%y,
coz je strofoida, jak ukazuje pfevedeni os na podatek (0, 2a), takZe
y = 2a+ .
Pro snazsi prevod spofddejme ¢&leny takto:
2? (y —4a) + y (y* — day + 4a®) = O,

a? (n — 2a) + ( + 2a) 7* = 0.

Ale mimo to miZeme napodobit i piedeslou konstrukei. Na
ose y odméfme stdlou tsekou OB = 2a, vedme bodem B spojnici
k bodu 4 na ose z, jeZ svird s osou z thel ¢. Nad A0OB opisme
kruZnici a protnéme ji znovu v bodé H piimkou BH, soumérnou
k AB podle osy y. Bod H opisuje hledanou k¥ivku, nebot' podle
vlastnosti tétivového &tyrahelnika vyse vylozenych jest

z ¢ehoz

R = 04 = 2a cotg ¢ = 2a cotg }y.
Polarni subnormila se sestroji jako vySe, jenZe nyni je sin & = 1.

Vysetime koneénd konchoidu piifadénou nasf transformaci
kuzeloseéce:

y? = 2px + q2*
nebo
2p cos @
~ sin?g—gcostp’
Ted bude . . ) .
cos? @ P, 4p —cos p
E=dp sin% ¢ — g cos? @ :—71__{— g 1—qg—(1+g)cosy’

Zde ip rovno 4a, ma-li kuZelosetka poloosy a, b. Nalezena kon-
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choida nalezi kiivce
1—cosyp

— (1 +¢g)cosy

R, = 4a g
nebo ,
[(2* + 9°) (1 —q) + 4az]* = (2 + ¥*) [ (1 4 ¢) + a]®
a lze ji psati
(a* + 97) [y* — g2 = 16p%ar.

Jing Gprava téZe rovnice by dala:

cos? @ 4p 4p 1
— 4 = —
R PIT_0F 9oty 1+q+1+q1—(1+q)0082¢’
a znadi konchoidu kiivky
8p 1

R, = '
T 1+4+gl—g—(1+g)cosy’
coZz v8ak neni nez kuZelosetka vztazend na ohnisko, majici para-

%—2 a &iselnou vystiednost ! i Z
Kdyby byla zédkladni kiivka kuZelosetka otodend o 90° proti pred-
chozi, t. j.

metr

. Pro ¢ = 0 jeto parabola.

2p sin @
cos? g —gsin2 ¢’

x% = 2py + qy? nebo r =

byla by pfidrufens kiivka
sin
.R - 4: ’
PT g+ T+ qeosy

[(z* + %% (1 —q) —4py]* = (2 + y*) 2* (1 + 9)*
V piipadé paraboly (¢ = 0) piesla by rovnice v
(@® + y* — 4py)* = (2* + ¢°) 2%,
jeZ po zjednoduleni se rozpadne v pfimku y = 0 a strofoidu
(22 + ¥°) y— 8p (2 + 9°) + 16p’y =0,
totoznou s hotej$i pro a = 2p.

Nage transformace dévé také zajimavou pomiicku pro studium
strofoidy:

nebo

cos 2¢

2 2 p— 2 2 —
(22 4+ y)z=a(x y?) nebo r acosq:'

PfidruZena kfivka je
" R = 2r cos ¢ = 2a cos 2¢ = 2a cos v,

tedy kruZnice poloméru rovného tétivé mezi vrcholem a dvojnym
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|
- : . |
bodem kfivky (v ose soumérnosti). Znova se ukazuje, %e je pridru- |
zend kiivka zdanlivé niziiho stupné. Ale vysvétleni je velmi snadné
v tom, Ze zatim co priivodié strofoidy opi%e Ghel 360° (argument g),
opife privodi¢ kruznice 720° (argument y = 2¢). Z toho plyne, Ze
témuz bodu pridruzené kruznice odpovidaji dvé kruznice o stiedech
M,, M,, jez ptislusf k Ghlu ¢ a k ahlu ¢ + 90°.

Soufadnice pridruzeného bodu jsou

x = 2a cos? 2p, y = 2a sin 2¢ cos 2¢p,

a musi splnit rovnici kruznice o stfedu M, leZicim na strofoids:

2% 4 y? = 2za cos 20 + 2ya cos 2w tg w.
Dosazeni da
402 cos? 2¢ = 4a® cos 2w cos 2¢ (cos 2¢ + sin 2¢ tg w),
a po zkriceni mozna psat

2 cos 2¢ cos w = 2 cos 2w cos (29 — w).

Nahradme souéiny souéty! Bude:
cos (29 4+ w) + cos (29 — w) = cos (2¢ + w) + cos (29 — 3w).
Aby se druhé ¢leny obou stran sobé rovnaly, musi byt mezi Ghly
splnény podminky:
20 — w = 2¢ — 3w -+ k 360°,
nebo
20 — o 4+ 2¢p — 3w = + k 360°.

Prvni rovnice vyzaduje
2w = + k 360°,
druha
40 = 4¢ + k 360°.

Prvni vysledek by vyZadoval, aby stiedy obou kruznic vytvo-
fujicich byla na paprsku jdoucim dvojnym bodem, coZ p¥i kubické
rovnici vyloudeno, tedy neodpovida tento vysledek tloze.

Druhy vysledek dava

' o= ¢ + k 90°,

z ¢eho# plyne, %e je moZné dvoji ¥eSeni, pro k = 0 nebo k = 1, t. J.
jedna kruznice ma stfed na privoditi, ktery pili polarni ﬁhel_ bodu’,
kde se maji ob& vytvorujici kruZnice protinat, druhé kruZnice ma
stfed na ose Ghlu vedlejsfho. . L

Odtud plyne: KdyZ ze dvou bodil strofoidy, které maji stiedy
‘na dvou privodi¢ich vedenych ze dvojného bodu navzéjem kf’ln}f”
opifeme krunice prochézejici dvojnym bodem, lezf druhy prisedik
obou krunic na nové kruznici, jez prochazi také dvojnym bodem
a m4 st¥ed ve vrcholu kiivky, lezicim v jeji ose soumérnosti.
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Spojnice bod strofoidy, pat¥icich polarnim Ghlim ¢, ¢ + 90°,
stojf kolmo k tétivé piidruZzené kruznice a puli ji. Proto prochazi
tato spojnice vrcholem kiivky.

Kdyz sestrojime v kruZnici s.pevnym primérem obvodovy
ahel nad timto primeérem, a kdyZ oba vedlejsi Ghly, uréené jednim
ramenem uhlu, rozptlime, nileZeji stopy téchto os na druhém ra-
meni strofoids, jejiz dvojny bod je ve vrcholu pilenych dhlu:
nebot’ je-li primér kruhu a, ¢ odchylka jedné osy od ného, jest od-
chylka protéjsfho ramene obvodového thlu od téhoz priméru
90 — 2¢, a sinova véta da

7 : @ = sin (90° — 2¢) : sin (90 — 2¢ + @) = cos 2¢ : cos @.
Presto, Ze jsou tyto vlastnosti zndmy, neni snad zbyteéné ukazat,
jak je transformace zde uvaZované osvétluje v jiné souvislosti.

Poznidmka. Kdyby byl v této Gvaze vzat za zaklad misto
pravého Ghlu obvodovy tihel «, méli bychom rovnici

r:a =sin (x 4+ 2¢) : sin (o 4 @),
nebo
(zsin & + ycos &) (2% + y?) = a [sin o (22 — y?) + 2zy cos «],
coZ je zobecnénd strofoida. :
Obecné je transformace zde uvaZovana ddna rovnicemi Carte-
siovymi:
2+ y* = 2w + 2yy;, 2* + Y = 4,
" je-li (%, 4;) bod kiivky dané, (z, y) bod kiivky ptidruZené. Regeni
téchto rovnic dava
_ 42y, dx,y,®
y 2 + ¥ z? 4+
Je to spojeni cirkuldrni inverse o proménné mocnosti 2x,y, = k2 se
sklapénim kol osy rovnobé&Zné s osou y-ovou, jeZ jde bodem hledané
kiivky. :
Zpétns transformace m4é rovnice

’ — 1
5'31=‘}],/702 + 9% Z@sz + yz(sz + y?— ).

Na nejjednodussim piikladé kruznice %? + ¥, = ar, miZeme
vidét, jak metoda pravothlych soufadnic je nepomérné obtiZn&jsi
proti polarni soustavé. Dosazenim dostaneme

a2 + y2 2x2+y2—2x1/x2—|—y2 A =
e [1+ " |=zV=+vy
‘a po Upravé mame .

(& + * + az)t = a (a2 + 7).

x = 2%, —
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Podobnd jako kardioidu mtZeme zobectiovati i Nikomedovu konchoidu.

K tomu stadi pon&kud obmé&nit zplsob vytvofeni. Misto pFidruZeni
pélu O k pfimce p a odm&Fovéni stejnych tsetek b na paprsku g, vedeném
bodem O, na ob# strany od prasediku (p, g), p¥idru¥ime k p¥imce p pél O
& kruZnici opsanou polomé&rem b kolem paty S kolmice k, spusténé z O na p.
Stfedem S = (kp) vedeme pramé&r d, ktery posineme tak, aby jeho st¥ed
zlistal na p a pél O leZel na jeho prodlouZeni.

KdyZ nahradime kruZnici jinou kuZelosetkou a posouvéme jeji pramdr,
obdrZime konchoidu p¥imky, ptidruZenou k této kuZelosedce. |

Bud na p¥. kuZeloseSka hyperbolou, jeZ mé p¥imku p a spojnici pélu O
se stfedem S za asymptoty; jeji rovnice tedy je zy = m?. M4a-li proménlivy
paprsek g vedeny pélem O (— a; 0), rovnici ¥ = ¢ (z + a), urbuje primér

. m m ¥ ;
Yy = tx na hyperbole bod s tise¢kou = —= resp. — —=, takZe posunutim
t t

do paprsku g, t. j. vyloudenim parametru ¢, vznikne kubicks k¥ivka
yax? = m? (x + a).

z (22 + 3a)

Jeji tedna utind na ose x Usek f = pra T L ktery plati jednoduchy

vztah

t. j. stfed hyperboly a pramé&t dotykového bodu jsou oddéleny harmonicky
pélem O a bodem s tseckou 2x — f (ktery se tedy snadno sestroji a z n&ho
plyne hned f).
Obratme se k projektivni obdobé Nikomedovy konchoidy.
Zékladni body trimetrickych soufadnic budte vrcholy 1, 2, 3 trojuhel-
nika. KuZelosecka m&j jej za polarni trojuhelnik, takZe jeji rovnice je
x2 yZ 22
Tt =0
Vrcholem I vedeny paprsek y = ¢z protne kuZelose¢ku v bodech 4, B, pro
které .
2.1
xiY:1z2 = + m ;2'+F:t. N

a stranu (23) v bod& C, pro ktery
x:y:z2=0:¢:1.

Spojnice CO pélu O [z : y : 2 = k : 1 : 0] s bodem C mé rovnici
z — yk —zkt = 0.

Spojme bod 4 s vrcholem 3, &im# obdr#ime pfimku

t? 1
xt = my‘/ﬁ + F

Vylouéenim ‘promén.ného parametru z obou poslednich rovnic dostaneme
hledanou rovnici konchoidy

22 yz x 2_y222
() (o - 5
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