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0 vztahu dvou rovin; jimiZ se nekonmetns malé
¢asti podobné zobrazuji (o vztahu isogonalném).
(Sdeluje Dr. Ed. Weyr)

1. Vysetieni nutné a postadugici podminky Fedeného zobra-
zovdni pomoci tvah geometrickyjch.

Budtez x, y pravouhelné koordinaty libovolného bodu ro-
viny prvni, £ #% soufadnice pifslu§ného bodu roviny druhé, pii
CemZ arci jednomu bodu z, y nékolik bodd £, % prisluSeti mize.
Vzijemnd souvislost hodnot 2, y, & » budiZ dina dvéma rovnicemi

f@, g, 6mM=0, oy é&n=0.

Differencovdn{m obdlil’me ‘

Y X Lay 4 3% dg+3fdn:0-
°"’d_+ dj—]—- d§+°"’d —0.

hiA

Resfme-li tyto rovnice vzhledem ku dlfferencxalﬁm d§ a dy
co neznimym, snadno plyne rovnice tvaru
dyp __ Adz 4 Bdy
‘¢ — Cdz -+ Ddy

@

aneb
' p % dy 1=0
D HOg—BE—4=0
Bodu 2z 4 dz, y-4dy pffsluéf bod £ <4 d&, n -+ dn. Po-
y . a d .
loZime-li E‘Z— =g a, dg =g @, budou a a « uhly, které

uzaviraji s osami z a £ ony sméry, v mchz Jsme od ptivodnich
bodﬁ z,ya g nk bodim sousedmm pfeéh
Méme tudiZ
Ditga. tga+0tga—Btga—A_ 0.
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Veskeré z bodu z,y vychazejici sméry tvoii svazek papr-
skovy a podobné sméry pifmek vychizejicich z bodu & %

Sméry, jichz parametry (urCujici hodnoty) fg a a tg e vy-
hovuji posledni rovnici, budou sméry piisluSnymi v danych ro-
vindch. Pnhlfze;(ce k této rovnici, shledivame, Ze jsou-li dvé
roviny na vedjem jakkoli zobraseny, tu tvori prislusné sméry
dva promitavé svazky paprskové.

Ano dle rovnic (1) mbzZeme vSeobecnéji fici, Ze tvorl dvé
nekoneiné malé sobé pifslusné C&asti obou rovin vidy obrazce
kollinedrné.

Je patrno, Ze ve zvlaStnich bodech to vSe platnosti po-
zbyti mizZe, jako na p¥. v bodech, v nichz parcmlm derivace

x, gg , 22 mig,

V takovychto bodech nejsou svazky pifslusnych smérd vice
kollinedrné, nybrz souvisi vztahem, a¢ algebraickym, toZz ptece
slozitéj§fm. Nésledujicf tvahy vSak toho nevyZaduji, abychom tyto
zvlastnf pifpady zde vySetfili.

Za jaké podminky bude se:-rovnati thel uzavieny dvéma
libovolnymi sméry vychazejicimi z z, y thlu, jeZ uzaviraji sméry
pifslu§né v roviné druhé? Tento poZadavek vyZaduje, aby
v tdvahu vzaté promitavé svazky byly shodnymi, coz se stane,
piislusf-li paprskim O, P, spojujicim vrchol z, ¥ s nekoneéné
vzddlenymi body kruhovymi roviny prvni ony dva paprsky £ I7,
jeZ prochdzeji bodem &, % a body kruhovymi') roviny druhé.
Neb jsou-li v temto pfipadé L, M a 4, N dva delsf pary pti-
slu$nych paprsku, bude dvo;pomer

1 1
, (O‘P LM) = (OPML)y — = (RI4N) = “(RIINA)
a tudiZ i 3T (LM) = T (4N), neb jest znimo, Ze ?)
(OPLM) 4 (OPML) = 2 cos 2 (LM)
. (RIIAN) + (RUINA) = 2 cos 2 (AN)

) Imagmﬁrmmx body krubovymi v nekonetnu aneb struénéji ,body
kruhovyml“ roviny zx, J rozumime assymptotické body kruhu to jest

body z =, y= w, L= =+ —1, které vyhovuj{ rovnici

z? 4+ y*=0. i
Viz &l.: ,Z novéjsi geometrie® v 3. zpravé jednoty & mathem, str: 14,
?) Viz Chasles: Géométrie Bupérieure pag. 125.
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Maji-li si tudfZ pfisluSeti body dvou rovin splésobem ta«
kovjm, by korrespondujic obrazce sobé& byly v nekoneéné malych '
¢astech podobny, jest tteba a postaéi, by kazdému p¥imodirému
elementu roviny prvni, jenZ sméfuje k bodu O neb P, p¥fslusel
v roviné druhé element sméfujic{ k bodu & neb IT. Jinymi
slovy: ,pHmkdm roviny prvni prochdzejicim kruhovymi body
v nekonec¢nu musi p¥isluseti v roviné druhé téZ pfimky prochi-
zejici body kruhovymi. Tedy ptmkém 2 -+ iy — Const. maji
piisluseti piimky & + ¢n = Const; je-li tudiZ z + ¢y hodnotou
stilou, m4 téz & + dy stdlou byti, t. j. & - éy musf byti funkcf
(z-+1y) a & — dy funkeli (x — y) aneb naopak & - iy =
fle —1iy) a £ — in = fi(x +1y). ,

Uvazime-li, Ze se ndm zde pouze o vztahy redlné jednd,
t. j. o takové, dle nichZ bodim redlnym roviny jedné p¥idru-
Zeny jsou opét reilné body v roviné druhé, miZeme hodnoty
z,y, &, opét za redlné povaZovati a v tomto pi¥fpadu plyne
Z rovnice

& | ip = funk. (z 4 ¢y) .
ihned & — iy — konjugované funk. (z —iy) a taktéz ‘plyne
Z rovhnice

& + in = funkce (as — 1Y)
ihned ¢ — iy = konj. funk. (z - 3y).

Témito dvahami jsme se konecné dodélali pouze geome-
trickou cestou tohoto zndmého vSeobecného feleni vytknuté
tlohy: ,Aby obraz byl v nekoneéné malych cdstech originalu
* podoben, jest nutné a postacf, by byly reilné funkce &, %, pro-
ménénych x, y takového spiisobu, aby bud § -~ i, aneb £ — iy
= funkci (z -} #y).* Tato podminka jest — jak zndmo —
totozna s podminkou, aby Jacobi-ho determinant obou funkef
£+ in a z 4 iy vymizel t. j., by

% . m %
w i ay 3_1/ - 0.
B D )

Oddélfce vehcmy reilné od imagindrnich, obdrZime, ve-

‘zmeme-li v prvnfm f4dku znamenf 4 podmineéné rovnice '
 _ 0 ¥ _ 0

1*
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, kdeZto ndm znameni — da: .
: ok m % _ '
> W T W - ©
Regeni druhé, karakterisované rovnicemi (3) se nelisf pod-
statné od Fefeni prvniho, jeZ vyjadiuji rovnice (2). Nebot vztahu-
jeme-li body & % a z,y dvou rovin tak, by

% __ % _
w T ay T
tu poloZme §' =¢an=—ng; i jest pak patrno, Ze obrazce

v roviné & n‘ jsou shodné s pifsluSnymi obrazci v roviné & 7
a Ze se maji k oném prévé tak, jak rub k lici. Jest pak ale
. bg' l Dgl - anl .
% ay Yy T T w
coZ se ShOdUJE s FeSenim (2). Bylo by tudiz zbytecno, bychom
v dalsfch dvahdch piihliZeli k rovnicim (3), a pridrzime se tudiz
vidy YfeSenf prvnfho, které poddvaji rovnice (2), aneb jez Jest

vyjadreno rovnici,
§ =i = f@ -+ 1y).
Veda, Ze tém, jeZ se radéji poctem nezli pouhou geome-
trickou tdvahou uspokoji, analytickd verifikace nabytého vysledku
zbyteénou nebude, chci ji struéné podati. Oznadime-li parcidlni

derivace %6 2% dtd. strutné £, £, atd. bude

@
: At = ¢ dz 4 &, dy
, dy =, dz + 0, dy.
Polozice tedy jako z potitku
- gy =iga a dn _ tg o, shledime
dz — ag — v 7
Tt miga @
+&tga’ ' :
Jest pak a = arc tg (tg a) a tudiZ :
. diga
=T
dbdobne dtg e« = (1 + tge) da. leferenqueme-h rovnici (4),
plyne, piihliZime-li k prévé vyvinutym formulfm,

(1 + tg%) da = él—”_h% (1 tg%) da.

tga:

aneb d tg a = (1 4 tg%a). da



Vlozime-li za fg « hodnoty z (4) plynouci, obdrZime

do — Em—mé) 1+19°a) . da
. t9e0)* 4+ + & tga)®

Predpokliddme-li, Ze & =1, a & ——n, t.]., Ze funkce
& a 5 vyhovuji rovnicim (2), shleddme snadno, Ze Citatel a jme-
novatel napsaného zlomku sobé rovny jsou a tim, Ze de = da,
nechf si md @ jakoukoli hodnotu.

Rovnice tato pravi, Ze p¥islu$né sméry e« mezi sebou tytéZ
Ghly uzaviraji, jako sméry @, coZ jsme dokizati chtéli.

Zv1adt zajfmavy piipad infinitesimdlné podobnjch rovin
jest onen, jenz vyjadfuje rovnice

a¢ + 1) (z +1y) + b(§+m)+6(x+l!/)+d—0

kdyZ a, b, ¢, d konstanty znaéi. Kdybychom reilnou a imagi-
nirni ¢ast této rovnice zvla¥t poloZili — o, obdrZeli. bychom
snadno £ a n co explicitné funkce hodnot z,y. Mdobius, ktery
tento vztah bliZze proskoumal, nazval jej vztahem kruhovym
(Kreisverwandtschaft) obou rovin. Koho by zajimalo, srovnej
jeho: ,Die Theorie der Kreisverwandtschaft in rein geom. Dar- .
stellung.“ Abh. d. konigl. Sichs. Ges. d. Wiss. 1855.

4 2. Vydetieni nutné a postacujici podminky infinitesimdiné
podobného zobrazovdni dvou Ubovolnych ploch pomoct geome-
trzckych vwwah.

Recend podminka poprvé poddna byla Gauss-em v pO]ed-
ndnf ,Allgemeine Auflosung der Aufgabe: die Theile .einer ge-
gebenen Fliche auf einer anderen gegebnen Fliche so abzubilden,
dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen
dhnlich wird“ (Preisfrage der konigl. Societit der Wissensch.
in Copenhagen fiir 1822). A€ chci na tomto misté hlavné jed-
nati o zobrazovéni rovin, myslim, Ze nebude zcela od mista,
vyvinu-li hlavnf vysledek v onom pojednéni obsazeny cestou
pouze geometrickou.

Jest znimo, Ze geometrické misto imaginirnich bodd kru-
hovych vSech rovin jest kiivka imaginirn{ stupné druhého, na-
16zajici se v nekoneénu, kterouz mimo to viecky plochy kilové
prochdzeji; za tou pii¢inou se tato k¥ivka obydejné nazfvé ima-
gindrnfm kruhem v nekoneénu*) (le cercle 1mag1na.1re & linfini).

*) VIZ pojednéni: ,Uréovini nekone¢nd vzdélenych prvkﬁ ptostorovich,
utvarlt geometrickych.“ II. roé, 3 sedit Casopisu tohoto str. 117.



Pravoihelné koordinaty bodd této kiivky jsou ony ne-

koneéné velké hodnoty =z, y, 2, jeZ vyhovujf rovnici
’ 22 + Y2422 =0.

Spojivd piimka dvou bodd zyz a 2'y‘z’ protind imagi-

nérnf kruh v nekoneénu, je-li
@ — @)+ (5 — 9)* + (= — 2)* = 0.

Z toho patrno, Ze differencidlnf rovnice krivek prostorovych,

jichZ teény neustdle protinaji imag. kruh v nekoneénu, zn{
dz® -+ dy® - dz* = 0.

Tyto kfivky budeme zvati k¥ivkami cyklickymi (viz Cre-
mona); Loguerre je nazjvé isotropickymi (Nouv. Annales de
Math. 1870).

KaZdym bodem proch4zi nekonetné mnozstvi kfivek cy-
klickych, jichz teény onen kuzel vypliwji, ktery md vrchol
v daném bodu a jenZ prochdzi imag. kruhem v nekoneénu.

Z toho patrno, Ze na dané ploSe existuji dvé soustavy
kiivek cyklickych t. j, kazdym bodem prochdzeji dvé. Dle
¢lanku ptedeSlého jest pak patrno, Ze nutnd a postacujici pod-
mfnka infinitesimdlné podobného zobrazeni dvou ploch jest ta,
by kiivkdm cyklickym plochy jedné pifslusely ktivky cyklické
plochy druhé. Nynf lze snadno nalézti - analyticky tvar této
podminky.

- Zavedeme-li dvé neodvisle proménné ¢, u, jimiz stanovime
polohu libovolného bodu na ploe, budou z,y, 2 funkce ¢, u,
¢imZ plyne .

dz® - dy*® +dz"=edt-+2fdtdu+gduz,
kdeZ ¢,f a g redlné funkce (f, ) znadf.

" RozloZfme-li tuto homogenni funkci druhého stupné vzhle-
‘dem k d¢ a du do linedrnfch faktorti, obdriime rovnici tvaru
dz?4-dy* -+ de* = [H dt 4 (J ¢ K dw)] [H dt 4 (J— ¢ K du)],
kdeZ H,J, K opét redlné funkce proménnych t,u znacl. Jsou
tudiz

Hdt-}—'(J—_*—_zK)du =0
differencidlnf rovnice obou soustav kfivek cyklickych.
Je-li mtegral prvnf differencidln{ rovnice uveden na tvar
p + ig = Const.
kdez jsou p a q reilné funkce ¢, bude integrdl druhé diff.
rovnice p — g = Const.
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Rovnice p =+ 7q = Const. piedstavuji obé soustavy kiivek
cyklickych dané plochy.

Jsou-li pak P+ ¢Q — Const. rovnice ar cyklickych dxuhe
dané plochy (kde# P a @ redlné funkce dvou novych neodvisle
proménnych 7, U znaéf), tu bude vztah obou ploch dany dvéma
rovnicemi

T=ftu, U=o(t u
tenkrite infinitesimdlné podobny, budou-li ¢ardm p —+ iq = Const.
piisluseti cary P —t=14Q = Const. Prihlidneme-li opét k tomu,
Ze se nam zde jednd o vztahy redlnf t. j., Ze predpoklddime
T a U za redlni, jsou-li jimi ¢, » a tudiZz i totéz o P, , p, q,
plyne podminka .
P 4 iQ = funkci (p -} 49)
aneb P — Q@ = funkei (p -} 7).

Resenf daného tikolu poziistivi tedy v tom, by se nalezly
tary cyklické obou danych ploch. Céry tyto miZeme bezpro-
stfedné pro rovinu i pro plochu kulovou vytknoutl Cary cy-
klické v roving XY jsou totiZ, jak jiZ znidmo :

X 4+ 2Y = Const.

Co se koule z?-} 9% -} 2% = a® dotykd, jest zndmo, Ze
prochizi nekonecné vzddlenym imagindrnim kruhem a Ze tudiZ
jeji (imagindrnf) povrchové pifmky “jiZ jsou carami cyklickymi;
protind tudiz kazd4d tecnd rovina plochu kulovou ve dvou carich
cyklickych. Rovina '

241y __

a-+tz
jest rovinou takovou, neb mi od stredu koule vzdalenost a,
rovnice,

— Const.

2ty 2t =a?
241y
a2
stanow tedy vsechny ¢ary cyklické kulové plochy .
Jsou-li tudiz X a Y takové funkce koordinat z, y, 2, by
¢arim cyklickym roviny pifslusely ¢dry cyklické plochy kulové,
to jest, by.

— Const.

XY = funk (a: + zy)
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tu bude koule v roviné infinitesimilné podobné zobrazena, *)
vysledek pro konstrukei geografickych kart zajfmavy.

3. Vratme se opét k jednodu$§imu piipadu infinitesimalné
podobného zobrazovin{ dvou rovin z, y a & 7. BudiZ ndm ddna
v roviné prvnf soustava jistych krivek

filzmy) =e¢

kdez ¢, proménny parametr znalf, a vytknéme si za tGkol, zobra-
ziti obé roviny splisobem inf. podobnym tak, by kiivkdm: dané
soustavy pifslufely pH{mky &— Const. rovnobéZiné s osou %.
Predpekladdme-li, Ze se tomuto pozadavku vyhovéti mize, jest
ihned patrno, Ze budou orthogondlnim trajektoriim ktivek f; —=¢,
piisluSeti orthogonélnf trajektorie ¢ar & — Conmst, t. j. piimky
7 = const.

Budtez f, (z,y) = ¢, rovnice onéch orthogondlnich trajek-

torif t. j. predpoklddejme, Ze kfivky
h @y =¢
~ fo (@ 1) =0, W
vidy kolmo se protfnajf. Plyne pro kiivku prvnf
I
| dy:dx = — w 3y
a pro kiivku drahou

dy:dx:—af“ o

@ "y
a ponévads se soutin obou pomérd 3—3 mé = — 1, ohdrkme
rovnici

oy, Ay oy _
x z +3 oy dy =0 @)

Rovnice tato jest identickd t. j. plati pro libovolné hod-
noty = a .

Podm{nka, by kiivkdm f, = ¢, a f, = ¢, pislulely pf{mky
£ — Const. a 7 = Const., patrné vyZaduje, by & zdviselo pouze
na f, (w, Y) & 7 pouze na f,(z,9) t. J. tedy by

E=9,(c)y, 1=9;(c) i @)

*) Viz Gaussovo pojednénf pag. 18, co se formy této rovnice 'tjkﬁ. Re-
genf samé pochdzf od Lagrange, viz: ,Sur la construction des cartes
géographiques* Nouv. Mém. de ’Acad. de Berlin 1779. .
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kdeZ ¢, a @, jesté neurcité funkce znali; hodnoty ¢, a ¢, zde
miZeme pravé tak jako z, y za koordinaty bodd dané roviny
povaiovati, neb lze z i y vyjadfiti pomoci ¢, a ¢,. Aby pak
bylo zobrazenf stanovené rovnicemi (3) infinitesimdlné podobné,
jest nutno a postaéf (dle ¢l. 1), by
X _m ¥ _ 0
Y AN @
Jest pak dle rovnic (3):
3§ a& e, ¥ __dE ¢
Tde, "3’ T de, Yy
an _dy Q¢ bn _dn e
 Tde, "’ “de, "y
Podmfnecné rovnice (4) tudlz znéjf
g D, dn 2, _
de, ' dc2 dy
da¢ de,

a"'1 —
de, * + de, v — 0.

Dle rovnice (2) jest vsak determinant

o, o¢,
'y
e, 2 T
'

¢imZ patrno, Ze ony dvé podmineéné rovnice se vlastné na
jednu redukujf. Vezmouce tedy pifkladné prvnf, mdme jedinou
podminku I
aé  de,  dy e,

Cde, " W de, 3y —

Podmfnka tato ma opét identicky vyplnéna bjti t. j. pro
kazdé hodnoty z, y. Vyjadime si pomoci rovnic (1) hodnoty
z, y co funkce (¢, ¢,) a budiZ pak

%, _ % (z,9) =A4(c )

x Tz
0, _dfy(my)
w3y =B(¢c).
Znf pak posledn{ rovnice
' 4. dé =B d

d—cl_ " de,
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to jest
dn  d§ )
dc2 dc1 __ 4:B.
Uvéazime-li, Ze jsme £ predpoklddali co pouhou funkeci ¢,
a 5 co pouhou funkci ¢,, jest patrno, Ze g—” : g5 bude miti
¢, de

tvar ¥, (¢,). ¥, (c,) t. j. by tkol FeSitelnym byl, musime pfed-
poklddat, Ze

Fea =4 @)%

Pak plyne

g_c; = (e) ¥, (62) 5

Uvéifme-li déle, Ze Z—c mé zdviset pouze na c,, musfme
2

nutné poloZiti
d§ _
v, (01)-35; =

kdeZ « jakoukoli konstantu znadf.
Plyne pak

¢imZ koi:e(':né obdriime £ a 5 vyjadfeny pomoci ¢, a c, totiZ

E—a 1pd(c; ) ~+ Const.
g 1\Va

n=a f ¥, (¢;) de, -} Const.
kdeZ integraln{ stdlé arci zcela libovolny jsou.

Jsou-li tudiz

: fi@y)=c¢ a fz @y)=c¢
dvé soustavy orthogondlnich kiivek, tu jest nutni a postacujfcf
podminka, by existoval vztah isogonédlny takovy, aby jim p¥fslu-
ely dvé soustavy rovnobéZnych na vzéjem kolmgch pifmek, by

- vyjadrivie Cdsteéné derivace %, a

W
A
B EZ c:)) ¥, (e) 11’2 (¢2) s

pii ¢emZ ¢, a ¢, jakékoli funkce byti mohou. Objasnéme theorii
pikladem.

a—;l pomoci ¢, a ¢, podil
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. Priklad. MéjmeZ soustavu koncentrickych, podobnych a po-
dobné poloZenych ellips

12“}_’321"‘-1

kdeZz A proménny parametr znaéf a f<< 1, a vytknémeZ si za
tikol, bychom rozhodli, zdali jim jistym isogonilnym vztahem
miiZe pifsluSeti soustava rovnobénych ptimek & = Const. Za tou
ptitinou stanovme ortogonilné trajektorie fedené soustavy ellips.
Zavedeme-li poldrn{ soufadnice w, ¢ pomoci formulf
PSINO =y, 0COS@ =21
znf hofej${ rovnice
c0s’ew |, sin®w
12 + ﬂi 12] 1
Znati-li @ Ghel, jejz uzavird teCna elllpsy s privodi¢em,
jest jak zndmo

__do
90= G
a je-li @ obdobny thel pro orthogondlni trajektorii, bude
1 : do
o e e —
tg @ — "6 — 0 do

Differencovdnim rovnice ellipsy plyne '
cos’e | sin®w 1 1 .
odo [ FE + 37 12]—|— QQ[W—T]smmcosm do=0
aneb piihliZfme-li k rovnici ellipsy:

.
d5+9 8in wcos @ ﬁ”ﬁ do =0

¢fmz d — p?

¢ 95 ty@:——w—le.g $in @ cos @ .

Vyjadifme-li koneéné i proménny parametr A pomocf o a
®, bude

1 1
B*At T 9% (B%cos® w 4 sin’ )
a tedy
do ——(1—pY 5in 6 €os @
edw — B* cos* w | sin* w)

Znf tudfZ differencidlnf rovnice orthogondlnich trajektorif
do __ p?cos’wtsin’w
edo — (1—p*)sinwcos @
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Integrél této rovnice jest patrné
B2 cos® o - sin® @

o log. nat. ¢ = =g in o cos e do -+ Const.
aneb -
. 1
o= 00nst. [w ]1 __pz
€08 @
¢éili

oy @2 oS ® _
e’ l?)[(s2 m)ﬂz] Const.

Zavedeme-li opét pravoihelné soutadnice, piejde tato ro-
vnice na
: 1—p? 2 2 +y
@+ ( ) — Const.

to jest
ﬁ’ _Const

Polozfme-li nyni f*=« a oznacfme-li proménny parametr
A% pfsmenou c,, representuji rovnice

'fl (xl.'/): "“?;f(;_: G

N fo (,9) = 2* 4
dvé soustavy orthogonélnfch kivek. ¥)
Jest nyn{
%h 1 o

. de' ya a—y «
a tudfZ podfl téchto dvou hodnot oznadeny v predeslém
‘ A o
B T 2yef1 ”
Z rovnic trajektorif plyne eliminac 2 :
wolylet+yt=ac,,
*) Orthogd;ml-ni trajektorie dané soustavy podobngch ellips, totiz kiivky
" —i"’-‘;‘—::cl jsou paraboly, jeli «=g2—1 t. j., je-li pomér velké osy

ellipsy k malé = 7;.—_: re.
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¢imZ patrno, Ze vSeobecné nelze uvésti y na tvar
Py (¢) - ¥, (c5)

a tudiz, Ze i % tento tvar miti nemdzZe. Tim jsme shledali,

Ze neexistuje niZddny isogondlny vztah, jenZ by vytknuté jiz
podmince vyhovél.
Jen v specidlnim pfipadu ¢ =1 jest

2(, 2 — A S -
@@ *+H=c tj y*= P41
a tedy
A 1 ¢ +1
B 2y = 12:— =9 (a) ¥ (),
vezmeme-li

1
P ()= 612+1a P, (02)2'%2"

V piipadé tomto znéji rovnice orthogondlnich trajektorii
’ z v
fi (@9 = '}/“ =0

L@y =a"+y'=c
a representuji soustavu pfimek prochdzejicich pocitkem sou-
fadnic a soustavu koncentrickych kruhd. Plyne pak dle vyvinu-
tych formuli '

E= _de - Const. — e arc. ¢g ¢, - Const.

641
_ de, a
=6 [ 5= - Const. =5 log. nat. ¢, Const.
aneb
E=aarcty -;;— ~} Const.

n= —g— log. nat. (z* 4~ y*) + Const.
kdez « zna¢f libovolnoy stélou.

Témito dvéma rovnicemi jest tudiZ stanoven isogondlny
vztah dvou rovin &7, zy. Konstanty integraéni a stdld « maji
patrné vliv pouze na polohu a méfitko zobrazeni, nemohou viak
v podstaté zobrazeni samého niceho méniti. '
‘4. M&jmez dény dvé soustavy orthogondlnjch kfivek ro-
vnicemi tvaru vSeobecnéjstho
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fy @y, 6)=0
f; @, y,6,) =0 A
a hledejme podminku, za kterou lze zobraziti rovinu z y spiso-
bem isogondlnym, v roviné £ 5 tak, by oném kiivkdm piisluSely
soustavy rovnobéZnych piimek
£ = Const., n =Const , t. j. by ¢ =0, (c,) a n =09, (c;).
Orthogonalita obou soustav danych kiivek jest opét vyjadiena
rovnici identickou
o oy | ) oy _
% 3 Ty oy = O
Isogondlnost vztahu pak vyjadiuji zase podminecné dvé
rovnice
ﬁ _d
_ Ty T a
Jest vsak prave Jako v prede§lém ¢Elanku
3 __dE d, ¥ __dE Qe
" de, " ' dy ~ de, Wy’
D_n dng d, dm __ dyn e
= ey w0y dey 3y
a tudiz obé podmfnecné rovnice : '
df ¢, dn ¢ _

" de, dc, oy =0
a¢ ac, o,
de, 9 + de, Dx =0

Eliminujeme-li z téchto rovnic totdlni derivace, plyne pod-
minka, jez orthogonalitou obou soustav kiivek jiZ vyplnéna jest.
Postaéf tudiz jen jednu z podmineénych rovnic briti v tvahu
na pr. prvnf. Tato rovnice

d§¢ 2, _ dy 2
- de, 3z ~ dec, 3y
piejde na tvar ‘

| %
g dcl 3f; Df % |’
de, [ Qe

zavedeme-li za ¢dsteéné derivace jich hodnoty z rovmicf, =0
f, =0 plynoucf. Plyne tedy
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537 bl
aneb stru¢néji
dy _ rdf
de, Mdcl’
oznacivie pismenou M vyraz
L/
e,
——— =2 =M(c c
9& -a—f—‘L (1 2)
oy ¢

vyjddieny co funkce ¢, a ¢,. M4-li byti problém FeSitelny, musi
ze znamych ptiin M miti tvar
M=1,(c,) ¥, (c2)-
Polozivse pak

d§ o
11’1("1)
plyne
an _
dc, = a Y, (c;)
a tudiZ konecné feeni
C de, :
= - . - Const.
=)oy T

n= afzpz (¢,) de, + Const.

vie jako v ¢l. piedeslém.
P¥Fiklad. Méjme soustavy konfokélnych elhps a hyperbol

—+—J——-1—o (> e)

<e),

kterés jak znamo tvori dve soustavy orthogonalnych trajektorii,
coz by se mimochodem téZ pomoci piedchazejfcick formul velmi
snadno verifikovati mohlo.
OdstranivSe jmenovatele, poloZme tedy
fizye)=(—e)2*+ e y*—¢ (6, — =0
LEye)=(q+az’t+ay*—c(,—e=0 (1)
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nacez obdrzime differencovdnim

- j—-—2(c, —e) 2 ’Df, —x2+y2—2c, +e;

f2—2 Y ,aﬁz_x +.’/—2°'2+e
Jest tedy
o= (¢c,—e)z atty*—2¢te
- Caty?—2¢ e

Y
Nutno nyni, abychom vyjddfili toto M pomoci ¢, a c,.
Odeéteme-li rovnici (1), plyne
(6 —6)@ +y)=c (e—e—c(c—e)
¢imZ obdriime z?--y»* a po snadné redukci téz
24y —2,+e=c,—c,.

Obdobné
* 224y’ —=2¢ +e=— (¢, —¢),
tedy '
M= _5—"¢2%
& Y-
Resfme-li rovnice (1) vzhledem k z? a y* , obdriime snadné
*_ _ 0 Gy
¥~ (—e)(—e)
a koneiné
‘ M=+ _‘_c'(cl_e)
¢, (c;—e)
Mi tudiz M skuteéné tvar ¥, (¢,) . ¥,(c,) a sice dluZno
poloziti (vzhledem ku c, <Ce)
1

P (a)=Ve (e,—e) 1 ¥2 (e) = ﬁj .
Plyne pak hledany isogondlny vztah formulemi
_af— o const.

de,
[+4 —_———— + CODSt ]
: = Ve, (c—¢)
kdez mtegraly znamyml vzorci stanoviti lze. *)

*) Viz Lamé ,Legons sur les coordonnées curvilignes“, Lecon XIiéme
§. CVIIL, s ¢&fmZ se nafe formule podstatné viplnd shoduji.
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Priklad. Jest znamo, Ze kruhy prochdzejici® body y =0,
2=+ m kolmo protinaji soustavu kruhd, jez prochizeji ideal-
nymi body x =0, y—=4+my —1.

TudiZ ndm piedstavuji rovnice
fL@y)=a*+y*—2¢,y—m*=0
fo(y) =2 +y*— 2, 2 m* =

dvé soustavy orthogondlnych trajektorif.

Zkusme, zdali tyto kruhy lze zobraziti isogondlné prlmkaml

¢ = Const., 7 = Const. Jest

d\1(1 ‘fz afz ¢ .Dfl —
D};:‘-—2.,U,ay 2!/, =—27; —
2
a tedy == ,
.'/
kterouz hodnotu co funkci ¢, a ¢, vyjadiiti musime. Plyne:
h—fh=@A—c)y—mn*=

2
poloZivie ~z—: A; tedy y :-c—z-—zni—c—l, coz vloZeno do rovnice
fi dd po kritké redukci
AZZM_—-C'-=+m .
€2 —m*
Veli¢ina M jest tedy v skutku tvaru ¥, (¢,) ¥, (¢;) a sice
nutno poloZiti,

1
(@)= +m?; ¢, () = e —mt "

Jest tedy konecéné
de,

=) ot
de,
n:afc?:m,-i-c()nst.

Tyto integrdly lze snadno vyéisliti, nacez za ¢, a ¢, za-
vésti dluZno *) jich hodnoty co funkce z, y z f, =0, f,=0
plynouci.

5. 'V ptedesljch dvou ¢léncich jsme nalezli podminku, za
kterou danou soustavu kiivek vztahem isogondlnym pi{mkami
rovnobéznymi & = Const. zobraziti lze; vyZadovalo vSak toto
rozhodnut{, abychom znali orthogonélné trajektorie danych ktivek.
Rychleji a ptfmo miZeme véc rozhodnouti spisobem nisledujicim.

3 1+ Const.

*) Srovnej citované dilo Legon XIItéme, : 9
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BudiZ ddna soustava kfivek rovnici

fz,y)=c¢,
aneb differencidlni rovnici

3
fl dx + oh dy:O.
Je-li pak

f @9) = ¢,
rovnice orthogondlnych trajektorii, bude pro tyto kiivky

Lot Lay=o

az mthogonahty samé plyne, ze mus{

A o _ . W

Ty T Wy o
Mﬁzeme tedy poloZiti
O _ph W pih
T T dy Ty Dx ’

kdeZz P jistou funkci z, y znadi. Jest ale
g?’;‘ dz — a/ AL dy =0
differencidlni rovnice orthogonéln)’rch trajektorii a tudiZ patrné
P integra¢nim faktorem této rovnice.

Podminka, by mohly kfivky prvni soustavy isogondiné
piisluSeti pifmkim & — Const., bylo viak dle ¢l. 3.

o %
. .y
A o, =P (e) ¥, (cp),
d o
aneb vloZivie za w 5y jich hodnoty :
%h %
- Y —n@n@
—_—_—— = —— = .
ngl— _Pa_é_ 1 (€) ¥, (g
. o %y
to jest
1
_"-P‘ = v

aneb co do formy
' _ P=1, (¢)) . ¥, (e):
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Jest viak ¢, =f, (#,y) integrilem differencidlni rovnice
h s gy —
2y dx_ax dy = 0,

jejiz integracnfm faktorem jest P, z cehoz patrno, Ze 1% =@
2\"2
bude opét integracnim faktorem této rovnice.
Nutno tudiZ, aby existoval integraéni faktor @ differenci-

4Ini rovnice

% gp g, —
aydar; axdy_..o

tvaru
Q'-:‘p(c:):"p[fx(xa?/)]'
Jest tedy
9 afl Dfl
D—x'( ¢ )+ oy ( Q )
neb
Cl P A W I /L
Q( )+3x 3 +Dy dy
to jest

1,,(fl)("f, ’f1)+[0f1)+(afl) dw(f. —0 (1)

¢imz

o, | U,
Y0y hy = — @ Ty
ah, T

G+E) -

Levd strana této rovnice jest pouhou funkef veliCiny f;,
plati tedy totéZ o strané pravé t. j. hledanid podminka znf

a?f" + 2’(:(
Wt
=F(f),
Dfx Df '
) +('\y )
kdez F libovolnou funkm byti mizZe. Jest pak
S =F ().
a tedy
JF () df, + const.

Y (f) =e
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~ Tato hodnota jest pak integraénim faktorem differencidlni
rovnice hledanych orthog. trajektorii; stanovenf téchto trajektori
zévisi tedy nyni na pouhych kvadraturdch.
Polozime-li f* v (f,) df, -+ Const. = @ (f,), snadno shle-
dzimc, ze

e = G+ 0]+ dsz [+ (5]

a Ze tedy dle rovnice (1)

XD N
555 T gr =0
X Dy

Kiivky @ — Const., jeZz této podmince vyhovuji, zovou se
viak dsothermickymi; jelikoz rovnice @ (f;) = Const. lze nahra-
diti touto f, (#,y) = Const., jest patrna véta ndsledujicf:

. »M4-1li byti moZno, aby danym ktivkam f£; (z, y) = ¢, iso-
gonilné prislusely pfimky rovnob¢Zné £ — Const., jest nutno a
postaéi, by ony kfivky tvofily soustavu isothermickych ¢ar neb,
coz totéz jest, by

h ¥
’\x “_‘/ ) ____F(f')

kdez F jakoukoli funkci _— *)

Orthogondlné trajektorie soustavy  isothermické lze vidy
urcits pouhymz kvadraturami, neb jest

f F(f,) df, 4 Const,

mtegracnm faktorem differencidiné rovnice
‘f T f 17, —
téchto trajektorii.®

*) Pro nés fi¢el by bylo zbyte¢no, bychom tuto podminku znimym spi-
sobem explicitné vyvinovali; ma-li totiz jisty vyraz & (z, y) byti pouhou
funkei £, (,%), jest nutno a staéi, by Jacobiho determinant obou
funkei @ a f; se rovnal identicky nulle. Podminka tato by byla v na-
§em pfipadu patrné cdstecns differencidlni rovnice tfettho stupng, jiz
by funkce f, (z,y) vyhovéti méla.

«
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Priklad. Mé&jme soustavu k¥ivek Cassiniho, jich# ohniska
jsou body ¥y =0, x = ==m. Ozpacime-li tyto dva body 4, B
a hbovolny bod kiivky C, jest jak znimo soulin privodi¢h

AC AB = Const.
a tudiz i A0? AB*= Const.
fi (@, ) = (@* 49>+ m**—4m?2* =¢,,
kde% ¢, pravé &tverec onoho stdlého soudinu znaéi. Ktivky tyto
tvoi{ soustavu car isothermickych, nebot jest

g—’;l: dz(z*+y*—m? ; ,\f;:4(3x2+y"—m2)
afl — 2 2 2\ . 0 fl
e e L TC )
a tedy
’f, , Of
du? d* @ 4y
Dfl) + Dfl) T B @y —mY -y (x 2y m?)*
1 1
= — D P 5 g — :F(fl)'

(@*+y* 4 m*)— dm’z* fi @y _
Differencidlni rovnice orthogondlnich trajektorii kiivek Cas-
sini-ho zni
y (@i +y*+m?) de — 2 (2 +y*—m?) dy =0.
Vyraz

fF. df, - Const. —/d—f—‘ ~ Const -
e =eY h

aneb —- jest integracnim faktorem této rovnice t. j. hodnota

fl
y@ityimd) g, s@tyi—m) .
(@ 4y *+m)* — 4m*x® (22 +y*Fm?) *—dm*s?

jest Gplnym differencidlem. Pouhymi kvadraturami plyne nynf
rovnice hledanych trajektorii. Dle tvaru tGplného differencidlu
~ jest patrno, Ze tyto kvadratury — ac obtiZné — prece vidy se
provésti mohou. Koneény vysledek znf pak

zy —
2y —mt Cay.
kde¥ ¢, integraénf stilou znaci.
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Rovnice tato repraesentuje patrné kuZelosecky prochdzejfci
body y =0, x=-m t. j. ohnisky danych kiivek; mimo to
plynou sméry asymptot z kvadratické rovnice

ey (xz—y’)—-xy:()

aneb ( ) ______1_0

Tvoif-li asymptoty s osou Y dhly « a 8, jest —;— bud

=1tga neb —fgf a tim patrné plyne
tgee . tgf=—1
t. j. ony kuZelosecky jsou stejnoramené hyperboly ¥)
6. Zakoncim tyto tvahy feSenim vSeobecnéjstho problému,
jez se tykd vztahu isogondlného dvou rovin.

: BudteZ ndm dény v roviné z y dvé soustavy orthogondlnych
kiivek

i@y =c, L@mY=q 1
v roviné £7 pak jiné dvé soustavy téZ kolmych kiivek _
o EM=r, 9 &N = 2)

‘a vySetfme podminku, za kterou mohou kiivky tyto isogonilné
pifsluSeti kfivkim onym.
Z podminky orthogonality plynou ihned tyto dvé rovnice
o o | % oy _
% oz Ty y 0
%99, %9, 09, 3g,
 w T3y dy dy =0
Souradnice £, % maji byti takové funkce z, y, by ¥, byla funkcl
¢, a hodnota p, zévisela pouze na ¢,; mimo to ale se arci téz
vyiadnje isogondlnost t. j. podminky
8 _m UH_
@ T 'y m
Poslednf dvé rovnice representuji v nafem pifpadu vlastné
Jedmou, t. j. druhou rovnici lze opét pomoci rovnic (3) vyvoditi
z prvnf, coZ zde pro struénost provadéti nebudeme.

®)

*) Srovnej citované dflo Legon XIIItéme, Von der Muhll uréil ve svém
pojednén{ ,Ueber die Abbildung von Ebenen auf Ebenen“ Crellet. 69
viecky soustavy kuZeloseCek, jez lze iscgondlné zobraziti pimkami
§ = Const. t. j. viecky isothermické soustavy éar druhého stupné.
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Jest ale

0 Dy Yy, O dy Y
e T, r Ty, 0
o _
y  mdy

Z rovnic

dE dy, o,
T, de, 3z " 3y, de, x
o dy, de, , I dy, dc,
o de, oy ¥ 3y, de, 3y

w‘ g o, anl dn = dy,

°"’2 2 g+ , " ay = ay,

plynou pak differencmly df a dn co funkce differencidld dy, a
dy,, jejichZto koefficienty jsou partidlnymi derivacemi soufadnic
£, 1 podle y, 7,.
Polozivie
4 =200,

obdrZime timto spiisobem

9P,
= — —t:4
971 317 ’ 3?’2 o
MW
M 8 T dyp, 3
Dosadfme-li tyto hodnoty do vyrazﬁ pro a—g a % premém
se podminena rovnice
% _u
T dy
na tvar

d71 [a% Ny + 99, D_fl] d7’2 99, afa+ D(p,_af,]
de, Loy 3 ) dyd T de,Loy % 0 dy
aneb, poloZime-li
a‘Pz o ol + ai’g D_fx_
o dz o dy
M T Iy
vy _ 3
%_M%.
Vyjadtme nynf M pomocf hodnot ¢, ¢, 7, 7, t. j. vymitme

z,y. &
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Bude pak
ay, _ dy,
(76.‘2‘—1'1("1‘327’1 72) dc,
d s
Avsak y, zdviseti md pouze na c,, tedy plati totéZ o d’;’, musi

byti tudiZ soudin M Z—};‘ pouhou funkei ¢,, co# jen tenkrdte mozno,
~1
je-le
Me, e, 1 7:) =¥, (€, 7)) ¥ (2 7),

kdeZ ¥, ¥, libovolné funkce znadi.
Napotom nutno - poloZiti

d ,
han) 2= @
T
kdeZ je « libovolnou stdlou, z ¢ehoZz pak plyne
d;
=ty (e, 7) ®)

2
Z differencidlnich rovnic (4), a (5) plynou integrovdnim p,
a y, co funkce ¢, a resp. c,, ¢imZz kol FfeSen.

0 rovinnych racionalnich k¥ivkch tretiho stupns.
(Poddva Dr. Emil Weyr.,)

Mezi veskerymi algebraickymi kiivkami nejjednoduseji lze
pojedndvati kiivky raciondlni. Raciondln{ kfivkou nazyvime
takovou kiivku algebraickou, jejiZz body lze jednoznalné (ein-
deutig) urcovati pomoc{ jediného proménného parametru spi-
sobem algebraickjm. Zavedeme-li tudiZ soufadnice rovnobézné,
musi se tyto pro kazdy bod raciondln{ kfivky jeviti co alge-
braické funkce jisté jednoznacné proméné u, kterou pak para-
metrem nazyvime. :

Tak na pf. lze vyjadfiti soufadnice z, ¥y bodu pi{mky,
rovnicemi ' A

rz=a-}tau

y=b+pfu
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