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qui a été trouvée fmpiriquement par M. Guye déja en 1891.
Dans cette relation ¢, et n représentent des constantes unmi- -
verselles.

. Quant & la grandeur ef ’énergie potentielle des moléculés
doubles, une comparaison avec les résultats des mesures fait
voir que le rayon d’une molécule double est sensiblement le
double du rayon de la molécule simple et que une molécule
double livre & 1'énérgie potentiefle du gaz autant que deux
molécules simples. Cela montve que ces doubles molécules 1a
sont des couples de molécules qui s’y trouvent librement 1’une
aupres de l'autre.

La forme de la courbe caractéristique -de Joule (No. 33)
fondée sur I'équation d’état est representée a la fin de ce travail.

Priklad funkee spojité nemajici v zadném
bodé derivace.
Napsal K. Petr. .

Prvnf pifklad funkce spojité nemajici v zddném bodé de-
rivace podal, jak zndmo, Weierstrass ve svych piednddkach
(potinaje rokem 1861). Po prve uveiejnén byl od P. dw Bois-
Reymimda v Journal fir r. u. a. Math,, sv. 79. str. 29 (roku
1875) a od té doby jest Casto vyklddin v uiebnicich poétu in- -
finitesimdlniho. Poklddan jest obytejné za nejjednodudsi z tetnych
od té doby uvefejnénych pifkladd,*) jak ku pf. vyslovné pravi
N. Nielsen **)

(. meo uvefejnil v Math Annalen, sv. 36 (r. 1890)
praci (Sur dne courbe, qui remplit toute une aire plaine), ve
které ukazuje, Ze existuji kfivky o rovnici

e r=f), y=g@,

*) Isou lo zejména price: Schwary (Beispiel einer stetigen, nicht
(hiTereuherbaren Funktion z r. 1873), Da:boux (Aunales de I'Ecole normale,
. 4., 1875, str. 67.~ 112.), Dini, Fondamenti per la teorica di funzioni di
\'ariabili reali, r. 1878, str. 147 a né4sl.), Zerch (Journal far r. u. a. Math.
sv. 103., str. 126.—138;, r. 1888).
**) V Elemente der Funktionentheorie (z r.-1911) pravi doslovné na
str. 101. citovany spisovatel: Das ersie vollstandig behandelte ‘und gewisz
auch das cinfachste Beispiel solcher Funktionen verdankt man Weierstrasy
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kde £(t), g(t) jsou funkce spojité v jistém intervalu, a kterézto
ktivky prochdzeji kazdym bodem daného itverce. Funkee f(¢),
g(t) jsou rovndz funkce nemajici derivace v Zddném bodé da-
ného intervalu.*)

Postup Peantiv d4 se v8ak jelté zevSeobecniti a zdroven
podstatnd zjednodugiti, jak v nasledujicim vyloZim, a docilime
tim piikladu spojité funkce nemajici v zddném bodé derivace
nadmiru jednoduchého a nad to takového, Ze k jeho vykladu —
nehled® k pojmdm spojitosti a denvace — netteba Zddnych
jinych védomosti, nez véty z poldtkd arithmetiky.

Aby vyklad byl co nejjednodussi, zanu se zvldStnim pii-
padem a budu definovati funkei y = f(x) nésledovné v intervalu
(0, 1). Kazdou hodnotu toho intervalu lze wvyjadtiti zlomkem
desetinnym ve tvaru

IIL

kde a; jsou tisla celd intervalu (0, 9); 0 = ar < 9.
Této hodnoté « piifadim y vyrazem

) b h . b \
y:véié%i—é%::.il[:." (2)

L

kdez 4; jakoZ i znaménka =+ jsou urtena dle téchto zasad: Je-li
ap sudé, jest by =0, je-li ay liché, jest b, = '. Jestlize /4 =1,
pak v ndsledujicim ¢lenu jest voliti protivné znaménko jako
v &lenu X-tém (s by), vyjma v tom pfipadé, kdy & jest piifa-
zeno ¢islu ax = 9 a kdy jest voliti v ndsledujicim ¢lenu zna-
ménko totéz. Rovnéz, kdyz b, = 0, jest voliti v nasledujidm
tlenn znaménko totéi Tak ku pi.

1 0 1 1 0 1 1 0
j(014372916) .—-—~—-§;——'§‘3‘+‘2_4"“‘2§—7§‘6'"—§‘7‘+23,
. ; . 0 0 0 .
f(0'222 ..... ):~§-+-§§+:‘2—3'+-..:O,
o oG 1,11 _
1(0999 ..... )——2-+‘?‘+.2-:'+ co.=1

*) Viz jasny vyklad o tom v L. Bierbach, Dxfferentml- und lntegr
rechnuug, sv. 1. (rok 1917) str. 104.—109.
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Tim jest kazZdé hodnoté z v intervalu (0, 1) piifazena
jedna hodnota #; nebof, patif-li ku « dvoji riiznd vyjadfeni po-
mocf zlomku desetinného, jak tomu pfi téch x, jez lze vyjadriti
pomoci konetného zlomku desetinného, jest prisluind hodnota .
pro y, af si ji vypotteme na podkladé jednoho nebo druhého
vyjadfeni Cisla x desetinnym zlomkem, vidy téz. Tak ku pf. jest

027 = 026999 .

Jest v8ak
~ 0 1 1
(0 —_ L=
F027) = 5 Tor ="
o 1 1
() DROC 1
*(0_6939,. +22+2J+24+2,,+ 4-

Tato okolnost se dd dokdzati obecné zcela snadno; ostatné vy-
plyvd téz z dikazu o spojitosti funkce f(x).

Funkce tul defivovand jest funkci spojitouw. Nebot je-li
pro dvé hodnoty x, 2’ neodvisle promnénné

0<az— x<f)k, (3)

jest dvoji moznost se zfetelem ku vyjadieni &isel x, z' dese-
tinnymi zlomky :

1) Obé e&fsla x, «' shoduji se v prvych X-1 desetinnych
mistech (za tetkou desetinnou); jelikoz pak ta &dst hudnoty J(x),
ktera pifsludi vyrazu

g3 Ak
(U T
jest mensi v absolutni hodnoté nez 1.2-%+1 rovnéz tak i pii

f(z) & ob& ty Casti (i pfi f(x) i pH f(z")) maji za pFedpokladu
prdvé ¢inéného totéZ znaménko, jest v tomto ptipadé

| @) — £ | < g (4)

2) V 2’ jest na k-tém misté desetinném 9 a necht jest
(abychom hned nejobecnéjsi piipad mé&li na mysli) 9 na misté
k—1, k—2, ... k%k—¢; v z jsou potom na téchto mistech samé
nully Na mists i—o—1 1§ se cifry u z 4 2’ o 1. Pak jest
otividne
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| fle) — f@) | = g g g
1 A } _

g Tgiap 0201
= : 1 1 1 A l
=| g T g e ) T g

a tedy J
or ]
‘ if(x)—jf(w)i<§..k.;

tim spise pak jest platna i v tomto druhém piipadé nerovnina (4).

Jelikoz pak pro viecka », ' intervalu (0, 1), pro néz
|l —a' | < 107k jest splndn vatah (4), jest funkee 7 () v in-
tervalu (0, 1) spojitd.

Funkee f(x) nema derivaci v Zddném bodé intervalu (0, 1).
Dokazme to nejprve o bodech, jez jsou diny kone¢nym dese-
tinnym zlomkem. MéjZ tento zlomek celkem ¢ desetinnych mist:
jest tedy pro takovd z v (1) wo,; = ag4s == ... =0. Pak jest

patrné pro tato x '
[

1 1
f( -—10") F@E e f( -—1()k)‘“f“)
pro vSecka &k > ¢.
Klademe-li 7, — =+ 1. 10-%, jest tudiz

> y . > y I‘
lim flx +A—/'k)—’~ J@ = + lim 10, =+ x;
k= I o 28T —
volime-li viak 7y — 1+ 2. 10°%, jest. .
' e oY) ~f(;¢)__0 [

1:__ hy
odtud. jest utinéné tvrzeni vplné patrno. Nelze-li v8ak vyjddriti
~ « konetnym desetinnym zlomkem, utinime

Ek4
= O“+ 0

Pfi tom jsou dény &, éryr ndsledovné: Neni-li zadoné z tisel
ak, Args TOVDO 9, jest voliti &, &4, rovny + 1, pfi éemZ zna-
ménko jest libovolné a toliko, kdyz oi, axi, jest rovno bud 0
aneb 8, jest v prvém pifpadé prisluSné &, &y, uiniti rovnym
-+ 1, wdruhém pak p¥ipad® rovaym — 1. Je-li a; rovno 9 nechft
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jest & = — 1, &4, = O0%je-li a4, =9 a o4 riizné od 9, jest
g = 0, &,;, = — 1. Utinénd volba ¢isel &, e, md za nd- .

sledek, Ze zména, kterd v hodnoté funkce f(r) nastane, dosa-
dime-li = + %, misto r, bude toliko pki &islech by, bits, 8 jest
hezprostfedné jasuo, Ze
: 1
!‘f(-l' -+ lll;} - j.(x) ! .—_—__>—— kL
[ jest tedy
lim* f(J + /l/) - f(:c)

F=w e

Rovnéz snadnou volbou pro %, bychom mohli dociliti, aby tato
limita byla rovna nulle, coz viak pfenechdvdm ¢&tendii, podoty-
kaje pouze Ze miZeme predpoklidati, Ze «; v (1) se od jistého
indexu pocinajic nerovnaji stile 9. Tim jest proveden dikaz, Ze
Jtx) nemd derivaci ani v bodech, jez jsou ddny nekone‘nym
desetinnym zlomkem.

Piiklad prdavé podany lze zev3eobecniti. Zistdvame li ku
pi. i na dale pii vyjddfeni ¢fsla x zlomkem desetinnym ve tvaru
(1), mizeme funkei 7 = f(r) definovati vyrazem

hi
4k

112 4

b
R I R =S (5)

pii temz. tisla iy je-st voliti ku p¥. na zdklads tabulky

”L O‘ b
N . f g O‘ 2‘

znaménko pak ve élenu % - 1-vém jest voliti protivné znaménku
ve tlenu /-tém jenom tenkrite, jé-li ax = 2, 3, 6 (ve kterémito
piipadé jsem nad piisludnd #, dal v tabulce pravé napsané vo-
dorovnou &drku). Obecné lze volbu ¢isel b provésti takio: Cislu
i =0 pisludi 7r = 0, pro a, = 9 pak jest /; = 3; dvéma
ay lisicim se .0 1 piisludf rovnéz dvé riznd b, ligci se 1; jeli
i takové, ze kdyby bylo o 1 vétsi, piislufelo by mu /; o jed-
nothu mend, pak ve ¢&lenu /4 1-vém jest brati znaménko pro-
tivné znaménku ve Clenu /-tém (jinak jest zvoliti znaménko
totéz . .
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Misto (2) a (D) bychom mohli konetné voliti vyrazy tvaru
) b b, ‘ b b
y=gikgtg k. r=gtg t
Rovnéz nebylo by tieba vychdzeti od 'soustavy desitkové pii
vyjadiovani x; to jsou vSak véci vesmés na snadé lezici.

Exemple d’une fonction continue qui n’admet de dérivée pour
aucune valeur de la variable.

Par K. Petr.

(Résumé de 1'article précédent.)

Pour définir une telle fonctiori la variable indépendante x
étant dans l'intervalle (0, 1), nous commenqons par convertir x
en une fraction décimale

ag ag

=qoitiget gt TigEt ()

les a; sont des entiers positifs, 0 — ax =9.
A cette valeur de z, faisons correspondre l’expression y:

b b h b

R T
ou les quantités b, et les signes + sont définis au moyen de
la régle suivante: si a; est un nombre pair, on a b, =0; si
_a; est impair, on a by=1. Si by=1, le signe qui figure de-
vant b4, est contraire & celni qui figure devant /. sauf le cas,
ou by correspond & a,=—9; dans ce cas, ainsi que dans le cas
br=0, il faut choisir, devant b, et devant /.y, d'es,,signes
égaux.

La fonction y ainsi définie est continue et n admet de dé-
rivée pour aucune valeur de x, cette valeur étant comprise
dans Pintervalle (0, 1); ce fait est presqe évident, sil’ on peut
'expnmer z par une fraction décimale finie, mdis la démonstra-
tion n’ offre aucune difficulté dans le cas général.

L’exemple qui vient d’ étre donné, peut étre généralisé. En
conservant la maniére adoptée pour exprimer x par une fraction
décimale (1), on peut définir une fonction ¥y —f(x) au moyen
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de I'expression

et e
ol les nombres b, sont choisis, par exemple, & I'aide du tableau
suivant
. ] i
alolile|s]alslel7]8]9]
wloli|2|i]ol1]2]1]2]s]
Le signe qui précede le terme A, doit étre contraire & celni qui
précede By seulement dans les cas ol ar =2, 3,6 (dans ces
cas, j’ai mis, dans le tableau, un trait horizontal sur le nombre
br correspondant). En général, les /; peuvent étre choisis de
la manidre suivante: si deux a; different d’une unité, il leur
correspondent deux by qui different d'une unité; ax étant tel
que, 8’il était plus grand d’une unité, le b, correspondant serait
plus petit d’une unité, il faut prendre, devant h,.,, un signe
contraire a ce qui figure devant 4, (dans tout autre cas, il :faut
prendre, devant by, et devaut 4y, des signes égaux). Tl est
facile & généraliser ces résultats.

Piispévky k theorii nékterych transcendent
poctu integralniho. .
Pise M. Lerch. *)

8.
UvaZujme integraly
' [ eos . xdr h sinuad
= [ 22MI%E B:f LLALAY (17
/ ¢t / @+
v integralu % uix
: 2 g
* A+iB=|[E i,
J o+

uzijme vyjddient

__F_(‘i)_. [ —Ewto s
@+ﬁ“ﬁ £

*) Viz minuly roénik »>Casopisu< str. 1., 166., 312.
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