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0 uzavienych konvexnich krivkach.

Napsal Bohuslav Hostinsky.

1. Nauka o konvexnich kfivkach a plochdch byla v poslednich
létech pfedmétem ¢etnych praci. Pozoruhodné podnéty ke studiu
tohoto oboru geometrie dal zejména H. Brunn'), jenZ odvodil
elementdrnimi tvahami zdkladni véty o uzavfenych konvexnich
ktivkdch a plochdch. H. Minkovsk:?) vytvofil obecnou nauku
o konvexnich télesech a obohatil ji novymi resultity. 4. Hurwitz®)
zaved] uzivani trigonometrickych fad, které se tu osvédtily jakozto
dilezits pomicka. N '

V této prdci neuzivim Minkovského nejobecnéj§i definice
konvexnich kiivek, kterd v sobé zahrnuje také utvary neanaly-
tické (kifivky bez tetny a p.); budu pfedpoklddati, Ze uvaZované
kiivky jsou analytické a budu sledovati priabéh kiivosti. Upo-
zoriiuji zejména na to, Ze t. zv. véta o &tyfech vrcholech kon-
vexni kiivky (viz odst. 8.) plyne bezprostfedné z jedné zndmé
Sturmovy véty o nullovych bodech trigonometrickych vyraza
a 7e zajimavé transformace ploSnych integrald, Minkovskym ob-
jevené, daji se pro rotatni télesa velmi snadno odvoditi (odst. 12.).

2. Budiz ) )

x8ine—ycose=p

rovnice orientované piimky 7 t. j. pfimky, na niZz jest vytlen
urtity smysl ihlem « (0 < a << 360, ktery svird pfimka s osou z.
Vzddlenost p pifmky od potdtku soufadrmic povaZujeme za kladnou,
uréuje-li jeji smysl kladnou rotaci (proti ru¢i¢kdm hodinovym)
kolem politku, a zdpornou v pifpadé opatném.
Predpoklddejme, Ze » jest tetnou urtité kiivky K; « bude
pak tetnovym tdhlem a p — f(«) funkef dhluse. Kfivka K jest
orientovdna, ponévadz kazdé jeji tetné& piislugi uréity smysl
a jest, jakoZto obdlka svych teten dokonale urlena, dédno-li p

1) A. Brunn: Uber Ovale und Eiflichen (Inaugur. Dissertation,
Manchen; 1887). '

2) H. Miikovski: Ges. Abhandlungen II

%) A. Hurwity: Sur quelques apllications géométriques des séries
de Fourier. (Annales scientifiques de I' Ecole Normale Supérieure, 3¢ série
t. 19, 1902). ' '
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jakozto funkce Ghlu «. Soufadnice z a y bodu dotyku vyhovuji
rovnicim

»8ine.— ycos a = f(a), xcos -+ ysina = f'(a),

kde f’ znatf derivaci funkce f. 7 t&chto rovnic vypoéteme xay
jakozto funkee dhlu «:

e=1f sinae 4 f.cosn. .y=—F cosa 4+ f. sina
a ddle v
de=(f+f"cosedn, dy =(f+ f'")sine da,
ds = \dr®* + '(7]/_2‘ =((f+/")de
Posledni rovnici jest urcen oblouk s i co do znawmeni.
Jesli /4 /"= o, ptibyvd oblouku s s rostoucim «. Tolomér
kiivosti R = ds/dr jest urlen rovnéz co do znameni rovnici
R=/f+f". ‘
3. Otoéme kfivku A, vyjidienou ve smyslu odst 2. rov-
nief p = f ), kolem poldtku sotiadnic o dhel «,. Obdrzime tak
novou kiivku K, kteed jest vyjadfena rovnici p == f (@ — o).
Applikujme na kiivku A translaci definovanou rovnicemi
o =z + A yY=y-+ B,
kde x, y zna¢f soutadnice bodu v pivodni poloze, 2, y* pak
soufadnice bodu odvozeného. Kfivka A" odvozens translaci z A
md te€nu
(2'—d) sine — (Y —B)cosa = f (a)
aneh -
x' gin e —y" cos e = fle) + A sin «— I cos e,
jest tedy urtena rovnici p = f(«) + A sine — B cos n.
7 toho plyve: rozvineme-li funkci p = f(e), pFislusnou
ktivee A7, ve Fourierovu fadu

f(a) -ao—{— Y (@ €08 1 @ + b, sin m ),

nezdavisi ani koefficient #, ani b, na tvaru a velikosti knvky,
nebof vhodnou translaci ’mﬁZeme prejiti ke k¥ivce takové, Ze
piisludnd Fourierova fada pro veli¢inu p neobsahuje ¢lend s cos «
a sin k. Tyto Cleny rovndz odpadaji v obecném vzorci pro
polomér kiivosti, penévadz

@, i R )
') =—-2n?(a, 08 n« 41, sin n «),
1
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a tedy, vzhledem k poslednimu vzorci odst. 2. ,
R=a,+ Z(1 — 2% (ancos na -+ b,sin n a).
2

4. Sledujme nyni priibéh poloméru kiivosti v okoli bodu'
kde md ktivka jedinou uréitou tetnu. P’ro jednoduchost volme
uvazovany bod za poldtek soufadnic a te¢nu v ném za osu Owr.
YV okoli toho bodu jest

y=ax® ..., m=>1, ,
'vyneché.me-'li ¢leny vyS8ich stupiid. Ze zndmych formulf odvodime

a2—m dy

= — —a -~ = pm Tl
R""am(m——l) L..., a=arcty g = ama + .
Jest tedy
g/:aw—{;..._, R=C.a"+4 ..., O:*:U,
kde :
e - =
T ou417 =1

Ptihlédnéme k témto é&tyiem pifpaddm:

a) m je celé &fslo sudé; p jest zdporné vzaty zlomek
s lichym jmenovatelem m — 7 a Citatelem o jednu mensfm
Kiivka md v O styk (m— I)-tého stupné s tetnou. Pouze pro
m=—2, u=o0 (obylejny bod) jest polomér kfivosti koneiny;
jinak jest polomér kiivosti nekonetné& veliky.

b) m je celé tislo liché (vétsi nez 1); w jest zdporné vzaty
zlomek se sudym jmenovatelem m— / a Citatelem o jednu
mensim. K¥ivka md v O inflexi; styk s teénou jest stupnd m—/.

¢) u je celé ¢islo sudé. Pro w==o0 jest m —2 (obylejny
bod). Pro w =2 jest m =+ atd. Polomér kiivosti v O jest
obetné roven nulle.

d) u je celé ¢fslo liché. Pro u =1 jest u =} (bod vratu).
Pro w=23 jest m —{ atd. Obecné: bod vratu ‘s polomérem
kfivosti rovnym nulle.

Poznamenejme, Ze v piipadech a) a c) zdstivd kiivka
v okoli bodu O po téze stran& jeho tetny; v O nenf ani inflexe
ani bod vratu.

b. Kfivka jest uzaviend. jsouli = a y periodickymi
funkeemi thlu «. Vzorce, jez vyjadfujf « a y funkef f a jeji
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derivaci (viz odst. 2.), ukazuji, Ze ten piipad nastane, je-li /'
funkce periodickd s periodou, ktera je v raciondlnim poméru
se 2m. PonévadZ viak ony vzorce obsahuji sin o a cos e, musi
ihel ¢ prob&hnouti intervall. 0... 2z aneb jeho celistvy ndsobek,
aby se kiivka uzaviela.

Budeme se zabyvati zvlaStnim druhem uzavienych kiivek.
které odpovidaji pifpadu, ze funkce f(«) md periodu 2. Te&novy
uhel roste spojité podél takové kiivky, jeZ se uzavie, otoif-li se
tetna o plny ubel. Uvedme dva pifklady. Rovnice '

fle)=a, + o, cos e + b, 5in &
oldpovidd kruZznici:
x=0h, + a,sine, y = — a, — q, COS «.

Stiedem kruznice jest bod (»,, —a,), polomér rovnd se a,.
Jeli £+ f" ==a, = 0, jest rostoucim o« uréen kladny obéh po
kruzniei, je-li n,<<0. jest rostouctm e« urfen ziporny obéh.

Druhy piiklad : Kfivka urtend rovnici

fle) =a, + sin 2«
mi obecné Ctyfi body vratu, ponévadz rovnice R =—10 neho
v a,—3s8in2a =10
md Ctyfi jednoduché kofeny (viz odst. 4d.) Koteny jsou redlni
jen v tom piipads, ze | a, | << 3. Mimo to md k¥ivka dva dvojné
body; piimka y = —ax jest jeji osou soumérnosti.

6. Vyjdéme z rovnice p = f(a), kterd definuje k¥ivku A
Zvétsime-li funkei ) o konstantu C, obdrzime novou kfivku,
kterd je ka K parallelni t. j. mid s ni spoletné normaly.
To se dokdze nejjednoduSeji z rovnice normdly ku kiivee K:

x cos @+ ysina = f'();
tato rovnice se neménf, zvétsi-li se fi«) o konstantu C.

Je-li R polomér kiivosti pdvodni kfivky, jest B -+ C polomeér
kiivosti kfivky parallelni. Dostivdme vlastné vidy jen jednu
vétev .parallelni kiivky, mdme-li na mysli obylejnou definici:
krivka parallelni ku & jest obdlka kruznic, jez maji konstantni
polomér (' a stiedy na K. Drubou vétev parallelni kfivky od-
vodime zmensice funkei f(e) o C. To lze sledovati v obou pii-
kladech uvedenych v predeSlém odstavei: Je-li

p=/(&) =, + a, cosa + b, sine, a,>0,
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zvétluje se polomér kruznice (kladné probihané pii rostoucim «),
zvétiuje-li se a,. Je-li a, = 0, obdrzime kruznici o poloméru—=o,
je-i a, <0, kruznici zaporné probfhanou,

Druhy piiklad: Sledujme, jak se ménf kfivka

f(e) = a, + sin 2¢,

ménf-li se a,. PonévadZz = a, — 3 sin 2a, jest I stile kladné,
je-li ¢,>3. Kfivka jest konvexni; s rostoucim « probthd se
ktivka Kkladng. Je-li #», =23 anulluje se polomér k¥ivosti ve
. ¢tyFech bodech urtenych rovnicf 1 — sin ¢ = 0, Ponévadz viak
tyto nullové body jsou drubého fadu (4 = 2; viz odst. 4.c),
zustdvd v nich kfivka po téze strané tetny a je stdle konvexni.
Pro — 3 <= a, =< 3 vyskytuji se Ctyfi body vratu a dva d.vojné
hody. Pro a,=—3 jest R stdle zdporné; kiivka je zase kon-
vexni, aviak s rostoucim « probfhd se zaporné. Pozorujeme-li
podrobné na prislusnych obrazeich zdvislost tvaru kfivky na
hodnoté konstanty «,, presvéd¢ime se snadno o platnosti téchto
obecnych pravidel: '

a) Body, v nichZ polomér kiivosti m4, jakozto funkee tecno-
vého dhlu e, nullovy bod 2. fadu (v = 2), vznikajf splynutim dvou
bodd vratu a jednoho bodu dvojného; obdobné vznikd bod, v némz
md kiivka s tetnou dotyk 3. stupné (m =4 ; viz odst. 4.a) splynutim
dvou inflexi (m = 3) a jedné dvojné tetny.

h) Ke kiivee K dané rovnici p = f () odvodime kiivku
shodnou, avS8ak s te€nami opaéné orientovanymi takto: DBudiz

@ .
fle)=a, + .1) (a; cos ne + b, sin ne)

a M (xz, y) bod ktivky K piislu§ny Ghlu «. 7 rovnie, jez vy-
jadtujf = a v jakozto funkce dhlu « a jez jsou uvedeny v od-
stavei 2., vyplyva: p = — f(«) jest rovnice kiivky K,, kterd
jest stfedové soumérné ku K vzhledem k potdtku soufadnic;
bodu M odpovidd bod M, (—.x, —y) na K, a tetnovy dhel v 1,
md hodnotu «. Ototme nyni kiivku I, o 180° kolem potdtku
v kladném smyslu. Dostaneme novou kiivku A7, totoZnou 8 K ;
“abychom odvodili rovnici kiivky X,. jest nahraditi v rovnici
ktivky K,: .

\

’

®
pP=—a, — .‘l (a, cos ne 4 b sin na)



ihel « thlem « -+ n, Ponévadz

cos n (a0 + ) = (— 1)" cos nat, sin n (@« + 7)) = (— V' sin ne,
jest
” n+1 .
p=—ua,+ Z(—=1) (a,co8 na + b, sin ne)
1

rovnici ki¥ivky K,. Uvaime, Ze pfechodem od X ku X, nezmé-
nila se orientace tecny ptisluSné dhlu @, a Ze se pak pii pte-
chodu od K, ku A, kazdd tetna otolila o 180°. Z toho nasle-
duje, 7e K, jest kfivka totoznd s kfivkou A, avSak opainé
orientovand, coz znamend : odpovidd-li na K bod M (x, ») uhlu
¢, odpovidd na K, tyz bod thlu e« -+ 7. Poloméry kiivosti obou
kiivek v A7 1i%f se znamenim.

Prechod z rovnice p — s'(«) dané kiivky ke kiivce s tec-
nami opalné& orientovanymi provede se tudfZ tim, Ze ve Fourie-
rové Fadé pro f(«) zménime znameni koefficientu a, jakoZ i viech
koefficienti « a 4 se sudymi indexy.

7. Uzaviena konvexni kiivka md s kazdou svou
tecnou toliko bod dotyku spoletny a lezf tedy celd po jedné jeji
strané. Predpokladejme, Ze poldtek souiadnic lezi uvnité dané
wzaviené konvexni kiivky a Z%e smér dany rostoucfm uhlem «
uréuje na ni kladny obéh. Pak jest :

L R=f+/=0

ve viech bodech k¥ivky. Funkee'f{e) m4 periodu 2.

Kdybychom zménili orientaci kazdé tetny, bylo by 2=.0;
7 tohoto pifpadu ptesli bychom k /¢ =0 zplsobem vyloZenym
na konci prede§lého odstavce. '

Omezime se jen na‘analytické"ki'ivky, jichz tetna se spo-
jitt ménf, a ptipustime tyto singularity:

a) R jakozto _funkce tetnového whlu « ma nullovy bod
sudého Fidu (viz odst. 4).

b) Polomér It kiivosti jest nekonetné veliky, ale tak, Ze
" kiivka mad s tetnou dotyk lichého stupné (viz odst. 4a).

Déna-li funkee f(e) = p Fourierovou fadou

’ ©
f(a) = a, + X (v, cos ne + #_ sin na),
1

-
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vypotteme snadno obvod L kfivky

27td 2w

—|es 5 __ . I

L-—fda da_./‘(j—l—j ) de.
0 0

2
R=r+[r", [/"” de = f'(27) — 1"{0) = 0,

0

o or
L iffRda —_—[p(la = 2. aqa,.
0 ‘0

Koefficient «, rovnd se dle toho poloméru kruznice, kteri ma
s danou kiivou stejny obvod. PiSme posledni vzorce ve tvaru

PonévadZ pak

vychdzi

2 2

a, = 21 [Rd(x: é}; [pdo:.
b b

7' toho vyplyva: Stfedni hodnota poloméru kiivosti
uzaviené konvexni kfivky rovnd se stfedni hod-
noté vzddlenosti teény od potdtku soufadnic; pii
tom jf)st povazovati tecnovy tuhel « za nezdvisle proménnou.

8. Dva body uzaviené konvexni kiivky, v nichz ma polo-
mér [ kiivosti maximum (n. minimuw), jsou vizdy oddéleny
bodem, v némz m4 R minimum (resp. maximum). Obfhdme-li
kiivku v urtitém smyslu, stiidaji se maxima s minimy, takze
na celém obvodé jest'prdvé tolik maxim co minim. Body. v nichz
md R maximum neb minimum, nazveme vrcholy kfivky. Neni
mozno, aby na celém obvod¢ byto jen jedno maximum a jedno
minimum ; 1ze dokdzati, Ze kazdd uzaviend konvexni kiivka mé
aspont CtyFi vrcholy*) (véta o ¢tyfech vrecholech).

K dékazu uzijeme pomocné véty: Mezi dvéma vrcholy
funkce lezi aspoii jeden vrchol jeji derivace; vrcholem funkce
rozumime hodnotu nezdvisle proménné, pro kterou m4 funkce

4) Tuto vetu dokazal poprvé 4. Kneser (Heinrich Weber-Festschrift,
Leipzig-Berlin, 1912). Srv. W. llaschke: Kreis und Kugel, Leipzig, 1916,
p. 160, kde jest udina dalsi literatvra’; tato kniha orientuje dobfe o rozma-
nitych problémech v tahujicich se ke konvexnim iélesiim.
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maximum nebo minimum. Derivace funkce periodické ma tedy
uvnité jedné periody celkem aspon tolik vrchold, kolik jich md
funkce sama. .

Dle odst. 3. a 7. jest polomér kiivosti dané uzaviené kon-
vexni kfivky vyjddfen formulf

R=a,+ 3 (4, cos na + B, sin na);
- 2

u, znati polomér kruznice, jejii'obvod rovna se obvodu dané
ktivky. Budiz » kladné celé islo délitelné Etyimi a polozme
Fe)= x —1; (4, cos ne -+ B, sin ne),
n=2 9
Je-li » dosti veliké, prevlada v této fadé prvai dvojélen (n=2):
piseme-li
9 F(e) = A, cos2¢ 4 B,sin2n+ 3 ( Tf_) (4,08 ne+ B_gin nary,
n=3 \ 7¢
jest patrno; ze uvnitt jedné periody (0 < o« <<27) md F(a)
pravé tolik vrchold, kolik jich méd vyraz
‘ A, cos 2a 4 B, sin 2a.

Tento vyraz md dvé maxima a dvé minima. Dle pomocne véty
shora uvedené ma tudiz funkce
d 1 () =R —a,
de”
aspori ttyti vrcholy uvnitt jedné periody. Toté% plati o polo-
méru R kiivosti samém; tim jest v8ta o &tyfech vrcholech do-
kézéna.

Poznamenejme vyslovnd, Ze nejsou vyloutena maxinfa ne- -
konetné velikd v bodech, kde se stdivd K nekonetné velikjym ve
smyslu odst. 76; pfislufny diikaz prozatim vynechdvdm.

Kdyby 4, = B, = 0, dokézali bychom uvedenym postupem
ze md R aspoii tolik vrchold, kolik jich mad vyraz 4, cos 3¢ 4~
+ B; sin 3e, totiz Sest atd, %) (Dokonéeni.)

5) V tomto dikaze véty o &tyfech vréholech, jenZz se mi zd4 byti
zvl48¢ jednoduchy, uZivim postupu, kterym Lord Rayleigh dokdzal obecnéjsi
vetu o nullovych bodech funkei Sturm-Liouvilleovych. Viz Rayleigh : Theory
of Sound. 24 edition I. p. 219—220.
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