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K ustanoveni definitivni hodnoty (5) uZito vzorce Wallissova
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(Pokracovéni.)

Nékolik pozndmek o étyrsténu.”
Napsal Jan Schuster, prof. reilky v Pardubicich.

I. V nésledujicich uvahach uzijme oznateni obdobhného jako
v rovinné trigonometrii, jez umozni cyklickou substituci ve tiech
nebo Ctyfech prveich a podet zjednodudi. Ctyrstén o rozich
K, K, K,, K,, mé& sferické siny trojhrani £,, £,, E,, E,, sferické
siny trojhranii k témto polarnich E,E, E,,E, a prot&jsi stény
A, 4y, 4y, 4,. Berme 4, za podstavu o hrandch o’,%’,¢’ a hrany
protéjif budte «,b,c. K témto hrandm pFiléhajicf ably sténové
znatme souhlasné «', ¢, )", «, 3, y, a \thly hranové oznatme pismeny
souhlasnymi s protéjsf hranou stény a jejim indexem, totiZ sténa -
4, méj hranové uhly «,,0,,c,, sténa 4, .. a,, b, ¢, atd. Ostatni
oznateni zavedeme dle potieby. .

Jako zdkladnfch prvki pouZijeme hlavné stén a thla sté
novych. .

I1. Obsah étyrsténu 7', ktery se obytejné vyjadfuje ve tvaru:

‘= ztalck,

pfepidme ve tvar, jenZ obsahuje toliko stény a sinus polarniho
trojhranu E,, wvzijice vyrazii pro obsah trojihelniki:

ab 8in ¢, =24, lecsina, =24, ca sin by =24,.

*) Tato price je prvnim sdélenim auklorovym z jeho praci o &tyr-
stépu z roku 1915 a proto ¢asové predchazi pojedndni v »>Zeitschrift fur
das Realschulwesen« z roku 1917 a v Rozpravich Ceské Akademie z roku
1918 ¢. 30.



o]

' 4,4, % sina
tud je totiz a?== "2~ L atd.
Odtud je totiz a — S, sing’ atd

.

: 1 rl 3 4,4,4
tak, ze je: T—=—2\/- 3
3 Vsing, sinb, sinc,

Ale dle sinové véty sferické trigonometrie jest

]

sina, sinb, sine, _ KY
sine sing siny — K3
a rovnéz je sina, sin’, sine, sin« sing siny =4FE,E, ")
T '
Odtud hned sin%, sin®), sin%¢, = 'Fv:""
g
a dosazenim levé strany do hodnoty pro 7 obdrzime:
v 2\ N AN
2_‘—'5\/ 4142‘43}"4 (1).

Obdobné rovnice vzniknou cyklickou pfeménou indexi,
a pravé strany tvoif postupnou rovnici; jeZ umocnéna dvéma
a délena soulinem # 4,4, 1,4,, vede na rovnici zcela obdobnou
sinové vété v trojubelniku, totiz:

\

K, E,__IJ;, Iul 97* 9
3T AT AT 4, A, a0, (&}

anebo zndsobime-li jednotlivé z rovnic (1),
T=2 \AM,,QM‘}{}‘«TQIJE (3)

II. Jako v trojihelniku dé druhou :skupinu vztahd véta
cosinovd. Primét vzdy tif stén do stény étvrté vede k rovnicim:
4, = dy cos y o4 4y cos p+ 4, cos ) )

dy = d, cosx—+ , cosy + A, cos

Ay = 4, cos g+ 4, cos o + A, cosy’
A= d, cose'+d, cos f'+ Ay cos
Nésobme prvnf tfi postupné Cinitelem 4,, 4,, 4, a settéme.
Dosadime-li pak do souétu poslednich ¢leni pravou stranu rov-

nice itvrté, coz dd 42, obdrzime :
Ay =+ 92 0y —2,d,c087 -2 4,4, 08 o —
— 21,4, cos 8

“

(D)

1) Weber-Wellstein Enzyklopaedie der Elementar-Mathematik. 11. Bd.,
p. 365. .
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t. j. prvnf vétu cosinovou, ke které patti dal&f tfi rovnice ply-
nouci cyklicky.

Ze soustavy 4. mizeme vSak urditi daléi relace, pfepiseme-li
prvni tfi rovnice na tvar:

: 4, co8-f + A, cos y = A, — A, cos«’
Ay €08 a 44, co8y = dy,— 4, cos §
oy c0s @ 4 A4, cos = d;,—d, cos;
a Fesime-li je dle cos «, cos g, cos y. Determinant koefficientl
levé strany md hodnotu : 2 4,4,4,, a feSeni zni:
24, 4,45 08 a = — A} (d,— A c08 ') + A, 4y (dy— A, cos f3’)

+ 4,4y (d; — 4, cos ) =4, (4; + A: - di) — 4,4,

(A, cos ' + 4y cos y' — 4, cos c’). '

Kdyz na pravo ve druhé zavorce prvni dva ¢leny nahra-
dime hodnotou plynouci z posledni z rovnic (4), mozné' celou
rovnici zkrdtiti Cinitelem ,, a piSeme-li Eleny s indexy stej-
nymi k sob&. dospéjeme k vyrazu:

A4 —2 4,4, c08d =A% 44, -2 dyd, cose,  (6)
k némuz patii dva dalf pro uhly 3,3 resp. y,;".

Z této rovnice vidime predeviim, Ze jsou-li ze Sesti prvki,
jimiz Ctyrstén uren, diny &tyii stény a dva ihly prot&jsi, obsa-
huje dkol spor anebo neni uréity.

Dédle vidime, ze spoletnd bodnota obou stran rovnice (6)
musi byti soumérnou funkei pro oba pary stén A,, 4, a 4,.4,.

K jejimu uréenf uvazujme protéjsi hrany aa’, jejichz dhel
bud ¢., a promitnéme na rovinu kolmou ku hrané a stény 4, a 4,,
¢imz vznikne trojahelnik, ktery ma Ghel, sevieny rameny rov-
nymi vySkdm obou trojihelniki : ?—g", 2—?—, rovny sténovému
thlu «, a prot8j§i zdkladnu rovmou primétu hrany o', totiz
a'sing, Pak dd cosinovd véta: :

2 2 .
44 +4/1 s =12, 2@_ 2 4,

a' sin
2T jest

‘obsah p, rovnobéZnﬁka vzniklého fezem stfednim, ktery je rovno-
b&7ny s ob&ma hranami «, o',

obdrzime 42 - 4% = Api = 24,4, cos . (7)



' b1

Je tedy spoletnou hodnotou obou stran rovnice (6) Ctverec

dvojndsobné plochy stfedniho fezu, k ob&ma péarGm stén sou-
mérného.

Rovnic (7) je celkem Sest ; vyjadfujf druhou vétu cosinovou.

IV. Z obou vét cosinovych moznd odvoditi fadu identit.
Uvedeme jen tfi.
Z rovnic (4) zndsobenych postupné 4,, 4,, 4, 4,, a setténych
hude : '

N\
QX dy cos (dyd) = 24F  (hl=1,2 3 4; k==l).
ki k . .

Nebo dosadime li hodnoty cosinii 1whli znésobenych sténami
z rovnic (7) do rovnice (5, plyne:

Ay + 45 A A+ a7 = 4 (pi + pi + pi). (8)
Zndsobime-li kazdé dvé z rovnic (7), jez patii témuz stied-
nimu fezu, bude ku pi¥.: '
4.4,4,4,4, cos « cos ' = (A:4} + A1y + Ay A% + 474Y) —
— A pi (AP AP A+ 4%) 16 ps
a seCteme-li je, dd soucet Clend v prvnich zdvorkdch na pravo
vSecky dvojnasobné soutiny ¢tverce, jenZ vznikne, kdyZ ve tietim
€lenu za Ctverndsobmné Ctverce stfednich Fezl polozime levou
stranu rovnice (8), tak Zze zbudou jen Cleny quadratické, a jest:

“)

4 4, 4,4,4, (€08 « €08 ' + cos 3 cos 3 -+ €08 7 €08 ') =
= 16Xpt — 24}

k=a,b,¢ k=1,2,3,4,

V, Ctyrstén jest urcen Sesti ¢dstmi. Které podminky se
musi splniti, jsou li dény Ctyfi stény a dva stiedni Fezy?

Predev8im dle (4) musf byti kazdd sténa men3i nez soucet
tif ostatnich. OvSem stali, splni-li tu podminku sténa nejveétsi.

Dle (7) musi 2 d,d, > 4°—4’ — 4p} '
nebo 4pl > (4,—4,)* atd., »
tedy celkem &tyfi nerovnosti. Zase netfeba tvofiti vSech, nybrz
jsow-li stény v potradi vzestupném, ku pi. 4,, 4,, 4,, 4,, netieba vy-
Setfovati 4, — 4, a vibec z kazdych dvou rozdili pfislusnych
témuz fezu, se omeziti na v&tif. '

Posledni nerovnost vede pro pary stén protéjsich k nové:

8pa = (dy— Ay)* + (4,— 4,)*. (10)
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Kdyz soulet tff téchto nerovnosti odetteme od rovnice (8), dvéma
znéasobené, vznikne:

2;;4-4>sz+4;+4§+43 (i h=1,2,3,4; idek)

Odecteme-1i (9) od (8), vznikne:

P+ pe —pa <5 (dy Dy + Ay 4y)

Pozndmka: Jsou-li vSecky stény Ctyisténu stejneé velké,

daji rovnice (7), kdyz v nich zavedeme dhly polovicni,
Pa=dsing, p,=4dsin? p.= dsin?
Protéj#i dhly jsou stejné. Rovnice (8) vede na:
pE+ i+ pi=a
nebo dle poslednich rovnic: .
0 . 0,/ ) —_— 1
sin®% + sin®? + sin*; = 1. |

Viecky tyto dhly «, 8, 7 se stejné stfidaji v rozich, jez
jsou proto shodnymi trojhrany, a jejich uhly hranové, lezici
stifdavé ve viech sténdch, jsou stejné. Proto jsou stény shodné
a sit.¢tyfsténu je trojihelnik s tymiz dhly hranovymi ve vrcholech.

VI. Rovnice (7) dovoluji pomoci stén a Fezi vyjadiiti
uhlové funkce. Ptedevidim sferické siny polarnich trojhrani
E, E,, ks, E, moznd piepsati ze tvaru:

sy = — €08 7, €08 (0, — «) €08 (7, —p3) coS (o,— y) na
— 4 E? =1 — 2 cos a cos (3 08 y — cos” @ — co0s8® § — cos? y

nebo

— 1 cosp3 cosy |

—4Li=|cosp —1 cosa )

cosy cose — 1 5’

nebo se ztetelem k (7) na tvar:
— 3R L2 A4 =
—"2/11424]3 ’ 42(d§+d‘f_'4p3)1 AJ(A? +A:—_41)’f)?

Ay (B34, —4pd), =24, dy 4, A (A A5 —4p))|
lda (A:+A;—4p3)7 a4, (A + 4 —4pa). — 24, 4,4, l

Ostatni se obdrzi cyklicky. .

Tim uZ zdroved objem 7' vyjidfen sténami, hledime-li
k rovnici (3).

Pro siny dhld sténovych moznd zavésti vyrazy soulinové
v trigonometrii obvyklé. Nehof ptitteme-li rovnici (7) k soutinu
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24, 4, nebo odetteme-li ji od ného, moZnd zavésti polovicni
uhly, takze po dpravé je:
. 44y d;c08° % = (dy + ;)" — 4 pa
44,1, s1n“" =4pi—(d,— d,)*
Polozime-li 4, + 4, + 2p‘ = 2m,,,

a Myg (Mgy — dy) Mgy — ly) (Mg — 2 pa) = Mg,
je Ay d,sin @ =2 My, (11)
Velitinu M,; moznd téz definovat rovnici:
16 M3 =442 4% — (42 + 4] —4p2)L - (12)

Dalsi hodnoty plynou zase cyklicky.

VII. Délky hran dovoluje nejstru¢néji urtiti jind definice
objemu, totiz soutin podstavy a vysky. VySku télesnou moZznd
ziskati jako primét sténové, t. j. ku pt.

24, . , 24, 4, sine

v, = —-»—d»,l sine, takze A,v, =37 = o

Ale dle (11) je Ctitatel znam jako funkce stén: 4 i/,
. , 4 M,
tak ze o=

Jiny postup pro urdeni hran di pouzxti yyrazi pro uhly
hranové. Pro trojhran K, platf
sin ¢, sin ¢ sin 3 = 2 [, atd.
E 4, 4,42

nebo dle (11) sin ¢, = —
2 1“.23 Jl,g

(13)

(14)

Utvofme ostatni virazy pro dhly hranové a dosadme do
vyrazu pro Ctverec hrany z odstavce lI. Pak je

0t — 4 M3,
C= T a4
Jezto hrana a obsahuje také roh K, , plati:
al = ,4 Mgn_
Ly dyd, 4,

a soutin obou poslednich rovnic dovoluje hranu vyjadiiti sou-
mérné vzhledem k ob&ma rohim K, X :

4, A:sVEx L4, 4,

(15)
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Soutin dvou hran protéjsich jest:

pare  LMEML M
VE, E,E,E, 4 43 42 4* 3T,
uZijeme-li rovnice (3), a souhlasné se (13) jest: a o’ = 16 Bg“'—;%{—‘—‘ '

i
Nésledkem relace vyttené ve II. odstavei mezi hranam
prot&jiimi a stfednim Fezem p, mdme pro sklon hran a, o'
. 4p. 9 T%p,
sin @, = = =
' 4“ I]IQ"» Mll

a osa tychZz mimobézek O. se dd potitati jako vySka trojihelnika,
jenz vznikne promitnutim stén 4,, 4, a hrany o' ve sméru
hrany a:

24, 24,

0, o' sin @, = . . sin a.
a a

Se zfetelem na (11) a (16) plyne odtud:

7 =

‘:1, ’_':'m "’v__‘— : 172
0, =2 M opo — 200 _ 2 \ /e Moy — g_’_». (17)

ap, a Pa Da a “’ a
nebof dle (13) plati: -{{:4 = yai (13"

(Dokonceni.)

Prispévek ke konstrukei elipsy ze sdruzenych
priumeérd.
~ Podavé prof. Vaclav Hiibner na Kral. Vinohradech.

Jak zndmo, lze povazovati elipsu za §ikmy primét kruiz-
nice. Budtez ah, cd dva sdruzené priméry kruznice, k niZ se--
strojen opsany &tverec pgqrs, jehoz strany jsou rovnop8zné
s témito priméry, které stotoznime s osami soufadnic X, Y. Tetna
v libovolném bodé ¢ (x4, y:) kruznice K, ma rovnici za, + 7y, =17*%;
priisetiky jeji se stranami’sr, rq (obr. 1.) jsou m, u jich sou-
fadnice urtime, feSime-li rovnici tetny s rovmici y — r» (pro
bod m) a & = » (pro bod u).
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