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dosazeno do (7) dé po zkriceni a uspofddini podle mocnin z:
etf2xt — 2g2etfx3 +alt. (et —alf2 T b 7?). :c"‘ + 2086z —-a10 = 0, (25)
UZzijme nyni podminky (22)' V nasem prxpadé ]est
A = e*8?, B = —2a%%, C =a*. (et —a2§2 ? b2?),
: D =2a3¢, B = — al".
Tim se zméni (22) na:
2(1’12 (ed - a2£2 :F b2 2)3 + 108 aue4§4 + 36@146“52 (e4 —_ a2§2
b2 2) — 108 a14e8£2. + 72@143452 (64 _a2§2 :F bz 2) p— 0

krétime-li 2.a a sloudime-li pokud moZno, obdriime vysledny
tvar rovnice kiivky X'
(a2€? 4 b2n? — )3 L 54a%b%i£? = 0. . (26)
Rovnice (26) se velmi podobé rovnici evoluty stiedové kuze-
losetky, jez mé tvar:.
(a2€? + bzn — e4)3 L 27athretgry? — 0. (27)%)
-Odtud lze dokézati, Ze nase kfivka X pro stiedovou kuZelo-

‘seCku lezi celd uvniti piisluiné evoluty, povaZujeme-li stfed
elipsy (hyperboly) za vnitini (vnéjif) bod evoluty.

Y

I

Poznamky o tro_]uhelmku.

. Dr. Jan Schuster. .

1. Sestro;ovam obecnych bodd v trOJuhelniku prova.déno
‘jednak délicimi poméry nebo specielnfmi konstrukceml Jez pak
daji fadu vyznaénych bodd charakteristickych.

V nésledujfefch ¥édcich podam jednoduchy zpisob, ktery se
hodf stejné pro uréeni obecnych bodil jako bodd vyznaénych.

Princip metody je vektorové séitani. Predstavme si totiZ, Ze
v jedné strand, tteba BC, naneseme od vrcholi B a C' protivns,
bud ven nebo dovniti dva stejné, protlvne vektory +ma—m. -
KdyZ je pojimime jako sily, zruif se navzijem, Kdy? pak stejnd
ve strané CA4 naneseme - n, — n a ve strand AB zase + p a'— p,
jo cely systém 6 sil v rovnovize. Ale mysleme si nyn{ vidy dva’
vektory v témZ vrcholu seteny. Tim vzniknou tfi sfly, jejichz
- pimky se musf protnout v temi bodé a ktere musi zase dat toui
nulovou vysledmcl o . L

4 ‘) Vlz Bydzowky — ta.mtéi str 215—-.220 I
s . ™
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'Vyménime-li n&ktery par stejnych a protivnych sil ven na-
mifenych se silami dovnit¥ mificimi- neb naopak, obdrzime dalsi
t¥i body algebraicky ptidruZené. -

Nejprve pl"l]de o uréeni trojihelnikovych soufadnic vzniklého
bodu. Véta sinova dé pro tGhly y,, y,, jednak v trOJﬁhelniku ABC,
jednak v rovnobézniku o stranach m, — n rovnice

uo A
smy2=smy1=—b~:; =m:n.
Odtud :
a b
z /,l—-;i —7;’

takZe barycentrické soui‘adnice bodu M jsou

b
i

L
P

Nyni mﬁzeme vektory m, n, p volit bud obecns, nebo odvodit
je z prvki trojthelnfka. V tomto poslednim pi‘ipadé vzmknou vy-
. znatné body zékladntho trojahelnika.

‘Na pt. pro m = a, n = b, p = c obdrzime téz1§té Kdybychom'
- ‘vektory poémuh tak, aby bylo m=c¢,n=a,p=>0nebom=">, -
m=¢, p=a, vzniknou body o souradmcich barycentnckjch
T80 wp 22,
AT S A PR . _
: Kdy% m = v; = 2p/a, % = v, - p = v, vznikne bod z:y:
=at:b: c’ . tedy bod Lemoinetv. Cyklickou substituci

Obr. 1,
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1

vyse vytéenou vzniknou body z:y:z:=ac:ab:bc = 5"

O')—-
9'»—-

: 1 1 1
resp. r 1y .z = :E' H —; b
Kdybychom nanesli na, vjrsku Vg (v, v¢) délku a (b, ¢), od Vrcholu

piislusného a vedeme-li jejim koncovym bodem rovnobézku ke

a? B
strand, bude jeji délka a, = == (2p 2—11) Zvolime-li tyto
a

délky za vektory m, n, p, bude mit vznikly bod soufadnice
X1y 1z= F:E;:Ez_’ tedy je .reciproky k Lemoineovu. Kdy-
bychom- tento tkon opakovali na trOJuhelniku o zakladn® a,,
feneseme zase @, na vysk bylo by a _oa_ & _ _a
P 1 e vySku v, bylo by @ =5 "= 05 = p

atd., z %ehoz z:y:z= ;—4—;7514— Ale stejhé bychom obd'rieli

zpétné, uréice vysku v',, jeZ patii k zakladné v, homoteticky
2 2 '

‘poloZené ka, v’y = -12‘= %, z:y:z=a':b*:ct nebo v’y =

v'q Vg vg® Sps vA ey e . . iné

o = g1 = 5 0% by dalo z:y:z=a®:b%:c" SteJne
opakovani by vedlo na body se souradmceml umérnyml sudym
mocninim stran.

Kdybychom viak na véeeky vysky nanesli od vrcholu stejné .
aseky o a koncovym1 body vedh rovnobézky ke stranam obdrzeh
bychom

1 11
- ~g——gpatd eozbydaloxy =E-—b—-5—
a opakovanim e S
: @~ at ’ 1 1. 1
ag—-aq;a——gqoz atd., zcehozx y:z= aa'F’-'T;g'- <
Tty .
Naproti tomu vyéky odpovida]ici ste]né dlouhym zé,kladna.m T
- by mé&ly hodnoty %, =71 %"— = 2:1: atd., coz da : '
x'y"z—a":bs:c?' '
4p T

opakovany ukon by vedl na h 2 = ha—-—— - atd., 2 éehoi B

xyz—a5 b5
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Takovym zptsobem se vytvo i body, jejichZ soufadnice jsou
Gmérné stejnym hchjrm kladnym nebo zédpornym mocnmam stran
trojahelnika.

Podobné tdseky vysek od vrcholi k ortickému stfedu, pro
které plati- :

= — _—  bcosa ccosﬂ @ cos y

=cosea: cosﬂ cos y, -

Ya i :% ="ginB " siny sine
by daly ‘
a b c 1 1 1
ziyiz= . . - . . .

cos.a cosf cosy bccosa cacosf “abcosy
coZ neni ne% orticky stred. i '
Doplﬁky pfedchozich tsekd do celych vysek jsou v pomé&rech
Vo vb vc_ccosﬂcotgy a cos y cotg a : bcosacotgﬂ— ‘
= cosﬁcosy .cosycos a: cosacosﬂ =——1——-:—-l—-: 1 )
cosa cosf cosy

tedyda;i bod z:y:z2=acosa:bcosf:ccosy.
Pruméty stran a cos B, b cos y, ¢ cos a daji
1 1 -1
cos " cosy cosa

2 Mezi body Brocardovymi a Lemoineovym stanoveny &etné
- vztahy, na pt. vepiSeme-li tro;uhelniku elipsu s ohnisky v bodech
Broba,rdovych, protnou se spojnice vrchold a dotykovych bodd na

- strandch trojahelnika v bod® Lemoineové. -

- Udéme nyn{ jiny vztah, p¥ Sem? popiSeme konstrukcl bodt
Brocardovych pouze pra.vitkem a pravonhlym tro;uhelnikem s vy-
- loudenfm kruzftka.
' -Vepsati troluhelnik ]ehoi strany jsou kolmé ke strandm zd-
' kla.dniho trojqhelnika, jest {ikol dvojznaény, nebot spoustét kol--
mice moZné veé smérech dvou protivnych. Konstrukee se' dé provést
‘na zdklad$- homotetie, tedy sta,éf pouze pravitko a pravoihly
tro;uhelnﬂ: (abr.2). - :
.. Veniklé troj dhelniky AIBI(J1 a As‘BzC’2 jsou sti'edové soumémé
a podobné dané 5 :
- “Nejptve: ur&ime pomér podobnostl &, vyjdouce od 1dent1ty
_»-,_«AB, o+ ByB = ¢; pﬁ temZ z podrobnostl plyne AB, = cé’, BZC, .
—-a&, takie G ‘

zxiyiz=

e £[ccotga +acosecﬂ]~c ,
nebo délime h éislem ca um]eme li véty smové bude it

smﬂsmy
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Hledime-li k tomu, Ze sin ¢ = sin (ﬂ + ), bude

; = cotg o + cotgﬂ + cotg y = cotg w,
kdyZ o jest tihel Brocardiiv. Je tedy\ pomér podobnostl £ =tgw.

Kdyz tedy podineme stranu A,B, do vrcholu 4 nebo B, a
spojime-li polohu F, resp. F, jez odpovidaji bodu B,, s vrcholem B
resp. C, vznikne pfimka odchy1ena, o thel w od strany AB. Kdyz
tento tkon opakujeme pro vSecky strany, protnou se vzniklé

C-\.‘ ..... A‘" il Ba
FogTmTmmmmm—mm— e - RS =1
| ) \‘\ P i
NS ™ AN \
C \ Q .'8‘ N ]
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Obr. 2

spojnice po tfech v. obou bodech Brocardovych ¢imZ pi'ipovédéné.
konstrukce dovriena..

Oba tro;(xhelniky A;B,C; a A,B,C, uréup sestlﬁhelnik v ném¥
jsou prot&jsi strany rovnobézné a ste]ne a Jepch délka. se urdf
- snadno. Na pi

‘AIB -—c—-— IBlcef:gﬁ A,B,cotga—*!: k. - : i
T *cs[»g—»-cotgﬂ*cotg}']*cfcotg?—~ 275""37’"‘-—

<}e-h r polomér kruémce opsané zékladnimu - tro;uhelniku ,
V obdélniku AIB,A,,B1 ]est ﬁhIopﬁéka AIAg Tovna.

Vc=£’ coi:g2 7+ c’é' = cé cosec y = 2r 4-‘
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Jezto jest thlopiitka 4,4, spoleéns predchozimu. obdélniku
a obdélnfku C,4,0,4,, jsou thloptitky viech tif obdélniki stejné,
" maji spoledny pruseéik, jenZ je stiedem kruZnice opsané Zesti-
thelniku ‘4,B,C,4,B,0;, a jeji polomér je ré&.
) Vzdalenosti stfedu Sestitihelnika od' stran jsou %af L hE,
} c¢, takie jeho barycentrické soufadnice dany Gmérami

z:y:z=a?:b%:c?
a bod se ukazuje Lemomeovym bodem L.

Déle plati C‘O1 ce, = BiG, . Loz =af:bf=a: b Ale
sin y " sin y
z toho hned plyne, Ze trojahelnik CC,C, se podoba tr0]uhelmku
ABC, tedy jsou strany C,C, a AB antiparalelni, coz plati obdobn&
o daléich ahlopiickach.

OpiSeme-li trojahelniku CC,C, a tétivovému étyruhelniku
ABC,C, kruZnice, jde jejich centrila jakoZto osa spoleéné tétivy
bodem L. Stied Sc onoho se urdi z delky LSc = r&cotgy a po-

lomér r, = —2-% = r¢ cosec .

* K uréeni kruhu opsaného Ctyfﬁhelmku ABC,C, uzijeme &tyf-
uhelniku DC,LS'., kde D je stied useéky AC,, 8. stfed kruhu.
Jeito ma étyruhelmk pii D a L pravé thly, platf

S’ sin f = } b& cotg —i—rfcosﬁ
LS'e = r& (cotg o + cotg ).
' Polomer kruhu je dan rovnici _

: r'c” = §.02 = 8.L? 4+ L*°C; = 7252 [1 + (cotg e +- cotg £)].
Odtud hned

nebo ‘

» LS c = LSa + LSb;
a proto
SS + LS'b -+ LS'c = 2(LS, + LSb + LS,,)
Pro vzdélenost obou stfedd méme -

S.,Sc = 8.L + LS'c = r& cotgy + ré (cotg «+ cotgﬂ =r.

‘ _To plati pro kazdou amtlparalelu nebot " stfedy kruhit jsou na
‘priamétech stfedd useku téze strany na pimky tého% sméru,. tedy

- jsou stejné. , )
. . Jsou” tedy vzé,]emné vzdalenostl viech tH pérd stfedd stejné,

5 rovné poloméru kruhu opsaneho zédkladnimu troj tihelnfku ABC’

LaS’ SbSb———ScSc—-r
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‘Pro poloméry odvodime dale vztahy
r'e? —r = r2£%[1 4 (cotg @ -+ cotg B)? — cosec? y]
= r2§2 [(cotg @ -+ cotg B)2 — cotg? y]
= 7r2£2 (cotg ¢ + cotg ﬁ -+ cotg y) (cotg a + cotg 8
— cotg y)
= r2¢ (cotg, a -+ cotg B — cotg y). -
Seéteme-li roVnice'talgto‘tvoi'ené pro indexy a, b, ¢, obdrzime
' P+ R — g — i — 1t =1, ‘
Dalsf vztah mezi témito velitinami daji sousiny tseki
' p2g2 ' ‘ —p2p2CO8Y
LS. . LS'; = r*£2 cotg y (cotg a + cotg B) = r2& P ——— /3
=72 (1 — mtg a cotg ﬁ)
Odtud tedy, jezto

' cotg f cotg y + cotg y cotg a + cotg a cotg f = l
LSy . LS + LSy . LSy + LS, . LS'c = 20222,

Soutet soudint-vzdalenostf sttedd Sy a 8’4 od bodu L (b = a,

b,c) se rovnd dvojmoci strany &tverce: vepsaného do kruzmce
kolem Zestitihelnfka A,A,B,B;C,C, opsané.

“-Prodlouzime-li Ghlopiitku C,C, aZ protne stranu AB v bodé C,,
muZeme urdit jeho délicf pomér z véty Menelaovy. Jeito plati
' _ 00 _b— A cotga _ cotgf + cotgy
- G4~ ACiycotga | cotga
OB CyBycotgf “cotgf . . .
CC a——-C’,B,cotgﬂ - cotga +cotgy
Hledany délici pomér - : ' S

2 _ cotg o (cotg (i + cot.g y) _ sin? peosa .
3™ (cotg B + cotg y) cotg B "~ sin’® @ cos ,8 ‘

‘ ' Provedeme-li tento tkon cykhcky, v1dime, ie souém véech tﬁ
déhcich poméru Adgd; = 1.

- Odtud véta: Antiparalelnf p¥mky - vedené bodem: Lemome- )
ovym protina]i pndruiené etrany zékladniho tro;uhelnika v bodech .
koline4rnich. .

Rovmce této primky jest f ‘v e

plati

..,zcosa ycosﬂ zcésy_c..d
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Kdyz ji znidsobime ¢islem 2abe a kdyz ¢&itatele po zkraceni
nahradime trOJcleny tvaru b2 4 ¢ —a? = a2 -+ b% + ¢ — 2a?
muZeme ji psat takto

(@ 0 o) (5 + e+ )—2(x+y+z)‘=0,

tedy ji brat jako piisluinou svazku uréenému ptimkou v nekoneénu "
a primkou Lemoineovou. Odtud plyne:

Uvazovand pfimka je rovnobéind s harmonikilou bodu Le-
moineova. Naopak: TéZidté, Lemomeuv a tfilinearni pél uvazované
piimky jsou kolinearni.

Obr. 3.

" 3. Posledni vlastnost Lemoineova bodu nym zobecnime.
Hlede]me viecky body M(m, n, p), jimiz vedené antiparalely
‘ke stranam zakladniho trOJuhelmka protnou piidruZené primky'
v bodech kolinearnich.

Soutadnice bodd C; resp. C, dény poméry

(c—qsmﬂ) gsin B : 0 resp. (b—qsmy) 0:gsiny.
: Kolmeamost bodé M, C;, C, vede na rovnici
| c—gsin, gsin g, 0
: b—,—-_qsiny_, 0, qsiny
m, m, -p

=O.

. Odtud se m4 urdit vehéma ¢, zatim nezndms, coZ da pnctemm
co druhého a tfettho sloupce k prvnimu, anéscbenim. ‘poslédntho Fadku
" &islem ¢ a zkricenim druhého a trettho sloupce tymz ¢islem, ]ezto

¢, sin ﬂ,
b, 0, smy
q, P
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a tedy : ) : :
’ g sin fsiny —ncsiny — pbsin f =0,
neboli '
nc sin ¥ + pb sin g ne? + pb? 9
- - = r
sin fsiny - be

Piimka C,C, mé tedy rovnici

. nc? + pb®  nc? + pb?

0
c - c
2 2 2 2
p_ ettt mepbt )
l o b b ]
z, v, z
Prisek se stranou 4B vyzaduje = 0, tak¥e pak pro priseik
plati . ,
nc? + pb%\ 1 nc? 4+ pb?\ 1
L e g i SR
nebo

[¢* (m + p) — b*p] y + [* (m + n) — ne¥] z = O.
. - : (Dokonéen{ pFisté.)

~

PREHLED.

Prenos klavirni hudby bez pouZiti mlkrofonu, elektroakustlcky
- klavir. V lotiském ri]novem &fsle dasopisu Oster. Radioamateur po- -
pisuje Dr. F. Noak novy elektroakusticky klavir, ktery pfedstavuje
podle jeho nizoru zna¢né obohacen{ instrumentélni techniky; toto
pojednéni vyvolalo v letodnim lednovém &isle téhoZ dasopisu no-
¢lanek od Fr. Kirama o autorstw myélenky prenosu klavirn{ hudby
_bez pouiiti mikrofonu. . :
ObyéeJny klavir reprodukuje vysoké tony sla,bé ponévadz .
resonanéni deska je naladéna na stfednf polohu; cheeme-li miti
tény dosti syté, musi se voliti dlouhé struny. Velmi &asto pak rusf
u obyéeJného klaviru okolnogt, Ze jeslySetifihoz: klad{vka, chceme-li, -
aby tén byl hlasxté]éi Ponévad? pak . basove ‘struny reproduku]i .
zékladni tén pomérné slabé a svrchni. tény silng, nema]i hluboké
tony steJnou ,,ba,rvu jako tény vysoké.

V. mod ggx “dobg pak :je velmi- éasta. nutno raprodukovatx
klavﬁ-ni hud rothasem nebo gramof(‘mem, a tu netsta,va. daléi‘ :
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