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Kdybychom tedy ve vzorci (49) poloZili
cosp =0, tedy sinp—1,
coZ nastdva podlé vzorce (47) pro
a, =0,
pii cemZ tedy se redukuje kvaternion na svou c¢ast idedlni, ob-
drzfme spojenim vzorce (49) a (58)

To =M (1e) (¢, cosg -1, sing cos6 -+ 1, sing sing), (59)
kterymZto vzorcem urcena jest v prostoru délka pifmky i smér
jeji; neb ddme-li diivéjSim délkdm vSeobecnéj${ vyznam a po-
loZime-li

OA=a,, AB=a,, BC=a,,
bude patrné znagiti

0C= Va,*fa,+a,> =M ()
vzdalenost bodu C od bodu pociteéniho O, a ponévadz kazdy
bod na kouli poloméru OC mi tutéz vzddlenost, nutno zniti
smérnici jeho polohy, ana jest vyjadiena vzorcem (58), z cehoz
jde, Ze vzorec (59) obéma poZadavkim vyhovuje.

Ponévadz tu idedlni cdsti kvaterniond hlavnf hraji tlohu,
nutno se blie s nimi sezndmiti a zvl4stni zdkony, jeZ se u nich
jevi, vySettiti a vytknouti.

(Pokracovént.)

Geometrie kruhu.

Pro idky sttednich kol sestavil

Dr. Karel Zahradnik.

(Pokratovéni,)

XIV. Souvislost mezi plochami dvou sdruZenych trojuhelniki.

25. Oznacime-li plochu trojihelnfku daného ABC pisme-
pem p, a plochu trojuhelnfku sdruZeného A‘B‘C* zkritka P,
bude ¥)

*) Viz Dr. Fr. Studnitka: ,Geometrické upotiebeni nékterych poucek
o determinantech®. Casop. II. dil, pag. 70 a 72.
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1 1z
P=45 |1 % y,
1 o y,
1 2, y|?
1l ox, oy,
P= 1 @ y

3
2 (@, Y,) (X y3) (3 y,) °
a tudfZ kdyZ determinant v Citateli vyloucime,
) rt P2

P=—4-oABoBCocA ’® . @
aneb

i T ABC?

ABC=3 Gpa.oBc ood - @

Je-li trojihelnik ABC danému kruhu vepsédn, tvoii tecny
vrchold trojihelniku ABC trojibelnik sdruzeny A‘B‘C'. 'V pii-
padé tomto jest jak zndmo,

AB.BC.CA
ABC= 6)
AB =2r sin C, 4)
2
OAB = 42 sin 207, t ®)

natez BC, CA, OBC, OCA obdrizime cyklickou zdménou.
Zavedeme-li hodnoty tyto do rovniece (2), obdrifme
A'B'C"=1r*tg Atg BtgC. (6)
Je-li trojihelnik ABC stejnostranny, bude 4 =B=C
= 60°, tudiZ plocha sdruZeného jemu trojihelnfka _
A'B'C' =3r*Vy 3. )

XV. Rovnice kruhu opsaného trojihelniku.

26. Dany budtez tii body 4 (x,,y,), B(%,,¥,), C(®3,,),
jeZ tvoif trojihelnik ABC. Méme urciii rovnici kruhu, jenZ by
probfhal body 4, B, C, vrcholy to trojihelnika ABC' (obr. 12).

Rovnice kruhu ve tvaru normalném znf

2* 4 y* — 2az — 20y + ¢* =0. ¢))
.V rovnici této shleddvame tfi veliCiny stdlé a, b, c?, tieba
tedy zndti tii podminky, z nichz bychom mohli veli¢iny a, b, c*
jednoznaéné urciti, ma-li byti Gloha urcitd. Takové tii podminky
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jsou na pf., Ze kruh probfhati md tiemi body. Body 4, B, C
budou leZeti ma kruhu, tedy mus{ soufadnice jejich rovnici
kruhu (1) vyhovéti. Obdrzime tak ndasledujici tii rovnice

ay* 4y, * — 2aw, — 2y, > =0,

2,* +y,* — 2aw, — 1by, 4-¢* =0, )
®® 4 1,2 — 2ax, — 2by, ¢ =0.
Obr. 12. .

Z rovnic téchto miiZeme si nezndmé a, b, c? urditi a pak
zavésti do rovnice (1), aneb coz totéz, miZeme vylouciti z rovnic
(1) a (2) veliciny a, b, %, naéeZ vysledek vylouceni bude hle-
dand rovnice kruhu. Obdriime tedy v piipadé druhém

z? 4y o« oy 1

o 9 oy

T 41 @y Y

w4y @y Y,

Rozlozime-li si determinant tento dle prvého sloupce,
zjednidme si

0. ®)

e
Il

oy 1 T, Yy, 1
@4y |z y, 1|— (“’1?‘!“%2) Ty ys 1 +
zy Yy 1 z y 1]
® Y, 1 x gy 1
+ @) |z oy 1| — @ 4y?) |z, o 1|=0. 4)
Yy 1 @, @y 1

Znagi-li M bod kruhu, vyjddieny soufadnicemi (xy), a
jestli O poéatkem soufadnic, tu bude
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w? g2 = OM?, @2}y, 2 = 0A®
a4yt = OB, %+ y,*=O0C",

® oy 1
x y, 1|=24BC, atd.
x, Yy 1

Zavedeme-li hodnoty tyto do rovnice (4), obdriime po
zkracenf dvéma
OM?, ABC— OA*. BCM - OB* . CMA — OC*. MAB =0. (5)

Geometricky vyznam rovnice (5) jest jasny a netfeba po-
dotykati, Ze nezdvisld jest rovnice tato na poloze bodu O (co
pocitku souiadnic).

Rovnici (5) miZeme téZ psiti piehlednéji takto:

OM?. ABC = OA*. MBC-}- OB*. MCA - 0C*. MAB.

XVIL Podminka, za kterou étyri body lezi na kruhu.
27. Budtez diny ¢tyfi body A4,, 4,, 4,, A,. Za osu =
volme pifmku 4, 4, a bod 4, za poéitek soutadnic (obr. 13.)

Obr. 18.

Oznaéme délky 4,4, =a, 4,4, =b, A Ad,—a,6 AA =1,
A A, —=c, A4, —c,, a tudiz budou soufadnice téchto Ctyf
bodfi 4, (0,0), 4, (a,,0), 4, [ccos (ac), csin(ac)], 4, (b cos (ab,),
b, stn (ab,)l.
Obecn4 rovnice kruhu znf

(@—p)*+ (y—9* =% ey
JelikoZ prochizeti mé tento kruh bodem 4,, mus{ soutadnice
bodu 4, rovnici (1) vyhovéti, tedy byti :

PP+q=r ‘ @
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nacez piejde rovnice (1) ve
x® — 2pz + y* — 29y = 0. 3
“Jelikoz tento kruh téZi body A4,, A,, A, probfhati mé4,
musf souiadnice téchto bodd téZ rovnici (3) vyhovéti, takie
obdrzime zirovei
a —2p=0,
¢ — 2p cos (ac) — 2q sin (ac) =0,* 4
b, — 2p cos (ab,) — 2q sin(ab,) = 0.

Vylouéime-1i ¥) z rovnice (4) soufadnice stiedu p, ¢, ob-
drzime hledanou podmineénou rovnici :
a 1 0
¢ cos(ac) sin(ac)
b, cos(ab,) sin(ab,)

Pomnime-li, Ze

cos (ac) sin (ab,) — cos (ab,) sin (ac) = sin (b, c),
prejde rovnice (5) ve
a sin (b, ¢) 4 b, sin (ac) = c sin (ab,) . (6)
Jest pak (obr. 12.) :

sin (bye) = 2%1 y sin(ac) =

=0. ®)

, sin(ab) = 2,

2r 27

Zavedeme-li hodnoty tyto do rovnice (6), obdrZime hledanou

rovnici podminecnou
aa, -+ bb, — cc; =0, ~ (")

kterdZ zndmou Ptolemeovu vétu podéva.

XVIIL Jiny spiisob odvezeni téZe podminky.

28. Budtez M (xy), A(x, y,), B (x,3,), C(x,y,) EtyFi body
uréitého kruhu; tu dle ¢él. 27. plati
22 +y? = y 1
ety ooy 1| _
1yt @ oy, 1 =90, @
w?yy® oy oy, 1
z CehoZ preloZenfm dvou sloupcd pevstivd nejprvé

*) Odvozenf toto podal jsem ve ,Zprivé II. pag. 87. a v Grunertové:
»Archiv fir Mathem. und Physik dil 56. pag’ 15.



wlziy: i Yy
) % Ty Y —
ity 1 @ Y, =0 (2)
ity 1 ow oy
a"dal§fm preménénim podlé znimych pravidel
1 «* +y* —2xr —2
1 oty —2x — 2y, | __
1 )’ y,"— 2z, — 2y, =0 )
1 @+ y," — 2a, — 2y, I
Znasobime-li posledni dva determinanty a zavedeme-li
oznacen{
a% = (@i — )" + (i — y)* @
obdrZime determinant *)
0 dy? dy,* d
di,? 0
dy? d,,* 0 d,
d3()2 d?)l2 d322 O
kdez patrmé d,.,® = d;;%. Znadf totiZ na p¥. d,,* étverec pifmky
spojujfci body A, C. Determinant tento je soumérny, a rozloZi-
me-li jej, obdriime :**)

=0, ®)

1

*) Provedeni toto pochizi od Cayleye, an je uvefejnil v ,Journal de
Cambridge“ dil II.

Co se tkne ndsobeni determinantii, dovolim si nasledujicf poznimku
zde mimochodem pfipojiti. Dany-1i determinanty na pf. stupné tfetfho

a, b ¢ | A A
d=|a by e, |, d'=|0 6 71|,
ay by o | Oy ﬂs_ Va

tu oznaéfme si F4dky determinantu 4 pismenem r piiponou f4dku a
., .podobné u detetminantu 4‘ pismenem s; soucin obou determinanti
bude
[ 9,8, 728, 728 |
AdA = |7, 8,7,8,78

) (1)

T1 83 7283, 73 %
Kdez znaéf symbolicky
Th 8k = anox 4 bnfr -+ cn vk . 2)
Chceme-li uréiti na pf. 4%, tu tieba pouze »;—s; kldsti, a jelikoz
dle (2) v vk =7k rr, vyssits ihned znimé pravidlo, Ze étverec kaz-
" dého determinantu jest determinant soumérny.

**) Viz dr. R. Baltzer: ,Theorie und Anwendung der Determinanten“
Leipzig 2. Aufl. pag. 26,
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d012d232+ d022 d132_|_d032d122_ 2d01 d23 do‘z d13~2d02 d13 d03 dw
— 2dg3 dyy dyy dyz =0,

oneb rozloZime-li soucet na levé strané v soucin

(dol dza + d02 dla + dos dw) (_‘dm dza + doz dxs +dos dl2) X

X (dgy dyy—doy dy3 -+ dyy dys) (dgy dy3 ~+ dog &y 3—dgy i) =0. (6)
Porovndme-li rovnici tuto s vysledkem ¢l. 27, shleddvime,

ze rovnice (6) zahrnuje jiz rovmici (7) ¢ldnku predchdzejiciho

co svého Cinitele a tedy vétu Ptolemaeovu poddvd. Podminku,

by ¢tyfi body leZely na kruhu, mtZeme tudiZ rézné vyjddfiti,

bud plochami (¢l. 26) neb délkami (€l. 27, 28), jeZ urceny jsou

témi ¢tyfmi body aneb i relaci mezi thly étyidhelniku ABCD,

kterdz z planimetrie zndmd, totiZ, Ze soucet hli na dhlopiicce

ve ctyridhelnfku rovnd se 180 stupiiiim.

(Pokradovéni.)

0 stiedu optickém a hlavnich bodech ¢ocek.

Sepsal
prof. V. Baudys v Pisku.

(Dokondeni.)

Nékdy vSak neni dovoleno tloustku Cocky zanedbati a pak
musime uziti uplnych formuli, jak byly vyvinuty v rov. (III)
a y (recte V). Tyto jsou ovSem slozitéjsi, nicméné daji se vhodnou
transformaci privésti na jednodus$sf, podobné oném, jeZ jsme
s opominutim tloustky coc¢ky vyvinuli v rov. (IV) a (17), pii
cemZ dluzno pocitati vzddlenosti misto od vrchold cocky ode
dvou jinych bodd, které se hlavnimi body Cocky nazyvaji. Jsou
pak hlavni body takové dva body na ose, Ze jeden jest obrazem
druhého. :

Jejich poloha tfin jest urcena, Ze néjaky predmét, ktery
se nachdzi v roviné v jednom hlavnim bodé kolmo na osu po-
stavené, (nazyvame ji prvni hlavni rovinu), davd obraz v druhé
hlavnf rovingé, ktery jest mu rovny a vzpifmeny (geometricky).
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