Casopis pro péstovani mathematiky a fysiky

Bohumil Bec¢ka

O bodech mnohonasobnych

Casopis pro péstovdni mathematiky a fysiky, Vol. 5 (1876), No. 4, 169--177

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/121717

Terms of use:

© Union of Czech Mathematicians and Physicists, 1876

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides
access to digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this
document must contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and
O stamped with digital signature within the project DML-CZ: The Czech
Digital Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/121717
http://project.dml.cz

16y

0 bodech mnohonasobnych.

B. Bedka,

assistent pii c. k. hvézdard,

Pri stanoveni bodd mnohondsobnych poctem differencidlnim
naskytd se v praxi znacnjch obtiZf; je-li totiz predloZena kiivka
algebraickd

9@y =0,
musime vZdy, chtice dospéti k bodiim m-ndsobnym, vySetrovati,
které z bodfi, jeZ obdrZime feSenim rovnic

—DEJ—:O, %Z/L.:O,

P P . dy
vyhovujice zdroveh rovnici k¥ivky, ¢ini vyrazy pro T pod-
w

minek *)
203 )y (@) =0
_0( )ad—%—a' - ( d”) =0,

m~—1 (m __1) am—l (
i— 0 Dm—-l—-zw D?
plynouci neurcxtyml, takie teprvé m-tou der1vac1

,‘Eo (?)az‘n?wa (
dy

docilime m pravych hodnot pro smérnice tecen o

Ponévadz tu posledn{ rovnice tim vys§iho bude stupné, ¢im
vétsi jest m, patrno, Ze nehledic ani k sloZitému differencovini
tiloha tim jest nesnadnéjsi, ¢im vice ndsobné body kfivka ob-
sahuje. Jest tudiZ zajimavo zvédéti, jakym splisobem bychom
nabradili soustavu vySe uvedenych rovnic soustavou jinou, kterdz
by tlchu bodé mnohondsobnych jednak piehlednost! formy a

¥) Viz Studnicka: ,Zékladové vyssi mathematiky.“ I. pag. 181.
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pro mnohé piipady v YeSeni samém usnadnila, éehoZ dociliti .
bez upotiebeni poctu differencidlniho budiz tu na$im iikolem.
Nejvieobecnéjsi rovnice U, ktivek algebraickych znf

A
+ Bxz+- B, y
+ Ce* 4~ Ciay 4 C, y?

+ Na* - Nz 'y ... Nyy»
jiz vsak k vili vhodnéjsimu piehledu v jiné formé upotiebime
-znaéice soucinitele pii ¢lenu «f y* symbolicky

(L)

takZe vSeobecn¢ udavatel { 7: } p¥i { Z } uplné se rovnid moc-

nosti J ¢ } soutadnic {fv l J—

| Y|
Tim nabude rovnice (1) rdzu urcitéjsiho, totiz
Qg
+aztby

+ a, 2% - 2(“1‘1’1) xy - b, y*

+ anxr - (*) (@ b)) @ty - oL Dyt
takZze (k- 1)"* iddka obdobna jest tu co do tvaru patrné vjrazu
(az -+ by)*;
~ tfeba v ném jen po vykonaném zmocnéni podlé poucky bino-

mické psati '

al bk = ((l,‘ l)‘) N
aby se pteslo ku tvaru (2).
MizZeme tudiZ pro rov. (2) uziti nasledujictho oznaceni

U, =a, +k§" (az - byy=0. (30)

Abychom nalezli nyn{ podminky, za kterymiz bude pocitek
soufadnic bodem om-ndsobnym, zavedme poldrni souradnice rov-
nicemi

rT=gQcosQ,

y=esng,
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jez dosazeny byvse do (3 &) daji relaci
a, + = 0" (a cos ¢ + b sin @)* =0,
P e §

kterouz lze i takto psiti

m—1

a, + 2 9 “ (acos @ -+ b sin p)i-tom L‘ k=m (g.cos g —}- b sin (p)"—

Ma li byti bod w::y__O m—msobnym -bodem knvky,
musi kterdkoliv piimka jdouci pocdtkem soufadnic protinati
v ném kiivku m-krite, a¢ neni-li teénou kiivky, aneb hodnota

0=0

musi pii libovolném ¢ m-krate Ciniti zadost rovnici (3 ), coZ
nenf jinak mozno, ne’ kdyz veskeif souéinitelové (a; by) ve vjrazu
. m—1

a,+ 2 oF (acosp -} b sin g)*

F=L .
rovnaji se nulle,
Podlé rovnice (1) neb (2) jest jich na pocet

1+2+3+...+..m:1;.(m+1),

méime tudiZ tolikéZ podminek, aby pocitek soutfadnic byl m-ni-
sobnym bodem ktivky.
Primky tecné v bod¢ tom, majice celkem po (m-1) bodech
s ktivkou spoleénych, vytknuty jsou dal$i podminkou ‘
o™ (acosp 4 b sin @)™ =0,

(az - by)m = 0, _
kterdzto rovnice stejnomérnd stupné m-tého poskytuje m hodnot

aneb

.Y . <
Gy Gy Gy ... Cy Pro pomeér —'é—, a tudiZ m tecCen

y=—uo z,
Yy=a, T,
Y=, .

Na zdkladé téchto vysledkdi snadno udimé obdobne pod-
minky, aby bod (&, &,) byl bodem m-ndsobnjm. Nebot u¢infme-li
jej pocitkem souradnic, ‘musi v rovnici (3) c¢len proménnych

£, 3 neobsahujic{ jakoZ i {%l (m-1)—1 } jemu nédsledujicich

souciniteldt pfi & # rovnati se nulle, prevedeme-li ji rovnicemi
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® = &—{— izl
o y=n-+h
ha bod (k, k) co pocitek, tudiZ na tvar:
n k
ao+k-§1{ (ah1+bh2)+(aé+bn)} —o,

aneb mocnfme-li za znamenim souctovym

n ok ok . .
a4 2 2 (7 ) @h + )i g by = 0. (4a)

Z posledniho tvaru dotéené soucinitele snadno odvodime;
budef tu

a4 2 (@h+bho} =0 ... co Elen stilf, ’

n
k{‘l ka (ahy + bh,)*—1=0... co souéinitel pii £,

Z R (ahy + W) =0..c0 n M L (48)

2 b (" - @ Uy—i=0 ,

k—m—1
Pimky teéné uréeny jsou tu pak za podobnou piitinou
jako dfive rovnici:
2 (%) @ty o). (@ by =0
e Um 1 2 . ny" =
aneb zavedeme-li opét «, y misto § 7n téz
{ 2 (—1( " )(amt-by). (ah, 4-bhy)' } 5 (%) a4y =0,
i=0 t k=m M. (5)
Pozndmka. Snadno 1ze tu poznati, Ze kiivka (2) nemé bodid

m-ndsobnych, jsou-li veikefi souinitelové
(@itd beyp) =0,
~— vyjma a;by, — a to pro kterékoliv dvé stejné neb rozdilné
¢islice 4, u z fady
0,12 ...n,
avlak tak volené, aby bylo
Hhm,
Atp=n;
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dle toho nebude na pf. p¥i kiivce
y'—a+y —Gamy-5y+3——
bodu trojndsobného, jezto jest tu
(2 b)) = — 3a
aviak
(@142 b14p) =0
Abychom uréili, zdaZ ma krivka
x* 4 4ay® +ay? — 62+ 82— 3 =0
bod trojndsobny, sestavme si pro » =4, m = 3 podminky (4,3),

totiz
— 3+ 8hy — 6k, %} ahy®+ bt 4k, k=0
2—12h -}-4h, 2+ 41,2 =0
2ah,% -4 12k, b2 =0

-—-6-6r%*=0
3ah,® 4 12k h, =0
2hy* =0

z nichz tii poslednf poskytuji body
h,=0, h =41,
_z kterych viak toliko bod (h, =0 h, =-}1) téZ prvnim tiem
vyhovuje a jest tudiz bodem trojnasobnym.
PongvadZ tu viak pro teéné dle rov (5) obdrzime

y ¥y 4 _,
c—h, —x-—1" a4V

y . _
;_—1—+—(@\f3 D,

¥

a tedy dvé tecny pomys]ne jsou, jest bod zdrovein osamélym.
Obratme se nyni k vySetfovdni bodd dvojnych, kteréz
velmi casto se objevuji, procez téz zvlastnitho povSimnuti jsou
hodny., —
Podminky, které jsou tu platné, plynou ze soustavy (48)
pro m =2, a znf

ay+ 2 (ahy 1-bhy)k =0 } (62)
3 al (ahy 4 bh-1 = 0 } 66)

2 bl (ahy 4By -1 = 0 } 6%)
1
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Rovnice (6e) totozind jest co do tvaru s rovnici (3«), z ¢ehoZ
jde na jevo, Ze tuloha dvojnych bodd, shodna jest v podstaté
s tlohou urditi spoleéné priseky (&, h,) kiivky (2) s dvéma
kiivkami stupné (n—1)-ho, totiz

Enak (ax L by)—+ =0. (Tea)
1
2 b (az 4 byt = 0. )
1

Snadno rozhodneme, jaky jest maximalni poéet téchto pra-
sekill; oznacime-li totiz pocet prisekd kiivek (7 «), (7 f), kteréz
nelezi na kiivee (2), », pocet vyskytujicich’ se bodd dvojnych g,

jest vidy
v = @—1)2,

__n(n—1)
__——2~—_-tk

aneb poloZime-li

(8)
téz
(n—l) (71—2) =k, )
kdez k blize se md vySetiiti; prolozme za tou pricinou body u
a dalsimi »n + &k — 2 téze kiivky (2) celkem tedy
ptntk—2
body jakousi kFivku stupné (n—2)-ho, coZ moZno jest, jestli

H+qlik_2 SM;.:}:}_). s

p(zH— 3)

an kiivka stupné p body *—*5— uplné jest stanovena; po-

névadZz body p jsou body dvo')n)nu, obdrzime 2u +n+k— 2
spoleénych. bodil, p¥i éem? miiZe byti
| Cfubnkk—2 Zn(i—2),

aneb pouZijeme-li rov. (9),

o n(n—2) Fk=n(mn—2)
tedy

. FE=0;
z Cehoz jde, Ze ve vyrazech pro u a v toliko znaménka hoiej-
§fho upotiebiti lzu, nacez se stava pro- k=0 p maximum, ¥
pak minimum.*)

*) Srovnej ,Cremona, Uvod do geometrie kiivek rovinnjch“ pag. 39.
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y . . , M (m—1) , . .
Povazujeme-li bod m-ndsobny za »-~~—(—2~- ~ bodd dvojnych
c¢ili za toliktéz prisekd m ramen v ném se protinajicich, bude
dle toho pro nejvétsi mozné m
m(m—1) __ (n—1)(n—2)

2 - 2 ’
¢emuz se pii raciondlném a celistvém m vyhovi jeding hodnotou
m = (n—1).

Kiivka n-tého stupné nemizZe tedy miti vice nez (n—1)-nd-
sobny bod, a Ziddme-li, aby se pfi ni vyskytl bod n-ndsobny,
pravime tim, Ze se md krivka rozpadnouti v » piimek, an se
tu rovnice (4 «) promeéni ve

((lg + b’?)" - 0)

L . . —h,
jez poskytuje » hodnot pro pomér /R .

a tudiz n pri-
£ x—h,’ b

mek kiivku skladajicich.
Pozndmka. Nasobime-li rovnici {gf } veli¢inou { Z‘ } a
secteme-li pak, obdrzime )
n n—1
2 k (ahy 4 bhy)* =2 2 k (ah, 4 bhy) - n (ahy, +Vhy)* =0,
k=1 k=1
a z n-nasobné rov. (6«) snadnym rozkladem
’ n—1
na, 1 X (ah; 4 bh,)* 4 n (ahy 4 bh)* =0,
k=1
odecétenim- pak obou
n—1
nay - X (n— k) (ah, +bhy)* = 0, (10)
k=1

kterymzto cinem nijak jsme neporusili oznaceni symbolického,
ziskavse zdroven na isto rovnice (6e) rovnici stupné (n—1)-ho.
Obsahuje-li kiivka jeden proménny parametr v, lze jej
pak vyloucenim %,,k, z relac (G3), (6p), a (10) tak ustanoviti,
aby se vyskytly body dvojné.
Pro kuZelosecky na pt.

ax® - by?* 4 2cxy 4 2dx 4-cy +f=0. (11)

jsou relace tyto
ahky +chy, +d =0,
ohy by ¢ =0,
dh, - eh, -+ f =0,
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a vyloucime-li souradnice A, h,
a ¢ d
Ad=|c¢c b e |=0,

d e f

vvvvv

kdy se kuZelosecka rozpadne ve dvé pifmek,

awr +py +7 =0,
ez —+pfy -+ =0,

jez blize uréime porovninim souciniteld pii %, y?, ay....

v soucinu
(ex + By +7) (@ + By +7) =0,
se souciniteli pii téchZe ¢lenech v rovnici (11). Neni-li 4 =0,
rozhoduje o tvaru kfivky stupné druhého, jak zndmo, vyraz
' ab — c?,
kteryz jest viak v 4 podifzenym determinantem F prvku f;

bude pak znaciti *)
F>0, ellipsu,

F =0, parabolu,
I’'<<0, hyperbolu,
4=0, dvé primky.
Rovnice na pr.
ety —2t+3x1+2=0.
s proménnym parametrem v, znaéici svazek kuZeloseCek,**)
dava pri

20 1 3|
d={1—4 0 l =0,
|3 0 4]
¢ili pro v =1, dvé piimky k svazku piislusné, jichZ rovnice jsou
z+24+2=0,
x— y+1=0,
pro <— »%— ellipsy.
vl =— -;- parabolu

>— %— hyperboly.

*) Viz ,Casopis pro pdstovén{ mathematiky a fysiky“. L pag. 171.
**) ,Cremona“ pag 48,



171

Dodatek. Abychom poznali, jak tu souvisi podminecné
relace s derivacemi rovnice (3«) g,, derivujme tuto podlé
J x| [ w-krite
\v { v-krite

. tim vznikne

PV B (e b) k). 1)(a-by) =
rery S ) B Gy ey T,
aneb zavedeme-li

}, predpoklddajice pti tom, Ze jest

utv<<ng

wt+v=t,

obé strany veli¢inou (v ) znasobice téz

Y20 s i .
( a_”lf‘;;;— kZJZIz!( . )( )(ay.bv)(aw‘{“ by)*—+
v soustavé (46) zni viak liitl_)_ Ly +1}mmvnice -
k-l( )( )(“u v) (ahy - bhy ),

takze jest
=hy,y=h

23U,
“11}_(1')/’1!4’1,” y bt v=1;

¢im7z souvislost ona jest vytknuta.
Zbyvalo by jesté, provésti reciproké uvahy pro kiivky tidy
n-té, tedy pro rovnici

A= z By =0,

kdez jsou g a v buumdmce linedrné, coz si do nékterého z pn-
§tich ¢isel ponechame.
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