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0 kvaternionech.
Sepgal
Dr. F. J. Studni¢ka.

(Pokradovéni.)

§ 4.
0 déleni kvaternionii.
Jsou-li predloZeny opét dva kvaterniony (10) a (11), totiZ
€= a,+ a i, + ay i, + ay iy,
B=0y+b i +byi,4byiy,

bude podlé zndmého vyméru podil jejich a sice

5
E=y (36)

miti tu vlastnost, Ze pro zavedeny poiddek v kladeni cinitelt
re=4g, . (37

pii éemZ nutno p urciti pomoci hodnot velicin «, b.
Piedevsim tu jde z rovmice posledni, znasobime-li na obou
strandch veli¢inon Ke,
yeKe=§ Ke
a tudfZ pomoci vzorce (31) a (36)
_ BEKe
y - Na 9
z CehoZ patrno, Ze podil dvou kvaterniond rovnd se soudinu &i-
tatele se sdruZemyjm jmenovatelem, délenému normou jmenovatele.
Ponévadz Ne jest ¢islo realné, obdriime, zjedndme-li si
podlé znamych pravidel soucin
BKe = bya,+bya; 4 bya, 4 by a4
+ by ay — by ay + by a, — b, a) ¢,
+ (by @y — b3 @y — by a, + by a3) 1,
+ (b3 a4+ b, 0y — by a, — by a3) 7

38)

10
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z CehoZ jde pak pomoci vzorce (38)
P=0C F 0t 0% gy, (39)
zavedeme-li oznaCeni podobné (21)
Ne . oy =by ay+ b, a; + b, a, 4 b, ay,
Ne.cy=b,ay,—b,a, b, a, — b, a,,
Ne . ¢, =b, a5+ b; 0y — by a, + b, a,
Ne.cy=b,a,—b,a,—b, a,—b,a,.
Jak ze vzorce (39) patrno, jest podil dvou kvaterniond
opét kvaternionem a to uréitym, pokud nenf
Ne = a?, + a* -+ a? + a% =0. (40)
Jsouli @ veli¢iny redlné, jako zde vesmés, vyhovi se této
podmince rovnicemi
@, =0, a =0, a,=0, a,=0,
naceZ arci téZ mus{ byti
a=20;
pii bikvaternionech vSak, kde veliiny a jsou soujemné, posky-
tuje rovnice (40) nekoneéné mnoZstvi hodnot této podmince
vyhovujicich, dlohu nully zastupuje tu tedy celd Fada cCisel
jinorodych. ,
PonévadZ tdkon ndsobeni neni zdménnjm, jsou-li Cinitelé
kvaterniony, nutno i zde vySetfiti, jak se tu maj{ rozmanité
stejniny krdcenim neb upravovinim na jednodussi tvar povstd-
vajici.
Predevifm patrno jak ze vzorce (38) tak i o sobs, Ze

1 Ke
¢« Ne '’
z CehoZ tedy plyne
1 _BKe _ B .

A @« Ne ~— a’
podobné bude podlé téhoZ vzorce

a.—ﬁ—:a. BEy = aﬁKy: %
Y Ny Ny 7
Daile obdrZime na témZ zakladé
o o
= 2K
F _B ' _ akg Ky
7 Ny Ng Ny

a tudiZ podlé vzorce (32) a (34)
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o
B _ «K@B) _ «. (41)
y — N@g T v’
tymZ spisobem poznime, Ze piedevSim
o . o
B~ BEy
7 Ny

a znasobime-li Citatele i jmenovatele kvaternionem p a pouii-
jeme-li vzorce (31)

« ay _ ey
B T BEy.y T B “2)
Y Ny

TaktéZ snadno pozndme, Ze
o B _aKB pBKy oKy _ «

B v~ Ny ' My Ny Ty
2. B =1 atd
By e
Vedlé toho vSak na stejné cesté se dokaze, Ze
B % neni totéZ co «;

neb podlé vzorce (38) plati
e« _, oKf _ BaKB
"F=P N = N5
a ponévadZ fe nenf totéZ co «pf, nenf téz fa KB totéZz co «f KB
neb «NfB a tudiZ neptijde se kracenim na e.

§. 5.

0 moenéni kvaternioni.

Jak z predeSlého patrno, jest ndsobeni i déleni kvaternioni
tkolem dosti slozitym, jelikoZ odvozené veli¢iny ¢ vzorce (22)

yev s

vvvvv

povede k cili nezli tvar phvodnf, jako u veliin soujemnych,

kde jest
a - bi =r (cosp i sin @) .
Abychom si pak zjednali tento tvar redukovany i pro

kvaterniony, poloZme i tu
10%
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¢« =Ra-+t+Ta= r(cosq>+zsin¢),
kdeZ ¢ prozatim znadi nezndmou jednotku idedlni, naceZ bude,
porovndme-li ¢dsti redlné a idedlné,

Ra—r cos'qm 43)
. la=1 rsing;

uvedeme-li na druhou mocninu obé rovnice a odecteme-li, ob-
drZime ptedevsim

R?a — P = r? (cos®p — 1% stn’ ),
a ustanovime-li nyni, Ze

B=—1, (44)
a mdme-li zietel k zndmym vzorcim (8), (26) a (31), déle
Me¢=1r* neb r=Me. (45)

Koneéné nutno jeité ustanoviti hodnotu prvni mocniny
veliciny idedlné ¢ ze vzorcii (43); jdef tu patrné z prvniho
rsing= VM« — Rla
a tudiz z druhého, délime-li,
L — la :alil—l—aziz—}—asis’ (46)
V M2« — R Va? +a? 4-a? :
z ¢ehoZ jde na jevo, Ze tato novd idedlni jednotka ¢ rovnd se
tdedlné édsti kvaternionu délend modulem téZe &dste, jelikoZ
Ve —R*a =M (Ia).
Méme-li zietel ke vzorci (45) a povazime-li, Ze ze vzorci
(43), (45) a (46) plyne

Ra ay
cos @ = = 47
7 Me Va,*+a*+-a%-fa? ’ (40
sin @ = M (Ie) = Va* taltah, (48)
Ma Va,*ta? +a%+a%
obdriime konecné
o= Mea (cosp - tsin g), (49)

coz ptedstavuje redukovany tvar kvaternionu e.
Podlé toho bude tedy pro kvaternion B podobné
B=DMB (cosp 4 siny),
kdeZ podlé vzorce (47) a (48) plati

=%§—, sinxp:-]—'@—)

takZe zndsobime-li obé rovnice, obdriime
off = Mo MB [cos @ cos ) - ¢t/ sin sinp] ,

cos8
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~+ Mo MB (1sing cos P - ¢/ cos @ sin ¢), (50)
z CehoZ jde pro ten piipad zvlastni, Ze
a=pf, tedy ¢=1¢,
a® = M*e (cos 2¢ -} ¢ sin "(p) . (1)
Jak ze vzorce (50) patrno, jevi se tentyz rozdil mezi veli-
¢inami soujemnymi a kvaterniony, jako byl vytknut v §. 3. pii
néasobeni; za tou pri¢inou neni moznd soucin n kvaterniond
tvaru redukovaného tak jednoduse vyjadiiti, jako se déje pri
veli¢inich soujemnych, kde plati o

ak::rk(cosq)k-}—isinq)k) E=1,23,..., n,
H ap = Hﬁk[cosZ i} T sin Z.’(pk] (52)
¢=1 =1

nybrz jen n-tou mocninu kvaternionu a to vzorcem, ktery se
postupné d4 vyvinouti z (51), jelikoZ tu snadno se podobné
obdrz{ dile '

a® = M3« (cos 3¢ -} ¢ stn 39)

ot = M*a (cos 4 -+ ¢ sin 4op)

ot = M e (cosng -+ tsinng), (53)
coz jest uplnd obdoba tak zvané poucky Moivre-ovy a ukazuje
jak se m-t4 mocnina kvaternionu sklddd, rovnajic se n-té moc-
niné modulu a majic n-ndsobnou amplitudu.

PonévadZ podle vzorce (44)
. =, t=1
a tudiZ vSeobecné i tu plati ‘
R T R e A
bude i moZnd vzorec (49) vyjidiiti tvarem
o= Me . % (55)
a tudiz vzorec (54) podobne tvarem
ot = Mr o . ¥, (56)
jako pii obycejnych veli¢indch soujemn)ch.
Jinak v3ak zde vypadd mocnén{ binomd, trinomd, ..., po-
lynomd; ponévadZ ndsobeni nen{ kommutativnim, nutno psiti
(@+p)? = o+ af+ e+ B
(P =3+ a*pt apetfo
et peb ot
a t. d.
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takZe pro ten piipad, Ze exponencidlni funkci uréfme Fadou

o0
"y

{1 or
C =S el
nesmime souditi, jako pii veli¢indch redlnych, Ze
e, off — @ th
jeliko# tu af nenf toté% co pe.
- Konetné budiz jeSté vyloZen geometricky vyznam nové
idedlni jednotky «. )
Jako obycejnd imagindrni jednotka
=V —1
znaéi smér kolmo na p¥imku zndzorhujfe{ fadu cisel redlnych a
jest tudiz v jistém smyslu smérnicé rovinnou, podobné urcuje ¢
smér v prostoru a jest v stejném smyslu smérnici prostorovou.
Zavedeme-li totiZ do vzorce (40)
a, = M (Ie)cosg,
a, =M(Ia)singcose, (G
a, =M (Ia) sing sinc,
coz vede k stejniné '
@ +a,” + a,* = M* (1),
obdrzime ihned ,
t=1; cos o} %, sin g cose 7, sing sinc. (58)
Jmenujeme-li tedy smérnici- pro smér OA kritce ¢,, pro
smér kolmy AB podobné 7, a pro smér kolmo na tento v roviné
OAB vedeny, tedy pro BC' konecné %,, bude pro
0C=1, X COA=¢. X CAB=9¢
OA =74, cosp, AB=1,singcosec, BC=1,singsinc,

Obr. 12.

C

-

4

takze pro smér OC bude podlé predeslého vzorce (58) smér-
nic{ . :
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Kdybychom tedy ve vzorci (49) poloZili
cosp =0, tedy sinp—1,
coZ nastdva podlé vzorce (47) pro
a, =0,
pii cemZ tedy se redukuje kvaternion na svou ¢ast idedlni, ob-
drzfme spojenim vzorce (49) a (58)

To =M (1e) (¢, cosg -1, sing cos6 -+ 1, sing sing), (59)
kterymZto vzorcem urcena jest v prostoru délka pifmky i smér
jeji; neb ddme-li diivéjSim délkdm vSeobecnéj${ vyznam a po-
loZime-li

OA=a,, AB=a,, BC=a,,
bude patrné znagiti

0C= Va,*fa,%+a,>= M ()
vzdalenost bodu C od bodu pociteéniho O, a ponévadz kazdy
bod na kouli poloméru OC mi tutéz vzddlenost, nutno zniti
smérnici jeho polohy, ana jest vyjadiena vzorcem (58), z cehoz
jde, Ze vzorec (59) obéma poZadavkim vyhovuje.

Ponévadz tu idedlni cdsti kvaterniond hlavnf hraji tlohu,
nutno se blie s nimi sezndmiti a zvl4stni zdkony, jeZ se u nich
jevi, vySettiti a vytknouti.

(Pokracovént.)

Geometrie kruhu.

Pro idky sttednich kol sestavil

Dr. Karel Zahradnik.

(Pokratovéni,)

XIV. Souvislost mezi plochami dvou sdruZenych trojuhelnikii.

25. Oznacéime-li plochu trojihelnfku daného ABC pisme-
pem p, a plochu trojuhelnfku sdruZeného A‘B‘C* zkritka P,
bude ¥)

*) Viz Dr. Fr. Studnitka: ,Geometrické upotiebeni nékterych poucek
o determinantech“. Casop. II. dil, pag. 70 a 72.
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